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А. А. МАРКОВ 
0 СВОБОДНЫХ ТОПолоОГиИчЧЕСКИХ ГРУППАХ 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 
В работе строится теория свободных топологических групи, С по- 


мощью этой теории можно построить топологическую группу, не являю- 
птуюся нормальным топологическим пространством. 
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Введение 


1. Первоначальной 'целью настоящих исследований была проблема 
нормальности топологических групи, которая естественно возникает 
в общей теории топологических групп. Действительно, как доказал 
Л. Понтрягин в неопубликованном письме А. Вейлю ('), всякая топо- 
логическая групла вполне регулярна *. Так как нормальность является 
следующим за полной регулярностью ипитересиым свойством отделимо- 
сти пространств, естественно поставить вопрос, не является ли вся- 
кая топологическая группа непременно нормальным пространством. 

Мне удалось решить этот вопросе в отрицательном смысле, доказав 
следуюлтую теорему: 

Всякое вполие регулярное простринство может быть топологически 
вложено в линейное топологическое локально выпуклое прогтранство 
как замкнутое подмиомсество последнего **, 


* Понятие виолие регулярного пространсава введено д Н. Тихоновым (>). 
** Понятие линейного топологического локально выпуклого пространства вве- 
дено ^. Н. Колмогоровым (3). 
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Используя этот результат, мы можем построить топологическую 
группу, не явяякшуюся нормальным топологическим пространством, 
следующим образом. Пусть Х — некоторое ‘вполне регулярное, но не 
нормальное, пространство. Такие пространства существуют, как пока- 
зал А. Н. Тихонов (). В силу нашей теоремы, существует линейное топо- 
логическое локально выпуклое пространство $, топологически содержа- 
щее Х в качестве замкнутого подмножества. $ не может быть нормаль- 
ным пространством; потому что иначе все его замкнутые подмножества 
были бы тоже нормальны *. Так как всякое линейное топологическое 
пространство есть абелева топологическая группа, 5 является примером. 
ненормальной топологической группы. 

Локазательство теоремы основано на некоторых идеях А. Вейля (*) п 
на результате О. Н. Нуегз’а, относящемся к построению линейных т0- 
пологических пространств посредством «псевдо-норм» (*). 

2. Мое первоначальное доказательство упомянутой выше теоремы 
было существенно упрощен Е. Ливенсоном. Анализируя это упрощен- 
ное доказательство, любезно сообщенное мне автором, я заметил, что 
его основная идея дает гораздо больше и может быть применена и 
к другим задачам общей теории топологических групп. В настоящем 
введении я хочу кратко обрисовать эти задачи. 

3. Между теорией дискретных групп и теорией топологических 
групп существует глубокая аналогия, иллюстрируемая следующей схемой: 


группа топологическая группа 
подгруппа замкнутая подгруппа 
нормальный делитель замкнутый нормальный делитель 
фактор-группа топологическая фактор-группа 
изоморфизм топологический изоморфизм 


непрерывный гомоморфизм 
гомоморфизм { рф 


открытый непрерывный гомоморфизм ** 


Здесь в левом столбце стоят теоретико-групповые понятия, в правом 
столбце — соответствующие понятия теории топологических групп. С по- 
мощью этой схемы соответствия мы можем, исходя из основных теорем 
о дискретных группах, формулировать ряд аналогичных теорем теории 
топологических групп. Заметим, однако, что вместо термина «гомомор- 
физм» следует ставить иногда «непрерывный гомоморфизм», а иногда — 
«открытый непрерывный гомоморфизм»: 

Существует, однако, важный раздел теории дискретных групи, не 
имеющий аналога в теории групи топологических. Мы имеем в виду 
теорию групп, заданных системой соотношений между порождающими 


‚ * В самом деле, пусть Х— замкнутое подмножество нормального пространства 5. 
Если Е, и Р,—замкнутые подмножества Х без общих точек, то они замкнуты и 
в 5, итак как „5 нормально, то они могут быть отделены в 5 множествами Н, иН,, 
открытыми в 5. Пересечения ХПН, и ХПН, будут открытыми множествами в Х, 
отделяющими Е, и В,. 

** Отображение ф топологического пространства Х в топологическое простран- 
ство У называем открытым, если образ всякого открытого подмножества про- 
странства Х при отображении $ является открытым подмножеством простран- 
ства У. Это определение отличается от общепринятого тем, что при нашем опре- 
делении открытое отображение может не быть непрерывным- 
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элементами. В этой теории мы исходим из некоторого произвольного 
множества, которое потом играет роль базиса конструируемой группы. 

Желая развить аналогичную теорию топологических групп, опреде- 
ляемых соотношениями между порождающими элементами, мы прежде 
всего должны подобрать подходящий аналог «произвольного множества», 
играющего роль ‘базиса, Естественно пытаться вместо «произвольного 
множества» брать «произвольное пространство» какого-либо класса. 
Не совсем ясно, однако, какой именно класс пространств следует для 
этого выбрать. 

Упомянутая выше теорема Понтрягина подсказывает, как правдопо- 
добную гипотезу, соответствие: 

множество вполне регулярное пространство. 
В самом деле, так как полная регулярность есть «наследслвенное» свой- 
ство пространств (*), то, в силу. теоремы Понтрягина, всякое подпро- 
странство топологической группы вполне регулярно. Таким образом, 
требование полной регулярности оказывается необходимым, и естественно 
попытаться обойтись без дальнейших ограничений. 

4. Далее нам предстоит найти подходящий аналог понятия «поро- 
ждающее множество». Но это уже легче, так как это понятие может 
быть определено следующим образом. 

Пусть Х — подмножество группы С. Мы говорим, что Х поро- 
ждает С, если не существует собственной подгруппы группы С, 
содержащей Х. 

Аналогичное определение формулируем так: 

Определение 1. Пусть Х есть подмножество топологической 
группы С. Х топологически порождает С; если в С не существует 
собственной замкнутой подгруппы, содержащей Х. 

Заметим, ‘что подмножество Х топологической группы С топологи- 
чески порождает С тогда и только тогда, когда Х порождает всюду 
плотную подгруппу С. Это прямо следует из того факта, что замыкание 
подгруппы группы С само является подгруппой этой группы. 

5. Наиболее важным орудием теории дискретных групп; заданных 
соотношениями, является понятие свободной группы. Оно может быть 
определено следующим образом: 

Пусть группа Ё порождена множеством Х. Мы скажем, что Ё есть 
свободная группа со свободным базисом Х, если всякое 
соотношение 


шт 

И == (Е) (х.ЕХ, в), (1) 

$=1 
удовлетворяющееся в Ё, тривиально; т. е. если левая часть его может 
быть приведена к 1 (Р) последовательными сокращениями пар вида 2“х “. 
Здесь 1 (Ё) обозначает единицу группы РЁ. 

Для всякого множества Х существует свободная группа РЁ со свобод- 
ным базисом Х (5). Эта группа определяется единственным образом с точно- 
стью до изоморфизмов, переводящих элементы множества Х самих в себя. 

Для наших целей понятие свободной группы должно быть опреде- 
лено по-другому. Именно, легко доказать следующее предложение. 
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Пусть группа Ё порождена множеством Х. Тогда для того, чтобы 
Е была свободной группой со свободным базисом Х, необходимо и 
достаточно следующее условие: каково бы ни было отображение © мно- 
жества Х в произвольную группу С, существует гомоморфизм Ф грулпы 
Е в С такой, что для любого элемента х из Х 
1 = Фх. (2) 
В самом деле, пусть Р — свободная группа со свободным базисом Х, 
ф— отображение Х в некоторую группу С. Всякий элемент ЕЁ может 
быть представлен в виде 


И 2’, (3) 


где т: ЕХ, ==+1 (=1,2,..., т). Для з существует много таких 
представлений, во, так как ГР свободная группа, от одного такого пред- 
ставления к другому можно перейти последовательными сокращениями 


и вставками пар 4°2° (хЕХ, == + 1). Поэтому произведение 
‚т 


Пе“ 

$=1 
не завиеит от выбора представления 2 в виде (3) и тем самым опре- 
деляется по 5 однозначно. Полагая 


т 
А П (92), 
= 
получим искомый гомоморфизм Р. 

С другой стороны, пусть группа Ё порождена множеством Х и 
удовлетворяет нашему условию. Обозначим через Р, свободную группу 
со свободным базисом Х. 

Тождественное отображение множества Х на самого себя можно рас- 
сматривать как отображение Х в Р.. В силу нашего условия суще- 
ствует гомоморфизм Ф группы Р в РЁ, такой, что для всякого ХЕХ 

Фит: (4) 

Если теперь мы имеем в Ё некоторое соотношение вида (1), то 
в силу (4) оно имеет место ив Р., ибо Ф есть гомоморфизм. Так как 
Г. — свободная группа со свободным базисом Х, то (1) тривиально. 
Следовательно, Ё — свободная группа со свободным базисом Х 

6. Мы видим, что основная теорема существования теории свободных 
групп может быть формулирована следующим образом: 

Если Х — произвольное множество, то существует группа Ё, обла- 
дающая свойствами: 

1°Х есть подмножество Й; 

2°Х порождает Ё; 

3° каково бы ни было отображение ф множества Х в какую угодно 
группу С, существует гомоморфизм Ф группы ЁР в С, для которого 
справедливо (2) при всяком ХЕХ. 

Всякому понятию, входящему в это предложение; мы можем найти 
аналог в теории топологических групп. Соответствие 

мно жество вполне регулярное пространство, 
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предложенное в разделе 3, подсказывает дальнейшее соответствие 
отображение непрерывноё отображение. 

Аналоги других теоретикс-групповых понятий, входящих в теорему 
существования, уже указаны в разделах 3 и 4. 

Таким путем мы приходим к аналогу теоремы существования: 

ТЕОРЕМА 1. Если Х — вполне регулярное пространство, то суще-. 
ствует топологическая группа Е со следующими свойствами: 

Е,. Х есть подпространство Е; 

Е,. Х топологически порождает Е; 

Е.. каково бы ни было непрерывное отображение ф пространства Х 
в произвольную топологическую группу С, существует непрерывный гомо- 
морфизм Ф группы Е в С, для которога (2) справедливо в любой точке т 

из Х. 

Для теоремы единственности в теории свободных групи (см. раздел 5} 
также существует аналог, именно 

ТЕОРЕМА 2. Если Х — вполне регулярное пространствоз то топо- 
логическая группа со свойствами Е,,Е,,Е., единственна с точностью до 
топологических изоморфизмов, переводящих все точки Х: в самих себя. 

Доказательство этих двух теорем и составляет основное содержание 
настоящей статьи. 

7. Главным средетвом доказательства теоремы 1 служат понятия 
«нормы» и «мультинормы», которые вводятся в $$ 1 и 3. Наиболее труд- 
ной частью этой работы является построение некоторых специальных 
«норм» в свободных группах ($ 2), используемых в $ 4 для доказатель- 
ства теоремы 1. В $ 4 мы доказываем также теорему 2 и тем самым 
оправдываем следующее 

Определение 2. Единственную топологическую группу со свой- 
ствами К,, Е; Е, мы называем свободной топологической группой. про- 

странства Х. 

Далее доказывается 

ТЕОРЕМА 3. Всякое вполне регулярное пространство образует, сво 
бодный басис (в олгебраическом смысле) своей свободной топологической 

группы. 

В $5 мы даем решение проблемы нормальности. Для этого служит 


ТЕОРЕМА 4. Всякое вполне регулярное пространство замкнуто в 
своей свободной топологической группе. 
$6 содеряит авалог известной теоремы ПусК’а [(°); см. также (°) 
и (°)]. Мы вводим 
Определение 3. Ё есть свободная топологическая группаз если 
существует прастранство такое, что*Ё является его свободной топологи- 
ческой группой. 
Доказывается 
ТЕОРЕМА 5. Всякая топологическая группа топологическа изоморф- 
на топологической фактор-группе нексторой свободной топологической 
группы. 
Теория срободных топологических групп, развитая в $$ 4—6, по- 
. зволяет гостроить теорию топологических групп, заданных системой 
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алгебраических соотношений между точками некоторого вполне регуляр- 
ного пространства. Это делается в $ 7. При этом в общем построении 
топологических групп топологические и алгебраические элементы участ- 
вуют раздельно и независимо: топология прэдотавлена произвольным 
вполне рогулярным пространством, алгебра — произвольной системой 
соотношений между точками этого] пространства. 

В.$ 8 мы вводим понятие «свободной абелевой топологической группы» 
пространства. Мы показываем, что эта группа топологически изоморфна 
топологической фактор-группе свободной топологической группы задан- 
ного пространства по ее коммутанту. 

В $9 указываются некоторые нерешенные проблемы, возникающие в 
связи с этой работой. 

В другой статье мы разовьем теорию «свободных линейных тополо- 
гических локально выпуклых пространств», которая будет содержать 
результат, отмеченный в разделе 1 настоящего введения. 

8. Если }— отображение множества А в множество В, а в — отобра- 
жение множества В в множество С, то #} будет обозначать ком пози- 
цию отображений } и в, т. е. отображение № множества Ав С, ` опре- 
деляемое равенством 

п (2) =8((2)) (264). 

Действительные функции будуг рассматриваться как отображения в 
совокупность действительных чисел. 

Символ |1;}1-1, где т — натуральное число, будет обозначать систему 
элементов д: с 1 <{ < т, т.е. отображение совокупности натуральных 
чисел, не превосходящих т, при котором 2’ есть образ числа #. При 
т = 0 этот символ обозначает пустое отображение, т. е. пустое множество. 

Пустое множество будет также обозначаться символом А. Символ {а} 
будет обозначать систему {21-1 © 4, =а; символом {а,6} обозначается 
упорядоченная пара объектов а и ВБ, т. е. система (1; © 
х, =а, <, =, причем а и $ не обязательно различны; символом {а,6, с} 
обозначается система {2:1 с 2, =а, д, =6, я, =с ит. д. 

Формула хЕХ обозначает, что х есть элемент множества Х; формула 
АСВ означает, что А есть подмножество множества В. 

Пересечение и теоретико-множественная сумма множеств А и В будут 
обозначаться соответственно символами А [] Ви А |) В. Самвол А\ В 
будет обозначать разность множеств А и В, т. е, совокупность элемен- 
тов из А, не принадлежащих В. 

Символ 

ПА, 


хЕХ 


обозначает пересечение совокупности множеств А, с ЕХ. Символ 
[6 (Ф,), 
я 


где Ф,, — некоторое условие, наложенное на Ф, обозначает совокупность. 
элементов, удовлетворяющих этому условию. 


Символ (5;). обозначает множество, содоржащз»е элементы т; 


((=1,...,т)и только их; символ (а, 6) — множество (2:11 6 2, =а, 2. =6; 
символ (а) обозначает множество (5;);-1 с я; =а. 
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Символ 1 (С) обозначает единицу группы С. 
Если 21:(1=1,..., т) — элементы группы С, то символом 


т 
Пе 
#=1 


обозначается произведение этих элементов в С, определяемое индуктивно 
посредстзом равенств 


И = (П г) т, (т>0). 


Индекс С часто будет опускаться. 
Если объекты 1; — действительные числа, то символ 


т 
х= 
=! 


имеет свое обычное значение при т > 0 и означает 0 при т =0. 

Символ АВ, где А и В— подмножества какой-либо группы С, будет 
обозначать произведение этих множеств в С, т. е. совокупность 
произведений ху, где хЕА, уЕВ; символ А” будет обозначать АА; сим- 
вол А! будет обозначать множество, обратное множеству Ав С, 
т. е. множество обратных элементов 2\, где ЕЛ. Вместо А(а) в (а) А 
мы пишем соответственно Аа и 4А. 

Если Н — замкнутый нормальный делитель топологической группы С, 
то С/Н обозначает топологическую фактор-группу группы С по Н. 


$ 1. Нормы 


1. Определение 4. Пусть С — некоторая группа, № — действи- 
тельная функция в С. Мы говорим, что № есть норма в С, если 
выполняются следующие условия: 

№. № (1(С)) =0; 

Х.. №(2у) < М --М№(9) @Еб, уЕС). 

2. ЛЕММА 1. Если №М-— норма в группе С, то 

№ (2) >0 (ЕС). (5) 

Действительно, полагая в №, у=х, получим 

№ (1(С)) < 2М (*), 
что в соединении с М, дает (5). 
ЛЕММА 2. Если М№М— норма в группе С, то 
М (2)=М№(7') (ЕС). (6) 
Действительно, полагая в №, х=1 (С), получим 
№(у) < №1 (6)-+М(. 
Подставляя здесь х вместо у, получим. согласно М,, 
д ЕЯ (7) 
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С другой стороны, подстановка 2! вместо х дает 
№ (2) < М(х') 
откуда, сопоставляя с (7), получим (6). 
ЛЕММА 3. Если М№М— норма в группе С, то 


М№ (7у) < Мх-- Му (%ЕС, УЕС). 


Это свойство следует непосредственно из леммы 2 и М.. 
ЛЕММА 4. Если № — норма в группе С, то 
Уз — № <М (2*у) (ЕС, УЕС). (8) 


В самом деле, у = 1(2'7), х=у(х "у) *, откуда, в силу леммы 3 и М,, 


Му < № -+М (519), 
№ < Му-+М (29), 
что и дает (8). 
3. ЛЕММА 5. Произведение нормы в группе С на действительное 
неотрицательное число есть норма в С. 


ЛЕММА 6. Сумма двух норм в группе есть норма в той же группе. 
Эти факты следуют непосредственно из определения 4. 


4. Следующая лемма дает метод построения норм, который будет 
использован в дальнейшем. 


ЛЕММА 7. Если } — произвольная ограниченная действительная функ- 
ция в группе С, то функция №, определяемая равенством 
Л =зир |! (у2)— И! (ФС), (9} 
ЕС 
есть норма в С. 


Доказательство. Функция М удовлетворяет условию М№,, так 
как у1(С)=у. Эта функция удовлетворяет также условию №, так как 


а [(9)] 
ор (ету) = Р-Н 
а 
<зир|/ — / (14) + зар (22) — | = 
ес АЗе 
= Му-- №х. [(9)] 
5. ЛЕММА 8. Пусть Ф — гомоморфизм группы С в группу Н. Если 
Р— норма в Н, то РФ есть норма в С. 
Доказательство. Так как Ф есть гомоморфизм С в В, то 
Ф1(С)=1(Н), откуда РФ1(С)=Р1(Н). Так как Р—норма в Н, 
РА(Н)=0, откуда РФ1(С)=0, т. е. для РФ выполняется условие М,. 


Пусть х и у— произвольные элементы С. Так как Ф есть гомоморфизм 
СвН, 


Ф (ху *) = (Фл) (Фу)", 
откуда 


РФ(ху*)=Р ((Фзт) (Фу). 
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Далее, так как Р есть норма в Н, 


Р((Фл) (Фу) *) < РФх-- РФу. 
Значит, 


РФ (ту") < РФх-- Ру, 


что и представляет собою условие М, для РФ. 

ЛЕММА 9. Пусть Ф — гомоморфизм группы С на группу Н*. Если 
Р есть такая действительная функция в Н, что РФ есть норма в С, 
то Р есть норма в Н. 

Доказательство. Р1(Н)=РФ1 (С), потому что Ф есть гомомор- 
физм С в Н. Так как РФ норма в С, то РФ1(С)=0, откуда РА(Н)=0, 
что дает условие №, для Р. 


Пусть & и { — произвольные элементы Н. Так как Ф есть гомомор- 

физм С на Н, существуют такие элементы х и у группы С, что 

4 -= 3. (10) 

Имеем 
Р(гг) =Р((Фз) (Фи) = РФ(2у*). 

Так как РФ есть норма в С, 


РФ (ту *) < РФ РФу = Ра -| Ри. 


Следовательно, Р (21) < Рё Рь т. е. для Р выполняется условие М,. 
Определение 5. Пусть } и 8&— две действительные функции в 
одном и том же множестве Х. Мы говорим, что & мажорирует }, если 
< 8х для всех элементов х множества Х. 
ЛЕММА 10. Пусть Ф— гомоморфизм группы С на группу Н. Если 
М№ есть норма в С, то функция Р, заданная в Н равенством 


Рз= ми № (3Е6Н), (14) 
хЕФ-12 


есть норма в Н такая, что № мажорирует РФ. 

Доказательство. Заметим сначала, что правая часть равен- 
ства (11) имеет смысл, каков бы ни был элемент 2 из Н. В самом деле, так 
как Ф есть отображение С на Н, множество Ф”"2 не пусто ни при 
каком 2.. 

Так как 1 (С) ЕФ*1(Н), то, на основании (14), 

Р1(Н)= ии М№<М1(б). (12) 
аеФ-и(Н) 
Отсюда, в силу условия № для №, РА(Н) < 0. С другой стороны, 
согласно лемме 4, Мх>0 (хЕС), откуда, в силу (12), РА(Н) > 0. 
Следовательно, Р4(Н)=0, т. е. Р удовлетворяет условию №.. 

Пусть 2 и {— какие-нибудь два элемента из Н, а х и у— произволь- 
мые элементы С, удовлетворяющие условиям (10). Так как Ф есть гомо- 
морфизм, Ф (ху *) =2#7*, откуда, согласно (11), 

Р (=) =  шЁ М№<М(2у°). 


иЕФ-Кя ЕТ) 


* Мы говорим, что } есть отображение множества ХвУ, если /Х СУ, —на У, 
если. ]Х =У. 
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Условие М, для М дает 
Р (= *) < № +Му, 
где хи у— любые элементы С, удовлетворяющие (10). Отсюда 
Р (= ')< п! №- шЕЁ Му 
хЕФ-12 УЕФ-1! 
и, в силу (11), 
Р (21 *) < Рё РЕ, 


что и дает условие №, для Р. 
Итак, Р есть норма в Н. Для всякого элемента х из С имеем, со- 
гласно (11), 
| Рфх= пи Му< М, 


уЕФ-1Фх 
т. е. М мажорирует РФ. 
6. Каков бы ни был элемент а группы С, отображение А, этой 
группы на самое себя, определенное равенством 


Ах=а ‘ха (%ЕС), 
есть автоморфизм группы С. Применением леммы 8 получается 


ЛЕММА 1“. Если № — норма в С и аЕС, то МА, есть также 
норма в С. 

7. В определении 4 слово «группа» может означать как дискретную, 
так и топологическую группу. Норма в топологической группе может 
быть непрерывной или нет. Сейчас мы дадим полезный для дальнейшего 
критерий непрерывности нормы в топологической группе. 

ЛЕММА 12. Норма № в топологической группе С непрерывна тогда 
и только тогда, когда выполнено следующее условие: каково бы ни было 
положительное число =, в С существует такая окрестность И едини- 
цы 1(С), что для всякой точки х окрестности И 


МЕ а. (13) 


Доказательство. — 1°. Необходимость условия. Если норма № 
непрерывна, то, в частности, она непрерывна в точке 41 (С), т. 6. для 
всякого положительного числа = найдется в С такая окрестность 0 
точки 1(С), что 

М — №1 (С)! < = (14) 
во всякой точке х из 0. (13) вытекает из (14) в силу М,. 

2. Достаточность условия. Предположим, что № удовлетворяет 
формулированному выше условию. Пусть =— произвольная точка С, 
= — положительное число. Согласно предположению, существует такая 
окрестность О точки 1(С), что в каждой ее точке х выполняется (43). 
Множество &0 представляет собой некоторую окрестность точки 5. Рас- 
смотрим произвольную точку у из этого множества. Так как и 20), то 
3 ‘уЕП, следовательно, М (571) <з. Отсюда, согласно лемме 4; 


№; — М№Му < =. (15) 
Это неравенство выполняется, коль скоро уЕ20. Таким образом, каково 


бы ни было => 0, существует такая окрестность точки 5, что для вся- 
‚ КОЙ точки у этой окрестности имеет место неравенство (45). Другами 
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словами, функция / непрерывна в точке 2. Так как последняя 
была выбрана произвольно, М есть пепрерывная функция в С. 

Имея в виду условие М,, мы можем перефразировать лемму 12, ска- 
зав, что норма в топологической группе непрерывна тогда и только 
тогда, когда она непрерывна в единице этой группы. 

Интересным следствием леммы 12 является 


ЛЕММА 13. Если Р— непрерывная норма в топологической группе 
С, то всякая норма в С, мажорируемая нормой Р, также непрерывна. 
Действительно, всякая норма, которую мажорирует Р, удовлетво- 


ряет критерию непрерывности, данному в лемме 12, если этому крите- 
‚ рию удовлетворяет норма Р. 


$ 2. Поетроение норм в свободных группах 


1. Определение 6. Пусть ХЫ— произвольное множество. Будем 
называть словом в Х любую систему {{1т,;, =;}} 1, где т — целое неотри- 
цательное число, 2; Е Х и «= 1 (&=1,...,т). 

Совокупность слов в Х обозначим Ёх. Множество Ёх содержит 
в качестве своего элемента, в частности, пустое множество, которое 
иначе будет называться пустым словом. 

Определение 7. Число т мы будем называть длиной слова 
(2, ел. 

Длину слова % условимся обозначать символом 1%. 

Очевидно, 1 А=0. Длина всякого другого слова есть натуральное 
число. Слово в Х длины 1 имеет вид {{х, <}}, где тЕХ, е= +1. 

Определение 8. Пусть и={{2ь =} ЕЁ *, 5 = {рта ЕЕ. 


+ 


Систему {{2к, бк}}к-л, где 


{2 бк} -| {2р, ех} при 1<А<т 
\2к»› {Ук тк т} при +1 <Ё<т-+п 


будем называть произведением слово ий на слово о, 

Произведение слова в Х на слово в Х есть слово в Х. Произведение 
и на о условимся обозначать символом иоф. 

Очевидно, что 


Ио А=Аой=и (иЕГ).. (16) 


Умножение слов ассоциативно, благодаря чему можно писать без 
скобок такие выражения, как Иофоф. 
Определение 9. Пусть и = {{5;, =} ЕЁ. Будем называть систему 
(хто, — ета а обращением слова и. 
Обращение слова в Х есть слово в Х. Обращение и будем обозна- 
чать символом и”. 
Имеем 
Е, (17) 
{{2,=}}”={{2, —в}} (2ЕХ, = 1), (18) 


* Здесь и в дальнейшем мы опускаем индекс Х при Г. 
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{{2, =}, {9, 1} =, 255 {2, — (тЕХ, УЕХ, ==-1, = 1), (19) 
(исо)”=0 ош” (ЕЁ, %ЕЁ.. (20) 


2. Начиная отсюда и до конца этого параграфа ] будет означать 
действительную функцию в множестве Х. Эта функция может быть 
совершенно произвольной, но будет считаться фиксированной. Будут 
вводиться другие функции, определяемые через }. Их обозначения будут 
иметь индекс }. 

ЛЕММА 14. Существует единственная действительная функция у, 


в множестве И удовлетворяющая следующим условиям: 
Ра УЛ == 


Р,. уу (и о ({2, в} 5) < (и. 5) +1/2| (ЕЁ, ЕЁ, 26Х, == 1); 


Ру. уг (ие {{2, =], (У, — в} о 5) <, (шо о) + | 8—1 (ШЕГ, 5ЕГ, 
ТЕХ, УЕХ, «= 1); 
Р.. каково бы ни было непустое слово %’ в Х, существуют и’, с’, 


7’ ’ 


д’, =’ такие, что 
= о {ув} 90°; (21) 
у’ = У, (Ио о’) {| ' |, (22) 
или существуют и’, с’, %', Ч’, е’ такие, что 
Я’ ==1' о {{5', ='}, {у', — =} о’, (23) 
эр’ у (и о Р-Н — 1 |. (24) 


Доказательство. Будем определять функцию у, индуктивно. 
Значение у, при = определим равенством Р,. Допустим, что опре- 
делены значения у? при 1% < т, где т — натуральное число. Определим 
значения у при |"=т следующим образом. Пусть %” — слово в Х 
такое, что 1%’ = т. Тогда существует 7% систем {и’, ©’, 2’, е’}, удовле- 
творяющих соотношению (21). Для всякой такой системы 1 (и’оо’) =т-- 1 
и потому определено число у, (и’о о’). Приводим в соответствие каждой 
такой системе число у, (и’ос’) | | х'|. Могут далее существовать системы 
1’ 5’, я’, У’,г’}, удовлетворяющие соотношению (23). Таких систем 
тоже конечное число —не более тр—1. Для каждой такой системы 
определено у, (и’оо’), так как 1(и’о5’) =тр—2. Приводим в соответ- 
ствие каждой такой системе число у, (и’оо’) {| 5’ —}/’|[. Получаем 
непустое конечное множество чисел — совокупность чисел у, (и’ о’) 
+72 | для систем {и’, 0’, 2’, ®’}, удовлетворяющих условию (21), и 
чисел у, (И’оо’) -| | {5’ — /у' | для систем {и’, о’, х’, у’, ®'}, удовлетворяющих 
условию (23). Среди всех этих чисел имеется наименьшее, которое мы 
и принимаем в качестве значения у/%’. 

Построенная так функция у, очевидно, удовлетворяет ус\овиям 
Р,—Р.. Посредством индукции по длине аргумекта легко также 
убедиться в единственности функции, удовлетворяющей этим условиям. 

3. Установим теперь ряд свойств функции у,. 

ЛЕММА 15. 


(2, е}} =1/2]| (ФЕХ, в= +1). (25) 
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Доказательство. ({Л, А, х, &} есть единственная система 
{#’, о’, 1’, ®'}, удовлетворяющая соотношению (21) при #’ = {{х, =}; 
систем же {и’, о’, д’, у’,г'’}, удовлетворяющих соотношению (23), при 
этом %”’ не существует. Поэтому в силу Р, имеем у, {{, =} } =, (Аэ А) 
--|172|, откуда, согласно (16) иР,, следует равенство (25) 

ЛЕММА 16 


ухе), == 9. ЕЖНУЕХ, 81. (26) 


Доказательство. Систем {и’, о’, х’, у’, е’}, удовлетворяющих 
условию (23) при %’={{5, =}, {у, =}}, не существует; существуют только 
две системы {и’, 5’, х’,=’}, удовлетворяющие соотношению (24) при этом 
%’, а именно системы (А, {{у, =}, х,е} и {{{5,е}}, А, у, =}. Согласно 
(16), выражение у, (и’ох’) -- | 12'| принимает для этих систем значения 
У {у =} + | 12| и у,{{х, =}} + |/1у1, которые, согласно лемме 15, равны 
| 7/2|-Е|/у|. Согласно Р., отсюда следует равенство (26). 

ЛЕММА 17. 


(2, =}, {у, —=}} =| 2 — | (ФЕ6Х, УЕХ, е= 1. (27) 


Доказательство. Существуют только две системы {и’, 0’, д’, =’}, 
‘удовлетворяющие соотношению (21) при %’ = {{х, е}, {у, —е}}, а именно, 
{А, у, —=}, х, =} и {{{5,з}}, А, у, —=}. Выражение у, (и’о5’)-{ | [| 
принимает для этих систем значения у, {{у, —=}} {| | иу, {{х, =} } + | /у|, 
которые, согласно лемме 15, равны |] |+ |/у|. 

Существует только одна система {и’, о’, х’, у’, е’}, удовлетворяющая 
соотношению (23) при этом %#’, а именно {Л, А, х, у, =}. Для этой системы 
зи" о о’) — = 8. 

Согласно Р,, отсюда следует, что у’ равно одному из чисел 


Ге - [и и |/12—19|. Соглаено Р,, (46) и Р,, 
ум’ < у, (Аз А) {|2 — |= 18—19. 


Принимая во внимание, что |} — {| < |]2|-- 71|, заключаем отсюда, 
что имеет место равенство (27). 


ЛЕММА 18. 
у; (Кофоф) < у, (ов) {ум (иЕГ, ъЕГ, %ЕГ). (28) 


Доказательство. При %=А неравенство (28) верно в силу Р.. 
Допустим, что оно верно всякий раз, когда 1% < т, где т — натураль- 
ное число, и покажем, что оно верно тогда и при 1%=т. 

Пусть, в самом деле, иЕГ, оЕГ, *'ЕГ и 1%’=т. Согласно Рь 
имеет место один из следующих двух случаев: 


1. Существуют и’, о’, 2', г’, удовлетворяющие условиям (21) и (22). 


2. Существуют и’ 0’, Хх’, У’, е’, удовлетворяющие условиям (23) 
м (24). | 
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Случай 1. Пусть и’, 0’, х’, г’ удовлетворяют условиям (21) и (22). 
В силу (24), 1(и’.ъ’) =1%'—1=т—1 и потому, согласно индуктивному 
предположению, 


У (Шо и’ оо’ о 0) < У, (из 0) НУ, (и’ от’). (29) 
Следовательно, 
У (шовт ев) = (вош о ({', =} ов’) [(94)] 
< Ур (Шо и’ о’ оо) + | #' | [Р,] 
ии) 199) 
уве) ум. [(22)] 


у 


Случай 2. Пусть и’, 0’, х’; у’, =’ удовлетворяют условиям (23} 
и (24). В силу (23) 1(’о5’) =1и'—2=т-—2 и потому, согласно ин- 
дуктивному предположению, имеем неравенство (29). Следовательно, 


у (Шош' о 5) <, (шой о (а, =”), (у, ов’) — КЗ] 
< (шьшьо’ь )+ |— | [Р 
«шо уши [(29) 
у (шо в) зи". [(24) 


Таким образом, в обоих случаях 
У; (пой? оо) У, (Ио) - У’, 


что и требовалось доказать. 


ЛЕММА 19. 

У; (по) Зуж-Нум (иЕГ, %ЕГ). (30) 
В самом деле, при 5=А, (28) переходит в (30). 
ЛЕММА 20. 


У ({{5, в} оо {{у, —=}}) <уи |] — 191 (ЕЁ, 2ЕХ, УЕХ, в= 0) 
Это следует из лемм 17 и 18. 
ЛЕММА 24. 
у — у, ({{2, в} о) <|]2| (ЕР, 2ЕХ, в= 1). (31) 
Доказательство. При %=А неравенство (31) верно в силу Р, 
и леммы 15. Допустим, что оно верно всякий раз, когда 1® < т, где 
т — натуральное число, и докажем, что оно верно тогда и при \®=т. 
В самом деле, пусть ЕД, хЕХ, е=-1 и 1%=т. Положим 


4 — (ео. (32) 
Согласно Р., имеет место один из двух случаев, указанных в доказа- 
тельстве леммы 18. 


Случай 1. Пусть и’, о’, х’,е’ удовлетворяют условиям (24) и (22). 
Рассмотрим порознь следующие два подслучая: 


И =; 
фа ид. 
Подслучай 1,1. Соотношение (24) принимает вид 


в’ == {{5’, =} оо. (33) 
Сравнивая равенства (32) и (33), получаем 
® 0": (34) 


наи 
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Соотношение (22) принимает вид 


у" = У,’ |" |. (35) 
Следовательно, 
У — У" = У;о" — уу [(34)] 
<0 [(35)] 
<=. 


Подслучай 1,2. Принимая во внимание, что и’ Аи сравнивая 
равенства (21) и (32), заключаем, что существует слово & такое, что 
Ш = {7х То (36) 
о {8 об. (37) 
В силу (37) 1(°5'’)=1и—1=тр—1 и потому, согласно индуктивному 
предположению, 
%/ (о 0’) — у; ({{5; ®] } обо 5’) < ||, (38) 
еткуда по (36) | 
(Е 5’) — 1 (и о 5’) < 11|. (35) 
На основании (37) иР, 
у <, (Е° 5’) + |1, 
откуда, согласно (22), 
У — У" < У, (о 0’) — у; (и’ со’). (40) 
Неравенства (40) и (39) дают ум — у’ < |1 |. 
Случай 2. Пусть и’, 0’, д’, У’, е’ удовлетворяют условиям (23) 
и (24). Рассмотрим два подслучая: 
о ИВ 
2 ЕД. 
Подслучай 2,1. Соотношение (23) принимает вид 
я’ =’, ит {у', а” }о в” (41) 


Сравнивая равенства (32) и (41), получаем 


х=т’, (42) 
= Пу ве Нов. (43) 
Соотношение (24) принимает вид 
уд" = ууь" + |1” — ДУ" |- (44) 
Согласно (43) и Р,, 
ут < ую’ Н/У |. (45) 
Следовательно, 
уе И РЕ (44) и (45) 
< | 
=! 12 |. [(42)] 


Подслучай 2,2. Принимая во внимание, что и’ -Е А и сравнивая 
равенства (23) и (32), заключаем, что существует слово { такое, что 
имеют место равенства (36) и ‹ 

Ио {{5°, ='}, {у, —='}} от". (46) 
э 
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В силу (46) 1(1°5’) =1и—2=т—2 и потому, согласно индуктивному 
предположению, имеем неравенство (38), из которого, согласно (36), 
следует неравенство (39). Соглаено (46) и Р., 


УИ У: (во в’) 5 | — 1 |, 


откуда, согласно (24), получается неравенство (40). Неравенства (40) 
и (39) дают неравенство у; — уу’ < | {5 |. 

Таким образом, во всех случаях ум — у’ < |] |. что в силу (52) 
совпадает с доказываемым неравенством. 

ЛЕММА 22. 


У — у; (о {{2, =} }) <!]2]| (ЕЁ, 3ЕХ, з=- 1. 


Доказывается аналогично лемме 21. 
ЛЕММА 23. 
уу (Фо ({У, =} }) — У (({2, =} ° %) < у — | 
(\ЕГ, ХЕХ, Ех. == 1). (47) 


Доказательство. При %“=А неравенство (47) верно в силу 
леммы 15. Допустим, что оно верно всякий таз, когда 1# < т, где т — 
натуральное число, и докажем. что оно верно тогда и при 1% = т. 

В самом деле, пусть %ЕД, ХЕХ, УЕХ, з=- Ти 1%=т. Опреде- 
лим %’ равенством (32). Могут быть два случая [лемма 18]. 

Случай 1. Пусть и’, 0’, 4’, =’ удовлетворяют соотномениям (21) 
и (22). Рассмотрим два подслучая [лемма 21]. 

Подслучай 41,1. Как в аналогичном подслучае доказательства 
леммы 24, имеем равенства (33) и (35). Сравнивая равенства (32) и (35). 
получаем равенства (34) и (42). Согласно Р, и (16), 


Ур (То {У =}}) ум -' {4 1. т (18 
Следовательно, 
У (Фо ЦУ, =} }) — у” < у’ — ум’! у [ 
= 11—17 (3; 
< — 1. 

Подслучай 1,2. Как в аналогичном подслучае доказательства 
леммы 21, убеждаемся в существовании слова &, удовлетворяющего 
условиям (36) и (37). В силу (37), 115’) =т-—1 и потому, согласно 
индуктивному предположению, 

У (во б’ о {{9, =} }) — У; ({{5, =} о 105’) <] м9) 
откуда, в силу (36), 
и(вок” о {у, =} уров’) и |, (50) 
Далее, получаем 
(о [у =) (о 4 о Ци) | 
< у (фо 0’ о (1, =} |1" |, [Р, 
| 
[ 


ГГ 
м 
эн ев” Ци =) ми с 5) 
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Случай 2. Пусть и’, ©’, д’, у’, ®', удовлетворяют условиям (23) 

(24). Рассмотрим два подслучая [лемма 24]. 

Поделучай 2,1. Как в. аналогичном подслучае 
леммы 24, получаем равенства (41) и (44). 
и (41), получаем равенства (42), (43) и 


доказательства 
Сравнивая равенства (32) 


Й 


аа (52) 
Имеем 
у (Фо ЦУ, =}}) =; (ЦУ’, — =} о0’° (У, =} } [(43) и (52)] 
< ур’ -Н и — | [лемма 20] (53) 
уг ( о Ц, =} }) — 9’ < и 1-1 Л 163) и (44]] 
<Ну— | 
=|/и— #1. [(42)] 


Поделучай 2,2. Как в аналогичном подслучае доказательства 
леммы 21, убеждаемся в существовании слова 1, удовлетворяющего 
условиям (36) и (46). В силу (46), 1 (ос’) =т—2 и потому, согласно 
индуктивному предположению, имеем неравенство (49), 


из которого, 
согласно (36), следует неравенство (50). Имеем 


уу (#7 > Ц, =) = (о {{”, =} ЧУ’, =" оо’ ® ЦУ, =} }) [(46) | 
Ур (Во о" о {у =} [ — "|, | [Р.| (54) 
Ур (7 ® {{У, =] }) — уд” <, (рог оу; =) — 9, (и о’) [(54) и (24) 
<1—1. [(50) | 


Таким образом, во всех случаях 
` Г = ` ’ - 
(о И, =} 3) — 9" И — 1 


что в силу (32) совпадает с доказываемым неравенством. 


ЛЕММА 24. 


У (2, в} о) 5, (о (4, =}3) << 1у— 18] (ЕТ, ЗЕХУЕХ, == + 1. (55) 
Доказывается аналогично лемме ‘23. 
ЛЕММА 415. 
у; (2, =} о) — У; (о у, =}}) | < 1—4 (ЕБ, ХЕХ, УЕХ, в=- 1). 
Лемма 25 является следствием лемм 23 и 224. 
ЛЕММА 26. 
У; (Фо (2, =}}) = (2, =} о) (ФЕГ, ХЕХ, == 1. 


Лемма 26 вытекает из леммы 25,'как следствие. 
ЛЕММА 27. 


у; (Фот) = У, (но) (иЕД, %ЕГ).. (56) 


Доказательство. При и=А равенство (56) верно. Допустим, 
что оно верно всякай раз, когда 1и<т, где т— натуральное число, 
и покажем, что оно верно тогда и при 1и=т. 

и* 
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В самом деле, пусть ИЕГ, %ЕГЁ и 1и=т. Тогда существуют такие 


р, {и $, что 


и={{1, е}} об. (57) 
Имеем 10 =1и—1=т—1 и потому, согласно индуктивному предполо- 
жению, 
у (о {2 =} ов) = у (вов о ({1, =}}). (58) 
Следовательно, 
уу (тои) =, (о {{, в} } 2) — [(57)] 
=, (Бове {{2, =}}) [(58)] 
=, ({{2, =}} обо) [лемма 26] 
= (ис и), [(57)] 
что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 28. 
у — У; ({{5, =} оо {{у, —=}}) <|1у— | 
(РЕГ, хЕХ, уЕХ, == 1). (59) 


Доказательство. Согласно Р, и лемме 417, неравенство (59) 
верно при %=А. Допустим, что это неравенство верно всякий раз, 
когда 1 «т, где т — натуральное число, и покажем, что в этом случае 
оно верно и при | #=т. 

В самом деле, пусть ЕЁ, 2ЕХ, УЕХ, == 1 и 1ий=т. Положим 


ие == (вое Цу, — =}. (60) 


Могут быть два случая [лемма 413]. 

Случай 1. Пусть и’, о’, д’ и <’ удовлетворяют условиям (21) 
и (22). Рассмотрим порознь три подслучая: 

141. в’= А; 

1,2. в'’= А; 

ити а 

Подслучай 1,1. Соотношение (24) принимает вид (33). Сравнивая 
равенства (33) и (60), получаем равенства (42) и 


о’ = о {{9; —=}}. (61) 
Соотношение (22) принимает вид (35). Согласно (61) и лемме 22, 
у — ую’ < ||. (62) 
Следовательно, 
у — у’ < | 7у|-— 17| [(62) и (35)] 
<м-—| 


= бу— |. [(42)] 


Подслучай 1,2 трактуется аналогичным образом. Мы и здесь 
получаем 
у < |. (63) 


Подслучай 1,3. Сравнивая равенства (24) и (60) и принимая 
во внимание, что и’ А ио’-Е А, заключаем о существований слов $ 
и $ таких, что 
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и’ = {{5, =}} оз, (64) 
5’ = {{у, —е}}, (65) 
Фо", =} о, (66) 


Согласно (66), 1 (5° 1) =|и—1=т —1 и потому, согласно индуктивному 
предположению, 


У; (5о#) — у, ({{2, =} о5оё. [{у, —з}}) <Пи— 12|, (67) 
откуда, согласно (64) и (65), 
У/ (бой) — у; (и’оъ’) < | {у — |", (68) 
На основании (66) и Р,, 
Следовательно, 
УХ — У’ <, (5 о )—», (и’ о 2’) [(69) я (22)] 
<|/и— 12|. [(68)] 


Случай 2. Пусть и’, 5’, д’, у’, =’ удовлетворяют условиям (23) 
и (24). Рассмотрим порознь три подслучая: 

я 1” = А; 

2.2. 5’= А; 

до, МБА ИА, 

Поделучай 2,4. Соотношение (23) принимает вид (41). Сравнивая 
равенства (41) и (60), получаем равенства (42), (52) и 


о (70) 
Так как ®- А, из равенства (70) следует, что существует такое слово &, 
что 


Ци, — =, (71) 
р’ =фо{{у, —=}}. (72) 
Согласно (52) и лемме 24; отсюда следует неравенство 
удй — о" < |. (73) 
Соотношение (24) принимает вид (44). Следовательно, 
ик у’ «и И -- И — | — [@3) и (44] 
«Ми ре 
= /и— 121: [(42)] 


Подслучай 2,2 трактуется аналогичным образом. Мы и здесь 
получаем неравенство (63). 

Подслучзай 2;3. Принимая во внимание, что и’ А и ГА, 
и сравнивая равенства (23) и (60), заключаем о существовании слов $ и &, 
удовлетворяющих соотношениям (64), (65) и 

55 {{2', г’}, (у, —='}} о 1. (74) 

Согласно (74), 1(5°) =тр—2 и потому, в силу индуктивного предполо- 
жения, имеем неравенство (67), из которого, согласно (64) и (65), сле- 
дует неравенство (68). На основании (74) и Р, 


у <, (5 + |’ — 1 ' |. (75) 
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Следовательно, 
Ур — Ук’ < У, ($9 8) — у, (и’оГ) [(75) и (24) 
<Уи— я. [(68)] 
Таким образом, во всех случаях имеет место неравенство (63), кото- 


рое, в силу (60), совпадает с доказываемым. 
ЛЕММА 29. 


Это следует из лемм 20 и 28. 
ЛЕММА 30. 


У ({{3, =} ос (2, —3}}) =у® (ФЕД, ХЕХ, з= 1%. 


Это следует из леммы 29. 
ЛЕММА 31. 


у (ио{{2, =}, {2, — =} ов) =у (ное), (ШЕЁБ, СЕ, ХЕХ, з= 1). 
Доказательство 
(ис {{т, =], {2, — =} о 5) =у,(({5, —е}} осоцо {{х, =}}) [лемма 27] 
= У, (бои) [лемма 30] 
рву) [лемма 27] 
ЛЕММА 32. 
у” «ум (ЕВ). (76) 


Доказательство. Согласно (47), неравенство (76) верно при 
"= А. Допубтим, что это неравенство верно при 1% < т, где т — на- 
туральное число, и докажем, что оно верно тогда и при 1 =. 

В самом деле, пусть | ®’= т. Рассмотрим ‘два случая [лемма 18]. 

Случай 1. Пусть и’, с’, т’и <’ удовлетворяют соотношениям (21) 
и (22). Согласно (2), 1(и’о 5’) =1%’—1=т—1 и потому, согласно 
индуктивному предположению, 


О (77) 
Следовательно, 
У ву, (о, = Пос’) [(21)] 
=, (5”” о {{5', —=’}} ои’^) [(20) м (18)] 
«у (в’- в) фе" [Р.] 
(шов) у [(20)] | 
< уу’ [(77) и (22) 


Случай 2. Пусть и’, 5’, я’, у’и г’ удовлетворяют условиям (23) 
и (24). В силу (23), 1(и’ов’) =1%и' —2=т—2 и потому, согласно ин- 
дуктивному предположению, имеем неравенство (77). Далее, получаем 
Ури’ = У; (и о {{3', &'}, {у’, — =} о 5’) [(23)] 
= У, (2” ° {{у', ='}, {д', — =} в и’”) [(20) и (19) 


` 
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«У (е’- о и’ уцеруу" ры [р] 
(а 5 в/) ду" — де’ [(20)] 
уу (и’ о в’) + Ду" — д" [(77)] 
= ук’. [(24)| 


’ 


Таким образом, в обоих случаях ум’” Зум’, что и требовалось 
доказать. 

ЛЕММА 33. 

У; (по ”) Зуш-ум  (иЕГ, %ЕГ.). 

Это следует из лемм 19 и 32. 

4. Определение 10. Пусть Ех — свободная группа со свободным 
базисом Х№. Отображение © множества ЁСх на группу Ех, определяемое 
равенством 


т 
т 55 тп 
%{{те, в} =] т: (т > 0, {2 =;} 16 Г), (78) 


будет называться свободным отображением над Х. 
Свободное отображение над Х будет обозначаться символом ах *. 


Очевидно, 
ал =1 (Е), (79) 
а ({ж, =} =2° (ХЕХ, = +1), (80) 
2 (т, =}, (у, 1}} =2*У' (ТЕХ, УЕХ, в= 51, =), (81) 
& (пос) = (ии) (ас) — (виЕГ, ъЕГ), (82) 
ви == (и) “ (ие), (83) 


Известно, что два произведения в РЁ вида (3) равны в РЁ тогда и 
только тогда, когда можно перейти от одного к другому посредством 
последовазельных сокращений и вставок пар множитрлей вида 12° _°, 
где тЕХ. == - 1. 

Принимая во внимание лемМу 31, мы заключаем отсюда, что спра- 
ведлива следующая 

ЛЕММА 34. Если ви = ас, то уш=уус. 

Эта лемма дает возможность «перенести» функцию у; из Св Ё 
с помощью отображения %. Это осуществляется следующим образом. 

Пусть 36 Г. Существует слово и такое, что 

$ =. ^ (84) 


Полагаем № = ум. | 

Это определение законно, так как, согласно лемме 34, число ум не 
зависит от выбора слова и, удовлетворяющего соотношению (84). 

Определение 11. Только что построенная функция М, в ЕЁ назы- 
вается }-нормой. 

Согласно построению, ]-норма характеризуется равенством, 


№ —=уи  (цЕГ.). (85) 


Следующая лемма оправдывает термин «/-норма». 


* В дальнейшем опускаем индекс Х при Ё и +. 
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ЛЕММА 35. ]-норма есть норма в группе РЕ. 
Доказательство. 
МА (В) =М,2А [(79)] 
= У [(85)] 
= ГР] 
Следовательно, функция /, удовлетворяет условию М№,. 


Пусть, далее, 2ЕЁР и 1ЕР. Тогда существуют слова и и о, удовле- 
творяющие соотношениям (84) и 


=. (86) 
Имеем 
< М, (аё") = М, (ви) (ао) ") [(84) и (86)] 
= М, (а (в ® 07) [(83) и (82)] 


уу (шо в-) [(85) 
<ум-Р ую [лемма 33] 
= Ми + Мао [(85)] 

= Ма Ми. [(84) и (86)] 


Следовательно, функция №, удовлетворяет условию №. Таким образом, 
эта функция является нормой в группе Р, что и требовалось доказать. 
5. Мы установим теперь некоторые свойства ]-нормы. 
ЛЕММА 36. 


№, (51) = №, (12)  (26.Е, (ЕР). (87) 


Доказательство. Пусть 26ЕР и 1ЕР. Существуют и и в, удовле- 
творяющие условиям (84) и (86). Имеем 


№, (51) = М, ((2и) (о)) [(84) и (36)] 
= №4 (иоб) [(82)] 
==, (йо) [(85)] 
= У, (рои) [лемма 27] 
—= Ма (2ои) [(85) 
= М, ((во) (и) [(82)] 
= М, (12). [(84) и (86)] 

ЛЕММА 37. 
№, (242) =М№М (36ЕЁР, СЕР). (88) 


В самом деле, равенство (88) получается из равенства (87) при под- 
становке 21 вместо {#. 


ЛЕММА 38. 
№2 =| }5| (ХЕХ). 
Доказательство. Пусть хЕХ. Имеем 
Ме = М {{х, 1}} [(80)] 
= х, 1}} (85) 
=1 721. [пемма 15] 
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ЛЕММА 39. 
М, (вуз) =|#— | (ФЕХ, УЕХ, 26 В). 
Доказательство. Пусть сЕХ. уЕХ, ЕР. Имеем 


| №; (5 *24) *з) = М, (ху ") [лемма 37] 
= М, (< {{2, 1}, {у, —1}}) [(81)] 
=, {{2, 1}, {у, —1}} [(85)] 
=|/и— |. [лемма 17] 
ЛЕММА 40. 


у®>0 (ФЕГ). 
Доказательство. Пусть ЕЁ. Имеем 
\ 


уж = Ма [(85)] 
> 0. [леммы 1 и 35] 


6. Пусть %={{х;, е}};-.— непустое слово в Х. Образуем совокуп- 
ность чисел |]2:| (1=1,..., т) и чисел |2: —]т;|, соответствующих 
парам {1,7} таким, что 2;  2,. Наименьшее из всех этих чисел усло- 
вимся обозначать символом (ши. Этим мы определяем некоторую функ- 
цию в, в множестве [^\(л). 

ЛЕММА 44. Если и Г, ъЕГ, %ЕГ, и иоу-А, то 


№; (обо) «в, (Ио). 


Это непосредственно следует из определения функции р. 
ЛЕММА 42. Если ТЕГ и в® = 1(ЁЕ), то 


у > ре. (89) 


Доказательство. Из условия оу == 1(ЁР) следует, согласно (79), 
что %-Е А. Таким образом, случай | %=0 отпадает. Если 1®=1, то % 
имеет вид {{57,=}}, где хЕХ, е= +1. В этом случае по определению 
функции в, имеем р; ® =! ]2| и, согласно лемме 15, уж = | М. Следова- 
тельно, неравенство (89) имеет место в этом случае. Допустим теперь, 
что это неравенство соблюдается всякий раз, когда и Е 1(ЁР) и\#й <т, 
где т— целое число, большее единицы, и докажем, что оно соблюдается 
тогда и при о = 1(Р) и 1% =т. 

В самом деле, пусть а’ = 1(Р) и 1%’ =т. Положим 

9’ = {ть ее} а. (90) 
Возможны два случая [лемма 18]. 

Случай 1. Пусть и’, о’, 1’, е’ удовлетворяют условиям (24) и (22). 
В силу (24) и (90), х равно одному из х; и потому, согласно (22) и 
лемме 40, ум’ > | д:| для одного из #. По определению функции р, 
|112: | > в’. Следовательно, у,’ > ву’. 

Случай 2. Пусть и’, о’, х’, У’и =’ удовлетворяют условиям (23) 
и (24). Возможны два подслучая: 

2,1. х’=У’ 

2,2. х’- У. 
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и Подслучай 2,1. Так как 5’ = У’, 
аа" = (аш”) ({(2”, г/}, {2', —в/}}) (вг') — [(23) и (82)] 
= (хи’) (ао’) | [(81)] 
И. [(82)] 


Следовательно, & (и’›о’) = 1(ЁЕ). Кроме того, согласно (23), 1(и’о5’) = 
=1я’—2=т—2. Поэтому на основании индуктивного предположения 


У; (И’ об’) > (и от’). (91} 
Согласно лемме 441 и равенству (23), 
що’) =”. (92) 
Согласво (24), 
ую" > зщ’). (93) 


Неравенства (91) — (93) дают у’ >в’. 
Подслучай 2,2. В силу (23) и (90) существует 7 такое, что 
тя’, =’. Согласно лемме 40 и равенству (24), 


у’ > [| =, — Иа. 


Здесь 2; = х;., так как, по предположению, 5” -Е у’. По определению функ- 
`ции в, отсюда следует, что |; — [2;„:| > вит’. Следовательно, у’ > в”. 
Таким образом, во всех случаях уд’’> и’, что и требовалось 
доказать. 
`ЛЕММА 43. Если ФЕГ, эт=1(Ё) и омЕР\Х, то при всяком 
тЕХ 
У (а, — 1} о) >в. (94) 


Доказательство. Случай, когда 1%=0, попрежнему отпадает. 
Допустим, что 1#=1. Тогда имеет вид {{у,=}}, где УЕХ, е= +1. 
Согласно (80), хт= у и, так как по предположению атЕЁР\Х, то 
= +1. Следовательно, = = —1. Таким образом, %={{у, —1}} и при 
всяком ХЕХ 


99 (({2, фр) = Ца, — 1}, (4, — 0} 
+ [лемма 16] 


‘тогда как, по определению функции р, в =|/у|. Следовательно, не- 
равенство (94) соблюдается в этом случае при всяком хЕХ. Допустим 
теперь, что это неравенство верно всякий раз, когда а = 1 (Р), 
аТЕР`\Х, ХЕХ и|1%< т, где т— целое число, большее единицы, и 
докажем, что тогда оно верно и при условиях а =Е 1(ЁР), «тЕЁЕР\УХ, 

хЕХ, 1и=т. | 
Пусть в самом деле % и х удовлетворяют этим условиям. Положим 
Це Пе (95) 

Г т. 

# = Цть в}. (96) 


Возможны два случая [лемма 18]. 
Случай 1. Пусть и’, ©’, х’, ’ удовлетворяют условиям (21) и (22): 
Возможны два подслучая, указанные в доказательстве леммы 24. 
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Подслучай 1,1. Как в соответствующем подслучае доказательства 
леммы 21, получаем равенства (34) и (35). Следовательно, 


У’ > У’ [(35)] 
ул [(34 
>И. [лемма 42] 


Подслучай 1, 2. Сравнивая равенства (24) и (95), заключаем, что 
существует слово &, удовлетворяющее условию (37). Из равенств (37) и 
(96) следует, что х’ равно одному из х;. Рассуждая далее, как в дока- 
зательстве леммы 42, ваключаем, что о; ’> в; 9. 


Случай 2. Пусть и’, 0’, 2’, у’, =’ удовлетворяют условиям (23) 
и (24). Возможны два подслучая [лемма 11]. 

Поделучай 2,1. Соотношение (23) принимает вид (41). Сравнивая 
равенства (41) и (95), получаем равекства (43) и 


в’ = 1 (97) 
Следовательно, | 
эцу == (х {{у’,—е'}}) (а®’) [(43) и (82)] 
=’: [(80) и (97)] 


Принимая во внимание, что у’ЕХ, тогда как яж ЕЕ`\Х, заключаем, что 
ао’ + 1 (Е). Согласно лемме 42, отсюда следует, что 


ую’ >’. (98) 
В силу леммы 41, из равенства (43) вытекает, что 
р’ > ру. (99) 
Соотношение (24) принимает вид (44), откуда 
ум’ > у’. (100) 
Из неравенств (98) — (100) следует, что уу’ > ву. 
Подслучай 2,2. Сравнивая равенства (23) и (95), заключаем о суще- 
ствовании слова #{, удовлетворяющего условиям (46) и 
ие, ое. (101) 


Теперь мы в свою очередь будем разлизать два цкодслучая, а именно: 
2.21. =’; 


Пе. 
Подслучай 2,21. Имеем 
т = (аё) (х{{х’, ='}. (1’,—е’}}) (в5') |(46) и (82)] 
= (0) (25/) [81 
ах). [(82) 


Следовательно, @ (1°2’) Е 1(Р) и 9(1° г’) Е Ё`\Х. Кроме того, согласно 
(46), 1 (6о5’) =1#"—2=т—2. На основании индуктивного предположе- 
ния отсюда следует, что 


зе фейс) > (55). (102 
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Согласно лемме 41, из равенства (46) находим 


— (1 о о’) > в. (103) 
Далее, 
уму" > уу (ор) [(24 
=, (({2, — 1} ово’). = [(404)] (104) 


Из неравенств (102) — (104) вытекает, что у’ > вит. 

Подолучай 2,22. Из равенств (46) и (96) следует, что существует 
такое ], что х;=1’, д.4. =У.. Рассуждая далее, как в конце доказатель- 
ства леммы 42, получаем неравенство ум’ > в. 

Таким образом, во всех случаях у’> в’, что и требовалось дока- 
зать. 

7. Перейдем теперь к рассмотрению того случая, когда Х есть про- 
странство. В этом случае мы определим некоторое свойство непрерыв- 
ности норм в Ёх. 

Определение 12. Пусть Х — топологическое пространство, М — 
норма в свободной группе Ёх. Условимся говорить, что М согласована 
с Х, если выполнено следующее условие: 

С. Каков бы ни был элемент а6ЁР;, М№(а‘ту‘а) есть непрерывная 
функция пары {х, у} точек х и у пространства Х. | 

Непосредственно из леммы 39 вытекает 

ЛЕММА 44. Если }— непрерывная действительная функция в тополо- 
гическом пространстве Х; то норма М, согласована с Х. 


$ 3. Мультинормы 


1. Определение . 13. Пусть \ — некоторое множество норм в груп- 
пе С. Мы говорим, что $ — мультинорма в С, если выполнены следующие 
условия: 

М,. Сумма любых двух норм из 5% принадлежит %. 

М,. МА. ЕЖ, каковы бы ни были норма М, принадлежащая %, и эле- 
мент аЕС (определение символа А, дано в $ 1). 

М,. Каков бы ни был элемент х из С`\\(1(С)), % содержит такую 
норму М, что №Мх + 0. 

2. ЛЕММА 45. Если % — мультинорма в группе С и МЕХ, то пМ№= З, 
каково бы ни было целое положительное п. 

Эта лемма следует из М,. 

3. ЛЕММА 46. Если %-- мультинорма в группе С, то совокупность 
1 (%) множеств 

Ох = 6 (== 1), (105) 
где № пробегает %, удовлетворяет пяти условиям Понтрягина (*): 


@) „0, 0=( 


(5) пересечение любых двух множеств из Ц (») содержит некоторое 
множество из Ц (3); 
(с) для всякого И из (ХФ) существует такое УЕИ (%); что УТС И; 
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(4) каковы бы ни были (ЕЦ (%) и элемент а из И, существует 
УЕЦ (3%), для которого Уас-0; 
(е) если (ЕЦ (%) и-аЕС, то существует такое множество УЕ 1 (Л). 
что а `УТаси. 
Доказательство. Так как % есть множество норм в С, то, в силу 
условия №, и (105), 
1(С)ЕИм (МЕЦ (%)), 


откуда 


пси (106} 
) 99) 


Если, с другой стороны, ЕС `\\ (1(С)), то, согдасно М,, существуе 
элемент МУ из Ц (3) такой, что №х +0. По лемме 1^М№х > 0. Пусть п 
такое положительное целое число, что 


1 
п > — 


ут 


(107) 


Согласно лемме 45, пУЕ»№. Так как № > 0, то из (107) следует, 
что пт > 1, откуда, в силу (105), хЕС`\\ Олм и, следовательно, 


ЕС» Е.В. 
0Ей ($) 


Отсюда 


с ое О. (108) 
0Ей($) 


Включения (106) и (108) вместе эквивалентны условию (а). 

Согласно (105), (рС-Их для любых двух элементов Ри М из % 
таких, что Р мажорирует М; а по лемме 1 любые две нормы в С мажо- 
рируемы их суммой. Следовательно, 


Им СО м, ПИм, (М, 6», М, Е), 
что, в силу М,, и доказывает (Ъ). 
Если МЕЖ, то, по лемме 45, 2МЕ%. Если, далее, хЕО2м и УЕИэм, 
то, в силу (105), 2М№Мх < 1, 2Му< 1, №< 4, Му < 5, 
М,, М№М(ху *) < Ти, в силу (105), ху ' Ох. Отсюда 
ИОН С Им, 


откуда, в виду 


что и доказывает (с). 2 
Пусть теперь МЕХ и аЕОх. В силу (105), № <1. Пусть п— такое 
натуральное число, что 


1 


На основании леммы 45, иИМЕЖ. Если, далее, хЕИлх, то, в силу (105), 
пМ№ < 1, откуда, согласно (109), 


№1 №. 
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Из леммы 3 заключаем, что 


М (21а) < №Мх-- Ма < 1, 


откуда ах. Следовательно, 
Овна с. Ом, 


что и доказывает (4). 

Пусть, наконец, МЕ и 4ЕС. Согласно М,, МА, ЕЖ. Если хЕИхд,, 
то, в силу (105), МАх < 1, т.е. М№(а 15а) <1, откуда а 'хаЕ 0х. Сле- 
довательно, 


4 —* 0 мд.а (= И, 


что и доказывает (е). 

4. Введем теперь понятие «топологии» в дискретной группе посред- 
ством следующего определения: 

Определение 14. Топологическая группа С представляет собой 
топологию в группе Н, если С совпадает с Н, как группа. 

ТЕОРЕМА 6. Если $ — мультинорма в группе С, то существует един- 
ственная тспология в С такая, что совокупность множеств Их (МЕ»), 
определенных равенством (105), образует полную систему окрестностей 
1 (С) в этой топологии. 

Это следует непосредственно из леммы 46 и теоремы 10 Понтря- 
гина (°). 

Теорема 6 показывает, что всякая мультинорма в группе С вводит 
топологию в С, превращая таким образом С в топологическую группу. 
Естественно дать следующее 

Определение 15. Если Х есть мультинорма в группе С, то един- 
ственную топологию в С такую, что совокупность множеств, определен- 
ная в лемме 46, образует полную систему окрестностей 1 (С), мы назы- 
ваем топологической группой, определенной посредством %. 

Результат, содержащийся в теореме 6, можно кратко формулировать 
так: всякая мультинорма в группе С определяет С, как некоторую 
топологическую группу. 

5. ТЕОРЕМА 7. Если С — топологическая группа, определенная муль- 
тинормой Ъ%, то всякая норма, входящая в %, — непрерывна в С. 

Доказательство. Пусть МЕХ и =>>0. Возьмем натуральное 
число. 


">=. (110) 


Согласно лемме 45, иИМЕ%Х. Если ХЕО».м, то, в силу (105), пМх< 1, 
откуда, согласно (110), №5 < =. Так как И„х есть окрестность 1 (С) в С, 
то это и означает, согласно лемме 12, что № непрерывна в С. 

6. В связи с теоремой 6 естественно поставить вопрос, всякая ли. 
топологическая группа может быть определена мультинормой. Положи= 
тельный ответ на этот вопрос дает 
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ТЕОРЕМА 8. Если С — топологическая г руппа, то совокупность норм, 
непрерывных в С, образует мультинорму, определяющую эту топологи- 
ческую группу. 

Этот весьма важный факт будет доказан методом, принадлежащим 
КаКщан1, который доказал существование односторонне инвариантной 
метрики во всякой группе, обладающей счетной полной системой окрест-. 
ностей единицы [(°); см. также (21°) ]. 

Легко видеть, что построение КаКиабап1 может быть плбам$ шлбапа1з 
проведено в любой топологической группе, что приводит прямо к тео- 
реме 8. Для удобства читателя мы изложим подробно это доказательство, 
хотя, строго говоря, мы могли бы его опустить. Сначала дадим лемму, 
в которой содержится самая суть метода. 

ЛЕММА 47. Если П — окрестность единицы в топологической группе 
С, то в С существует непрерывная норма № такая, что ИСО, где 
Им определяется равенством (105). 

Доказательство. Положим 


рабо 


и построим последовательность {0}, окрестностей 1(С) в С следую- 
щим образом: если окрестность И; уже построена, то возьмем такую 
окрестность И; единичного элемента, что Г’, СИ; и полагаем И; +1 = 
=И, ПИ: !. Последовательность {И;}?, обладает свойствами: 


И;=0;', (114) 
Ибис О (142) 
Па (143) 


Обозначим буквой Ш) систему двоичных дробей г таких, что 0 < г<1, 

и построим систему множесгв {0 (г)}‚ср по следующему правилу: поло- 
жим 

И О, (114) 


если уже построены множества 


где и— фиксировано, а т=1, ..., 2", то положим 
=) =0 (115) 
й 8+1 = Ч пёА?, | 
2 И к я ) 
(бы т), (416) 


определяя тем самым множества 


(5 
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для р=1,..., 2+1. Система {0 (г)}„ер обладает следующими свойствами: 
(4) ее; (117) 


й =. -(и(%))’ в=645,..5, (118) 


и у т) ш=ьа.дтеь... 2“). (9) 


Действительно, (147) следует из (113) и (114), (118) из (141), (114) 
и (115), а включение (119) мы сейчас докажем по индукции. 

‚ Включение имеет место для п=1, так как при этом единственным 
возможным значением т является 1 и 


и(5)8(+) О 
со, К112)] 
=0(1). [(114)] 


Допустим, что включение (119). имеет место для п=р, где р— некоторое 
натуральное число, и докажем его для п-=р- 1. Если т — четное число, 
т. е, т=2к, причем 0 < 2 < 2" = 27"*", то 


(#0 (=) = ()бь = 1441) 
=0(5*") — (а1б 
= "="; 


если т — нечетное число, т. е. т=2^--1, причем 0 < 2+ 1< 2* = 
=.2Р"1, ТО 


(=) (м) =И(35т 0 = 145) 
=0(» 0,0». 116) 


(5 бы [(142)] 
=0(»)0 (5 [(145)] 

ее И (*“=“) [предположение] 
В = ") 4 


Определим теперь И(г) для любой двоичной дроби г > 1 равенством 
0 (г) =С. Тогда включение (119) будет тривиальным образом выпол- 
няться для т > 2”. Следовательно, оно будет справедливо для всех 
вод тен 

Так как множества О: суть окрестности 41(С), то, согласно (144) 
и (115), 


1 (СЕЙ (=), (120) 


откуда, в силу (119), 


(с и("") А НИ В 


Отсюда вытекает, что П (г) СП (5) для любой пары {г, $} положитель- 
ных двоичных дробей таких, что г < $. ` : 

Какова бы ни была точка х группы С, существует такая положи- 
тельная двоичная дробь г, что ЕП (г); это имеет место, например, для 
г=2. Пусть ](7) будет нижней гранью совокупности таких двоичных 
дробей. Функция [, заданная таким образом на С, ограничена, и мы 
можем определить действительную функцию М на С посредством равен- 
ства (9). Докажем, что № будет искомой нормой. 

В самом деле, согласно лемме 7, № есть норма в С. 

Если ХЕС\\ 0, то, в силу (117), х6ЕС\\ 0 (1), откуда ЕСМ 0 (г) 


для всех ГЕД. Следовательно, }(5)>1. С другой стороны, согласно 


(120), 7 (1 (С)) =0. Из (9) заключаем, что 
х> 7 (1 (С) 2) —1(1(С))| == (2) 1. ' 


Таким образом, М№:>1, коль ‘скоро ЕС`\\0О. Другими словами, 
СС С\ Оь, где Их определено с помощью (105). Отсюда следует, 
что (Икс: 0, и нём остается установить только непрерывность М. 

Пусть г — произвольное положительное число и п— такое натуральное 


число, что ; : й 


1 
= <, (124) 
а 2— любая точка множества 6 (зн). 
Какова бы ни была точка у группы С, для некоторого целого № 
К—1 К 
и - 7 (< 5: (122) 


причем А положительно, так как /у > 0. 
Так как система множеств ОП (г) — возрастающая и Гу<Ё2а”", то, 
согласно определению числа }у, 


вез). 


"Так как 2Е(х), то, в силу (118), = Е0(з). Следовательно, 


‚ небе) 
те) 


инви(в!), влее(ыи) 


Рут) «АТ, [уз < г. 


3 Известия АН, серия математическая, № 1. 


и, в силу (119), 


откуда. 
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1 
Эти неравенства справедливы для всякого УЕС, коль скоро ЕЙ (=). 
| 2 
Подставив в (124) ух вместо у, получим ' ] (у) —7 (92) < уз, а 0910 


р 


совместно © (123) дает неравенство 1}(у2)— } (у)! 2 г, которое опять- 


| ; 2 


: 1 
таки справедливо при всяком уУЕС, если только 2Е0( =). Отсюда, с0- 


мес. 2 (вет 


м 1 
Так как множество (=) есть окрестность точки 1(С), заключаем, 


гласно (9), 


согласно лемме 12, что норма М непрерывна. 

Доказательство ‚теоремы 8. Пусть УХ — совокупность всех 
непрерывных норм в топологической группе С. Мы докажем, что % есть 
мультинорма, определяющая С. 

В самом деле, сумма двух норм в С, согласно лемме 6, есть норма 
в С; сумма ивух непрерывных функций в С есть непрерывная функция 
в С. Поэтому сумма двух непрерывных норм в С есть непрерывная 

‚ норма в С, т. е. Х удовлетворяет условию М,. 

Если МЕ% и аЕС, то, согласно лемме 11, МА, есть норма в С. 
Эта норма непрерывна, потому что А, — топологическое отображение 
топологической группы С самой на себя. Итак, % удовлетворяет усло- 
вию М,. 

Если ХЕС`\ (1(С)), то С`\ (21) — открытое множество, содержащее 
1 (С), т. е. некоторая окрестность 1 (С). Согласно лемме 47, существует 
непрерывная норма М№в С такая, что Ох СС ` (5). Эта норма принадле- 
жит Ж и ХЕС\\ Ох, откуда № > 1 и, следовательно, № + 0, т. е. 
доказано, что % удовлетворяет условию М... 

Итак, }\ — мультинорма в С, и нам остается только доказать, что 
она определяет С. Это можно сделать следующим образом. 

Множества Их, где МЕЖ, открыты в С, так как всякая норма 
М из ЪХ непрерывна. В силу №, эти множества содержат 1 (С). Следова- 
тельно, всякое Их (МЕЖ) есть окрестность 1(С) в С, а, согласно 
лемме 47, эти окрестность образуют полную систему. 

7. По теореме 8, всякая топологическая группа определяется неко- 
торой мультинормой. Но, вообще говоря, это может быть сделано раз- 
ными способами. Среди мультинорм, определяющих заданную топологи- 
ческую группу, существует, однако, максимальная, которая содержит 
все прочие мультинормы, определяющие эту топологическую группу. 
Этой максимальной мультинормой является совокупность всех непре- 
рывных норм в рассматриваемой топологической группе. 
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Действительно, по теореме. 8, наша топологическая группа опреде- 
ляется этой мультинормой, а последняя, согласно теореме 7, содержит 
все мультинормы, определяющие заданную топологическую группу. 

Итак, мы получили 

Следствие 1. Среди мультанорм, определяющих заданную топо- 
-Чогическую группу С, существует максимальная, в которой содержйтся 
все определяющие мультинормы. Этой максимальной определяющей 
мультинормой является совокупность А норм в С. 

Формулируем теперь 

Определение 16. Максимальную определяющую мультинорму 
топологической группы С будем пазывать абсолютной мультинормой 
этой топологической труппы. 

Абсолютная мультинорма топологической Вл" (х будет обозна- 
чаться символом ащ (С). 

Любое понятие теории топологических групп может быть формули- 
ровано в терминах, определяющих, мультинорм, в частности, абсолютных 
мультинорм. Здесь мы установим условия того, что гомоморфизм яв- 
ляется непрерывным или открытым, в терминах абсолютных мультинорм, 
т. е. в терминах непрерывных норм в рассматриваемых группах. Эти 
условия будут полезны для дальнейшего. 

8. ТЕОРЕМА 9. Пусть Ф— гомоморфизм топологической группы С 
в топологическую группу’ Н. Ф непрерывен тогда и только тогда, 
когда выполнено следующее условие: РФЕат(С), каково бы ини было 
Реат(Н). 

Доказательство. Необходимость нашего условия вытекает из 
леммы 8 и из хорошо известной теоремы, согласно которой композиция 
двух непрерывных отображений есть непрерывное отображение. Дока- 
ем достаточность условия. | 

Пусть для всякого М№Мвашм (С) определено Их посредетвом (105) и 
положим аналогично 


Ур=@(Ру<1) (Реат(Н)). (125) 


у 
Если наше условие выполнено, то Ир существует для всякого Р Е аш (Н). 
Если хЕОьь, то РФх < 1, откуда Фд Е У. Это показывает, что ФИ рф СУ. 
Так как Орх суть окрестности 1 (С) в Си множества Ть образуют пол- 
ную систему окрестностей единицы в Н, Ф непрерывно в точке 1 (С). 
В силу известной теоремы [(*); стр. 76] гомоморфизм Ф непрерывен 
всюду в С. 

ТЕОРЕМА 410. Пусть Ф — гомоморфизм топологической группы’ С 
на топологическую группу Н. Ф является открытым гомоморфизмом 
тогда и только тогда, когда выполнено следующее условие: Р Еат(Н), 
какова бы ни была огйствительная функция Рв Н такая, что РФ Еат (С). 

Доказательство. —1°. Необходимость условия. Пусть Ф — откры- 
тый гомоморфизм С на Н, а Р-— действительная функция в Н такая, 
что РФ Еам (С). В силу леммы 9, Р —норма в Н. Докажем непрерыв- 
ность этой нормы. 

Пусть г — произвольное положительное число, п — целое положитель- 
ное число, удовлетворяющее неравенству (110). Так как РФ ам (С), 
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то, в силу леммы 45, пРФ Еат (С). Пользуясь прежним обозначением, 
рассмотрим множество Ипре. Это множество является окрестностью 
1 (С) в С и, так как Ф — открытый гомоморфизм С на Н. то образ 
`ФИхрь этого множества служит окрестностью 1 (Н) в Н. Если УЕФИ пр, 
то существует такая точка хЕ0пре, ЧТО у=Фх. Из определения Ипьъ 


следует пРФх < 1, т. е. Ру<-, откуда, в силу (110), Ру<:. Послед- 


нее неравенство соблюдается в каждой точке УЕФИлре. Так как мно- 
жество. ФИ„рь является окрестностью 1(Н) в Н, то, по лемме 12, 
норма Р непрерывна. 

Это доказывает необходимость нашего условия. 

22. Достаточность условия. Предположим, что Ф удовлетворяет 
нашему условию; пусть 0 — какая-нибудь окрестность 1(С) в С. 

Так как мультинорма ат (С) опредепяет С, то существует такая 
норма № ат (С), что Икс: 0, где Ох определено равенством (105). 
Определим тогда действительную функцию Р на Н равенством (11). 

По лемме 10, Р— норма в Н. Отсюда, в силу леммы 8, вытекает, 
что РФ — норма в С. По лемме 10, эта норма мажорируется нормой М. 
Из леммы 13 заключаем, что РФЕам (С), откуда, в силу нашего усзяо- 
вия, Реам (Н). 

Рассмотрим множество Ур, определяемое равенством (125). Так как 
РЕаюм(Н), это множество служит окрестностью 1(Н) в Н. Если уЕ\Ь, 
то Ру<1. Обсюда, в силу (11), следует существование такой точки 
ХЕС, что у=Фх и М№х<1. В силу (105), х6Е0х и +Е0, вследствие 
того, что Икс 0. Так как у=Фх, то уЕФИ, откуда Урс: ФО. 

Итак, для всякой окрестности О точки 1 (С) в С существует такая 
окрестность У точки 1 (Н) в Н, что УС ФО. В силу известной теоремы 
[°); стр. 76] * Ф есть открытый гомоморфизм. 

$ 4. Доказательетво теорем существования и единственности 

1. ЛЕММА 48. Пусть {т‚}}-1— система п различных точек вполне 
регулярного пространства Х, {ЕЁ)};_-! — система действительных чисел. 
Существует непрерывная действительная функция } на Х такая, что 
[2 =Ы (1=1,..., м). 

Доказательство. Множество (5х;)”_!\ (2;) замкнутов Хи не 
содержит точку 2;. Так как пространство Х вполне регулярно, суще- 
ствует система {],}}., непрерывных функций }; в Х таких, что 


= О при # =}; 
1 при т-=7. 


Тогда непрерывная функция 


1= УЕ, 


7 


обладает требуемым _ свойством. 


* Различие между определениями открытого отображения, принятыми Понтря- 
гиным и нами (см. сноску** на стр. 4), в данном случае на результат не влияет. 
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2. Доказательство теоремы 1. Пусть Х вполне регу- 
лярное пространство. Прежде всего строим свободную группу РЁ со 
свободным базисом Х. Шока будем рассматривать Ё как дискретную 
группу, и нашей целью будет ввести в Ё такую топологию, чтобы по- 
лученная топологическая группа обладала свойствами Е; (&=1,2, 3). 

Для этого возьмем совокупность % всех норм в В, согласованных с Х. 

Докажем, что Х есть мультинорма в Р. 

Действительно, % удовлетворяет условию М,, так как сумма двух 
согласованных норм является, очевидно, согласованной нормой. 

Пусть М — норма в Ё, согласованная с Х, а — элемент Р. Для 6 ЕР, 
ХЕХ, уЕХ имеем ` 


(МАо)(Ь- ‘гут 16) = М (Аз (67 1жу-16)) 
= М ((фа)-1ху-! (5а)). 


Так как № соглассвана с Х, то отсюда следует, что МА. также согла- 
`сована с Х. Итак, % удовлетворяет условию М,. 

Пусть теперь-= — произвольный элемент из Е \\ 1 (Е). Существует слово 
я в Х такое, что 2=о%. Положим %={{х;, а. Так как 5=1(Ё), 
то т > 0. Система {2;}7-, может содержать повторения, т. е. 2; может 
совпадать с 2; при #7. Обр®зуем новую систему {1;}1-1, состоящую 
из тех же точек 2;, но уже без повторений (при этом п < т, у; = у» при 
7 = К). Согл№ено лемме 48, существует такая действительная непрерыв- 
ная функция }в Х, что ДД, =7(]=1, ..., п). Для этой функции }, 
очевидно, № =1 (см. стр. 25). Так как а = 2 = 1(ЁР), применима лемма 
42, согласно которой у > в. Отсюда, согласно (85), М = Ма = 
=Уу > в, =1. Следовательно, М, = 0. С другой стороны, так как 
функция } непрерывна, то, по лемме 44, №, Е%. Это доказывает, что % 
удовлетворяет условию М,. 

Итак, % есть мультинорма в Ё и, по теореме 6, определяет некото- 
рую топологию в Р. С этого момента мы будем считать Ё топологиче- 
ской группой с топологией, заданной посредством %. Докажем, что Ё 
обладает свойствами ЁЕ,,Е, и К,. 

Пусть ПИ -— какое-нибудь открытое множество в Е, а— произвольная ть 
ка множества И Г] Х. Так как ПО есть окрестность точки ав Ё, 0а- 
естъ окрестность 1 (Р) в Р. Множества Им, где МЕХ, образуют в Ё полную 
систему окрестностей единицы, поэтому существует такая норма МЕХ, 
что 

нс 0а-: (126) 


С другой стороны, 


м 


Инка = © (ха 60м) 
- 6-0 1405) 


Па ПП Х=6(М№(2а-) < ПХ. (427) 
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Так как МЕ%, М согласована с Х и №(5а-!), рассматриваемая как функ- 
ция х, непрерывна в Х. Из (127) заключаем, что (ха [] Х есть откры- 
тое множество в Х, и так как а6Иха[] Х, то Иа [|] Х есть окрест- 
ность точки ав Х. 

Так как, согласно (126), Пха |] ХСОПХ, то всякая точка мно- 
жества ( [|] Х обладает в Х окрестностью, содержащейся целиком в О [|] Х. 
Другими словами, множество 0 [|] Х открыто в Х. 

Мы доказали, таким образом, что пересечение Х со всяким откры- 
тым в ЁР множеством есть множество, открытое в Х. 

Теперь покажем, что всякое множество, открытое в Х, может быть. 
представлено как пересечение такого рода. 

В самом деле, пусть У — какое угодно открытое множество в про- 
странстве Х. Обозначим буквой % совокупность множеств Т, открытых 
вЁи таких, что Т [| ХСИ. Мы покажем, что всякая точка из У при- 
надлежит какому-нибудь элементу множества $. 

Рассмотрим для этого произвольную точку «ЕТ. Так как, по предпо- 
ложению, пространство Х вполне регулярно, то существует непрерыв- 
ная действительная функция } в Х такая, что 


фа =0, (128) 
2 =1 для всех ХЕХ \ Г. (129) 


Согласно лемме 44, норма /, согласована с Х. Положим, для крат- 
кости, М =М, и рассмотрим множество Им. Согласно построению топо- 
логической группы Ё, это множество служит окрестностью 41 (Р) в Е. 
Следовательно, (ла — окрестность точки а в Р, т. е. открытое множество, 
содержащее а. 

Если хЕИла [| Х, то ха 'ЕПлх, откуда, в силу (105), №, (ха-\ == 
—= М (ха-!) <1. Так как аЕ6Х и хЕХ, то, по лемме 39, |75—]а! < 1. 
Следовательно, в силу (128) и (129), ЕТ. Таким образом, Пла П ХСТ, 
а так как множество И ха открыто в КЁ, Плеве а. Так как, с другой 
стороны, а60Ома, мы видим, что всякая точка множества У вхо-` 
цит в какой-нибудь элемент множества %. Это можно записать в виде 
включения 

| Зее (130) 


где 0 — сумма всех элементов множества %. С другой стороны, У содер- 
жит пересечения Х с этими элементами, т. е. 


В уе, (131) 
Так как УСХ, то из (130) и (131) следует равенство У =0 ПХ. 
Здесь ПО —сумма множеств, открытых в пространстве Ё, следовательно, 
множество, открытое в Р. Отсюда мы заключаем, что всякое открытое 
в Х множество представляется как пересечение множества Х с множе- 
ством, открытым в РЁ. Так как всякое такое пересечение, как мы 
видели, есть открытое множество в Х, то Х есть подпространство 
пространства Ё. Таким образом, Ё обладает свойством ЁГ,. 
Наличие свойства Е, следует непосредственно из построения РЁ, так 


как Х алгебраически порождает Р. Остается доказать, что К обладает 
свойством Ё.. 


СВОБОДНЫЕ ТОПОЛОГИЧИСКИЕ ГРУННЫ 
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Для этого рассмотрим непрерывное отображение ф пространсчва Х 
в топологическую группу С. Так как РЁ есть свободная группа со сво- 
бодным базисом Х, то существует гомоморфизм Ф группы Ев С, 
удовлетворяющий (2} во всякой точке хЕХ. Покажем, что такой гомо- 
морфизм непрерывен. 

Действительно, пусть Р — непрерывная норма в С. По лемме 8, РФ 
есть норма в РЁ. Если аЕР, то, какова бы ни была пара {х, у} точек 
пространства Х, 


Ф (а-гу-1а) = (Фа)-! (Фл) (Фу)-! (Фа) 


= (Фа)! ($2) (фу)-! (Фа). [(2)] 

Отсюда, в виду непрерывности ‘отображения Ф и групповых операций 
в С, следует, что Ф (а-1ху-а) зависит непрерывно от пары {ху}. Да- 
лее, так как норма Р непрерывна в С, то РФ (а—\ху-1а) есть непрерыв- 
ная функция этой пары. А это доказывает, что норма РФ согласована 
с Х, т.е. что РФЕЖХ. | 

Отсюда, по теореме 7, вытекает непрерывность нормы РФв Р. Мы 
доказали, что РФЕаш (РЁ), какова бы Ни была норма РЕащ (С). Согласно 
теореме 9, отсюда следует непрерывность гомоморфизма Ф. 

3. Доказательство теоремы 2 будет основано на следующей лемме: 

ЛЕММА 49. Пусть Х— подмножество топологической группы С,’ 
Ф-— непрерывный эндоморфизм группы С, переводящий самое в себя каж- 
дую точку множества Х. Если Х топологически пороэкдает С, то Ф 
есть тождественное отоб разсение. р 

Доказательство. Пусть Н есть совокупность н6подвижных 
точек отображения Ф, т. е. 


Н=@ (Ф=2). 


Н есть подгруппа С; так как Ф есть эндоморфизм. Далее, отображение 
Ф непрерывно, поэтому Н замкнуто в С; по предположению, ХСН. 
Так как Х топологически порождает С, то НЯ =С. | \ 

4. Доказательство теоремы 2. Пусть Е и С — две тополо- 
гические группы со свойствами Е,,Е, и Е,. Мы должны доказать суще- 
ствование топологического изоморфизма Ф топологической группы Ё на _ 
топологическую группу С, удовлетворяющего условию (4) для всех. 
ТЕХ. : р 

Так как тождественное отображение пространства Х непрерывно, то, 
в силу свойства Е, топологической группы С, оно будет непрерывным 
отображением пространства Х в С. В силу свойства Е, топологической 
группы Ё отсюда следует, что существует непрерывный гомоморфизм Ф 
топологической группы Ё в С, удовлетворяющий (4) при всяком ХЕХ. 
Аналогично, существует непрерывный гомоморфизм 4 топологической 
группы С в РЁ, для которого Фх=х при всяком %ЕХ. 

Композиция гомоморфизмов УФ представляет сбой непрерывный 
эндоморфизм топологической группы Ё, переводящий самое в себя каж-. 
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дую точку множества Х. В силу свойства 7 топологической группы Ё 
и леммы 49, ТФ есть тождественный изоморфизм ЁР. Аналогично, ФФ есть 
тождественный изоморфизм топологической группы С. 

Отсюда ФАС =С и тем более ФР = С. Подобным же образом, С = Р. 

Если ЕЁ, УЕЁ и Фх=Фу, то х= УФх = УФу=у. Следовательно, 
отображение Ф взаимно однозначно. Точно так же и ЧФ есть взаимно 
однозначное отображение. 

Итак, гомоморфизмы Ф и ЧФ суть взаимно обратные изоморфизмы (соот- 
ветотвенно) Ё на С и С на Р. Оба эти гомоморфизма непрерывны; сле- 
довательно, это—топологические изоморфизмы, и так как Фу = х для всех 
ХЕХ, наша теорема полностью доказана. 

5. Теоремы 1 и 2 оправдывают введенное выше определение свобод- 
ной топологической группы вполне регулярного пространства (см. опре- 
деление 2). Теорема 3 прямо вытекает из построения, проведенного в 
доказательстве теоремы №. 


$ 5. Доказательетво теоремы замкнутости и решение проблемы 
нормальности 


1. Доказательство теоремы 4. Пусть Ё — свободная топологи- 
ческая группа вполне регулярного пространства Х. Докажем, что Х за- 
мкнуто в Р., 

Не ограничивая общности, мы вправе предположать, что Р есть топо- 
логическая группа, построенная в доказательстве теоремы 1. 

Пусть 2—какая угодно точка множества Ё\.Х. Будем различать 
два случая: 5 = 1 (ЕР) из =1(Ё). 

В первом случае выбираем слово % и непрерывную функцию }, как 
в доказательстве теоремы 1 (стр, 37). Имеем и =1. Так как о = 2 = 1 (Р) 
ист = ЕР Х, применима лемма 43, согласно которой неравенство (94) 
имеет место, какова бы ни была точка ХЕХ. Следовательно, для любой 
такой точки х 


М2‘) = М (8) [леммы 2 и 35| 
= М, ((*{{5, — 1}}) (5%) [(80)] 
=у/({{2,—1}} °%) [(82) и (85)] 

2 ыи=1. [(94)] 


Таким образом, М, (2-!5) > 1, откуда 136 ЕР `\\ Ом, где М =М,. Следова- 
тельно, 56 Ё \ (Ил, какова бы ни была точка ХЕХ, т. е. 


Х П=Он=А. (132) 


Во втором случае определим на Х функцию }, положив [5 =1 (хЕХ). 
Эта функция непрерывна и, согласно лемме 38, М, = 1 для любого ХЕХ, 
Так как теперь & =1 (Р), то мы снова получаем М, (:=—'2) > 1.(%6ЕХ)} и 
приходим к равенству (132) при М=М,. 

Итак, в обоих случаях на Х существует непрерывная функция }, для 
которой имеет место (132) где №М= М,. 

Согласно лемме 44, норма М согласована с Х и поэтому МЕЖ, где % — 
мультинорма в РЁ, введенная при доказательстве теоремы 1. Так как 
эта мультинорма определяет Ё, как топологическую группу, то Ом есть 
окрестность единицы в Ё; следовательно, # Ох — окрестность точки 2 в Р. 


Итак, мы доказали, что всякая точка 2 множества Е\\Х обладает 
окрестностью, целиком лежащей в Р\\ Х. Другими словами, Ё \\ Х есть 
открытое множество в ГР, поэтому Х замкнуто в Р. 

7. Только что доказанная теорема 4 дает решение проблемы нормаль- 
ности. А именно, имеет место 

Следствие 2. Свободная топологическая группа вполне регулярного, 
но не нормального, пространства не является нормальным простран- 
ством. 

В самом деле, так как всякое замкнутое подмножество нормального 
пространства само является нормальным пространством *, то это следствие 
вытекает из теоремы 4 в силу свойства Е, свободной топологической 
группы пространства. 

Далее, имеем ' 

Следствие 3. Существуют ненормальные топологические группы. 

В силу следствия 2 это вытекает из существования вполне регуляр- 
ных, но не нормальных, пространств (°). 

Следствие 3 будет в дальнейшем значительно усилено (см. следствие 7). 


8$ 6. Ачалог теоремы ЭусК’а 


1. Выше мы дали определение свободной топологической группы. 
Здесь мы докажем аналог теоремы Буск’а, именно, теорему 5. 

Доказательство теоремы 5. Пусть С -— какая-нибудь 
топологическая группа. Она является вполне регулярным  топо- 
логическим пространством, и мы можем образовать свободную топо- 
логическую группу Г этого пространства. В силу свойства Е, группы Р, 
С является подпространством ЁР и тождественное отображение этого) 
подпространства может быть продолжено до некоторого непрерывного 
гомоморфизма Ф топологической группы РЁ в С. Этот гомоморфизм при 
всяком ЕС удовлетворяет равенству (4), откуда следует, что ФС =С и 
тем более ФР—=С. Итак, Ф— непрерывный гомоморфизм Е на С. 
Докажем, что это открытый гомоморфизм. 

В самом деле, пусть Р — действительная функция на С такая, что 
РФеаю (Р). По лемме 9, Р—нормав С. В силу (4), Рх = РФх для любой. 
точки хЕС, и так как функция РФ непрерывна в Ё, то Р непрерывна 
в подпространстве С пространства ГР. Итак, Р Еам (С), если РФЕзам (Е), 
а это, в силу теоремы 10, означает, что Ф — открытый гомоморфизм. 

Мы доказали существование открытого непрерывного гомоморфизма 
Е на С. Отсюда, в силу известной теоремы [(*); теорема 12] следует, что 
С топологически изоморфна некоторой. топологической фактор-группе 
топологической группы Р. Но топологическая группа РЁ свободная, таким 
образом наша теорема доказана. 


8 7. Топологические группы, определяемые еиетемой соотношений 


1. Определение 17. Всякое подмножество множества Гх будем 
называть схемой соотношений в Х. 


* См. сноску * на стр. 4%. 


Определение 18. Пусть Х — некоторое вполне регулярное про- 
‹<транство, В — схема соотношений в Х, ф— непрерывное отображение про- 
странства Х в некоторую топологическую группу С. Мы говорим, что 
пара {Ф, С} есть осуществление схемы соотношений А, если выполнены 
следующие два условия: 

В,. ФХ топологически порождает С; 


т 
В,. с (Ф7д“=1(6), коль скоро’ {222} 7-1 Е В. 
ЕВ: 

2. ТЕОРЕМА 11. Пусть В — схема соотношений во вполие регуляр-. 
ном пространстве Х, {9,С\} — некоторое осуществление В. Если у — не- 
прерывный гомоморфизм С на всюду плотную подгруппу топологической 
группы Н, то {уФ,Н} есть также осуществление В. 

Доказательство. Так как ф— непрерывное отображение про- 
странства Х в С, а х— непрерывное отображение С в Н, то ух — непре- 
‘рывное отображение Х в Н. В силу условия В, для {9;С}, ©Х тополо- 
гически порождает С, т. е. ®Х порождает в С некоторую, всюду плот- 
ную подгруппу А (см. Введение, 4). Так как х есть гомоморфизм, то 
7ФХ порождает уА, причем ХК всюду плотно в хС, потому что у непре- 
рывно. Но, но предположению, хС. всюду плотно в Н. Следовательно, 
УК всюду плотно в Н, т.е. уэХ топологически порождает Н. Таким 
образом, для {19,Н\ выполняется условие В,. 

Если {{57:,&;} (ЕВ, то, в силу условия В, для {©,С}, 


откуда 


| 1 


Это означает, что для {5<, Н] соблюдается условие В.. 

3. Теорема 11 подсказывает следующее 

Определение 19. Пусть {®, С} и {ф, Н} — осуществления некоторой 
схемы соотношений. Будем говорить, что {ф, С} индуцирует {9, Н} ({®,С} 
эквивалентно {$, Н}), если существует непрерывный гомоморфизм (соот- 
ветственно, топологический изоморфизм) Х топологической группы С на 
некоторую всюду плотную. в Н подгруппу (соответственно, на Н) такой, 
что ф= хо. 

4. Рассмотрим совокупность всевозможных осуществлений фиксирован- 
ной схемы соотношений А. Мы покажем, что в этой совокупности содер- 
жится осуществление, индуцирующее любое другое осуществление А. С 
точностью до эквивалентности такое осуществление определяется одно- 
значно. Для. упрощения формулировки этих результатов введем 

Определение 20. {ф, С} есть первообразное осуществление схемы 
соотношений А, если {ф,С} есть осуществление А, индуцирующее любое 
другое ве осуществление. 

Нами будет доказана 
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ЛЕММА 50. Пусть В — схема соотношений во вполне регулярном 
пространстве Х; Е — свободная топологическая группа пространства Х; 
Н — наименьший замкнутый нормальный делитель Е, содермсащий аВ, 
где 9 — свободное отображение над Х; Ф— естественный гомоморфизм 
группы Е на Е/Н. Определим отображение © пространства Хв Е /Н 
посредством равенства (2). Тд2да {х, Е /Н} есть первооб разное ос уществле- 
нте В. 

Доказательство. Положим для. сокращения С =Е/Н. В силу (2) 
2Х =ФХ, и так как Х порождает Ё алгебраически (см. теорему 3), 
ЪХ алгебраически порождает группу ФЁ-=С. Итак, ФХ алгебраически 
порождает С; тем более фХ порождает С топологически. Таким образом, 
ФС} удовлетворяет условию В.. 

Дацее, если {{57, =; (ЕД, то. в силу (78). 


т 
П хеЕоВ, 


{= 


откуда 
Ц=иеН, 
У 


и так как ФЯ = (1(С)). то 
т 
Ф[[ 2=1 (С). (133) 
#=1 
Здесь х; —точки Х, а Ф — гомоморфизм Ё, совпадающий с ф на Х. 
Поэтому из (133) получаем 


Пен“ =1 ©), 
#-=1 


т. е. 1$, С} удовлетворяет условию В.. 

Таким образом, {ф, С} есть осуществление В. 

Пусть теперь {$, К} — произвольное осуществление В. Покажем, что 
{2 С} индуцирует 49, К}. 

В самом деле, так как Ф—непрерывное ‘отображение Х С К, в силу 
свойства Е, дуя Е существует , непрерывный гомоморфизм ЧФ топологи- 
ческой группы РЁ в К такой, что во всякой точке ХЕХ 


УЕ (134) 
Если 36аН, то существует слово иЕА, удовлетворяющее (84). Это 
слово имеет вид {{57:, у где х;ЕХ, == - 1, и так как в ЕЙ, то 
р = Ром [(84)] 


УЛ 
= Фо{{ть =}, 


= ыы 21, [(78)] 


#=1 
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= ПП. =)" [(134)] 


=1 (К. [В для (9, К] 


Таким образом, 92 =1 (К), каков бы ни был 36хА. Другими словами, 
ФаВС (1(К)). (135) 


С другой стороны, ядро / непрерывного гомоморфизма Честь за- 
мкнутый нормальный делитель топологической группы РЁ. Включение 
{135) показывает, что «ВС:Л, и так как Н — наименьший замкнутый 
нормальный делитель топологической группы Ё, содержащий яА, то 
НС У, т. е. ФН = (1(К)). Следовательно, для любого ЕЁ 

1 (Н) = 42 (1 (К)) = ($5). 
Множества &Н, т. е. смежные классы относительно Н; суть точки фак- 
тор-группы Р/Н. Образ всякого такого смежного класса при гомомор- 


физме ХФ есть, как мы видели, одноточечное подмножество в К. Поэтому 
отображение у группы С в К можно определить посредством равенства 


У) == 2: (136) 
Это отображение является гомоморфизмом, так как, в силу (136), 
х ((=Н) (&Н)) =, (&Н) = Ч (24) = (42) ($1) = (у (<Н)) (х (@Н)). 


Согласно (134), 9Х =\№Х С. ФЕ, и так как ФХ топологически порож- 
дает К (в силу условия В, для {$, К}), то группа ФР всюду плотна 
в К. Далее, на основании (136) хС=ЧР. Следовательно, Хх есть от- 
ебражение С на всюду плотную подгрупиу К. 

Так как Ф — естественный гомоморфизм РЁ на С, то для всякого 3ЕЁ 


ХФ; =х 2Н)= Ч. 
При 5 ЕХ, в силу (2) и (134), отсюда получаем уф: = 2. Следовательно, 
хФ=т (137) 


и уф=ф. Остается доказать непрерывность у. Для этого рассмотрим 
ыроизвольное множество У, открытое в К. Так как  — непрерывный 
гомоморфизм Е в К, то ЧУ является открытым множеством в Р. 
Согласно (137); ЧТ =Ф--%. 

С другой стороны, естественный гомоморфизм Ф группы ЕЁ на С 
будет открытым отображением [(°), теорема 11]. Следовательно, мно- 
жество ФФ-1у-1У открыто в С. Но Ф-— отображение Р на С, следовз- 
тельно, ФФ-1; {У =у/У. Таким образом, Х-\" открыто в С, коль 
скоро И открыто в К. Это и означает, что ух непрерывно. 

Из леммы 50 непосредственно вытекает 

ТЕОРЕМА 12. Всякая схема соотношений во вполне резулярном 
пространстве имеет первооб разное осуществление. 

Докажем теперь единственность первообразного осуществления. 

ТЕОРЕМА 13. Первооб разное осуществление схемы соотношений во 


вполне регулярном пространстве единственно с точностью до эквива- 
лентности. 
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Доказательство. Пусть {ф, С} и {%, Н} — первообразные осуще- 
ствления схемы соотношений В во вполне регулярном пространстве Х. 
Докажем, что {х, С} и {9, Н} эквивалентны. 

Действительно, так как осуществление {ф, С} первообразно, то оне 
индуцирует {ф, Н}, т. е. существует такой непрерывный гомоморфизм у 
группы С на всюду плотную подгруппу в НЯ, что ф=)фх. Аналогично 
существует такой непрерывный гомоморфизм 0 группы Н на всюду плот- 
ную подгруппу в С, что <=. Из этих равенств следует: @\ф=ф, т. е. 
9уфх = 9х, каков бы ни был хЕХ. Другими словами, 0.2=2 для всякого 
<ЕФХ. Здесь 9у— непрерывный эндоморфизм группы С. Так как, 
в силу условия В, для {Ф, С}, ФХ топологически порождает С, то, со- 
гласно лемме 49, у есть тождественное отображение С. Подобным же 
образом Х@ есть тождественное отображение Н. Следовательно, у и 0 
представляют 00б0ю взаимно обратные изоморфизмы групп Си Н. 
Так как оба эти гомоморфизма непрерывны, то у есть топологический 
‘изоморфизм группы С на Н и, в силу того, что Ф=уф, {ф, С} эквива- 
лентно {9, Н}.. 

5. Один частный случай осуществления заслуживает нашего особого 
внимания. Мы охарактеризуем этот случай, формулируя 

Определение 24. Пусть {, С} — осуществление схемы соотноше- 
ний А во вполне регулярном пространстве Х. Будем говорить, что 
{2, С} есть строгое осуществление В, если ФХ порождает С алгебраи- 
чесьа. 

Введем также соответствующее определение «строгой индукции», фор- 
мулируя 

Определение 22. Пусть {о, С} и {4, Н} — осуществления некото- 
рой схемы соотношений. Будем говорить, что {ф, С} строго индуцирует 
{Ф, Н}, если существует непрерывный гомоморфизм у топологической 
группы С на Н такой, что Ф= уф. 

Прежде всего имеет место 

ТЕОРЕМА 14. Пусть {®, С} — строгое осуществление схемы соотноше- 
ний В во вполне регулярном пространстве. Если х — непрерывный гомо- 
морфизм С на топологическую группу Н, то {уф, Н} есть строгое осу- 
цествление В. 

Доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 11 и может 
быть опущено. 

Для упрощения формулировки наших дальнейших результатов, 
касающихся строгого осуществления, введем на время понятие «строго 
первообразного осуществления». 

_ Определение 33. {$, С} есть строго первообразное осуществление 
В, если {ф, В} есть строгое осуществление А, строго индуцирующее всякое 
другое строгое осуществление ДА. 

Мы имеем следующие результаты: 

ТЕОРЕМА 15. Первообразное осуществление стемы соотношений во 
вполне регулярном пространстве строго первооб разно. 

ТЕОРЕМА 16. Строго первооб разное осуществление схемы соотноше- 
ний во вполне регулярном пространстве сдинственно’с точностью 00 


эквивалентности. 


46 А. А. МАРКОВ 


Е ЗЕ а 


Из этих теорем видно, что понятие строго первообразного осущест- 
вления по существу совпадает с понятием первообразного осуществления. 

Для доказательства теоремы 415 заметим, что первообразное осуще- 
ствление {$,Ё/Н} схемы А, построенное в лемме 50, является строгим, 
что вытекает из самого доказательства этой леммы. Рассуждая, как 
в соответствующем месте этого доказательства, можно показать, что 
{Ф,/Н} строго индуцирует всякое строгое осуществление В. Таким 
образом, {ф, Е/Н} является строго первообразным осуществлением А 
и, так как всякое первообразное осуществление А, согласно теореме 13. 
эквивалентно {9, А/Н}, то всякое первообразное осуществление В строго 
первообразно. 

Доказательство теоремы 16 подобно доказательству теоремы 13 и мо- 
жет быть опущено. 

6. Так как первообразное осущЪствление схемы соотношений во 
вполне регулярном пространстве единственно с точностью до эквива- 
лентности, то соответствующая топологическая группа единственна с точ- 
ностью до топологического гомоморфизма. Этот результат можно форму- 
лировать следующим образом. 

Определение 24. Пусть А — некоторая схема соотношений во 
вполне регулярном пространстве. Условимея говорить, что А определяет 
то"слогическую группу С, если существует такое отображение ®, что 
{ ©, С} есть первообразное осуществление А. 

Следствие 4. Всякая схема соотношений во вполне регулярном 
пространстве определяет пеготорую топологическую группу. 

Следствие 5. Гопологическая группа, определяемая схемой соотно- 
шений во вполие регулярном престраистве. единственна с точностью 
до топологического изоморфизма. 

Следствие 4 вытекает из теоремы 12, следслвие 5 — из теоремы 413. 

7. Установим некоторые простые результаты, касающиеся тополоки- 
ческих групп, определенных схемами соотношений. 

ТЕОРЕМА 17. Всякая топологическая группа молсет быть опреде- 
лена схемой соотношений в некотором вполне регулярном пространстве. ` 

Доказательство. Пусть С — произвольная топологическая груп- 
па. По теореме 5, С топологически изоморфна топологической фактор- 
группе некоторой свободной топологической группы. Пусть С тополо. 
гически изоморфна Ё/Н, где Е — свободная топологическая группа вполне 
регулярного пространства Х, Н-— некоторый замкнутый нормальный 
делитель топологической груипы Ё. Положим В =“ Н, гле & — свобод- 
ное отображение над Х. Тогда «А=Н и Н есть наименьший за- 
мкнутый нормальный делитель в Р, содержащий «В. Пусть Ф — есте- 
ственный гомоморфизм Ё на Р/Н; определим отображение ® про- 
странства Х в ЕР/Н посредством равенства (2). Из леммы 50 следует, 
что {©, Е/Н} является первообразным осуществлением В. Следовательно. 
В определяет топологическую группу Ё/Н, и так как С топологически 
изомофна Ё/Н, В определяет и С. 

ТЕОРЕМА 18. Пустая схема соотпошений во вполне регулярном 
пространстве Х определяет свободную топологическую группу этого 
пространства. 
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Доказательство. Положим в лемме 50 А=Л. Тогда «В =^. 
Н = (1(ЁЕ)) и фактор-группа Е/Н топологически изоморфна Ё. С другой 
стороны, {$. Е/Н} есть первообразное осуществление В; т.е. Л. Сле- 
довательно, Р/Н есть топологическая группа, определяемая, посред- 
ством Л, атак как Р/Я топологически изоморфна РЁ, то А онределяет Ё. 


$ 8. Свободные абелевы топологичееские группы 


1. Установим теперь аналог теоремы 1 для абелевых топологических 


групи. 
Пусть № — произвольное множество, а Ру; -— свободная абелева группа 


50 свободным базисом Х. Всякий элемент = Е В однозначно представляется 
в виде 
П дА(т), (138) 
хЕХ 
где ^— целочисленная функция в Х такая, что 7. (2)=0 почти для ‘всех 
ХЕХ *. Функция ^ зависит от 5 и будет обозначаться ^.. Очевидно, 
И (139} 
^1(Е*) Я = 0, (140) 
а 
Пусть /— произвольная действительная функция в Х. Определим 
в Ку функцию № равенством 


м - Уи) @Е»), (144) 


хЕХ 


каковы бы ни были элемент Е Х и элементы ЗЕ Ёу 


где сумма в правой части имеет смысл, так как, каков бы ни был с. 
\.г=0 почти для всех х. 

ЛЕММА 51. Функция ЗИ в группе Ёу, ны равенством (141). 
ель норма в Ру. 
Доказательство. В силу (140), М; удовлетворяет условию М№,. 


Далее, №, удовлетворяет условию Х,. потому что 


№; (251) = | У 5-) } [(141)] 
хЕХ : 
= У 02—39) № — (139) 
хЕХ 
<| Уд +! У бай | 
хЕХ дЕХ 
== №2 -- №4. [(141)] 


ЛЕММА 52. Если }— действительная функция в Х, то № =| 7 
Оля всех ЗЕХ. 
В самом деле, 


1 при у=т, 
ы 142 
ни | О при УЕХ\\ ( ), ее 


*т. е. для всех хЕХ за исключением, может быть, конечного числа. 
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откуда, согласно (141), 


м2 = | № 0) | =. 
УЕХ 

ЛЕММА 53. Если }— действительная функция на Х, то №; (2) = 
= |712 — 19| для всякой пары {т, у} элементов из Х. 

Доказательство. Для случая х=у это следует из условия М,. 
Предположим, что х-Е у. Тогда 

| 1 при =, 
Ау =. —ф при =59, | 
| О при 3ЕХ\ (2,9), 
откуда, в силу (141), 
№; (ву) =| У бы) | = 
ЕХ 

2. Рассмотрим случай, когда Х’— топологическое пространство. Для 
этого случая нам понадобится некоторое свойство непрерывности 
норм в Рух. 

Определение 25. Пусть 'Х — топологическое пространство, № — 
норма в Их. Будем говорить, что № согласована с Х, если М (ху )— 
непрерывная функция пары точек {7,у} пространства Х. 

Имеет место 

ЛЕММА 54. Если }— действительная непрерывная функция в Х, 
то №; согласована с Х. 

Это прямо следует из предыдущей леммы. 

3. ТЕОРЕМА 19. Если Х. — вполне регулярное пространство, то суще- 
ствует абелева топологическая группа Е‘, обладающая свойствами: 

Ка,. Х есть подпространство Е"; 

Ка,. Х топологически порождает Е°; 

Еа.. каково бы ни было непрерывное отображение х пространства Х 
в любую абелеву топологическую группу С, существует непрерывный 
гомоморфизм Ф группы Е*в С такой, что во всякой точке х Е Х выполняется 
равенство (2). 

Доказательство. Введем топологию в дискретную группу Ех 
таким образом, чтобы получившаяся топологическая группа обладала 
свойствами Ра; (:=1, 2, 3). 

Рассмотрим для этого совокупность % норм в Ру, согласованных 
с Х, и докажем, что % является мультинормой в Рух. 

В самом деле, % удовлетворяет условию М,, так как сумма двух 
согласованных норм есть, очевидно, согласованная норма. 

Так как группа Ёх абелева, то % удовлетворяет условию М.. 

Пусть теперь = — какой-либо олемент из Ех `\\ (1 (ЁРУ)). По определе- 
нию функции /. существует точка ХЕХ, для которой ^,х =Е 0. Обозначим 
через А совокупность таких точек и пусть а — одна из них. Множество 
А конечно; и, согласно лемме 48, существует действительная непрерыв- 
ная функция } в Х такая, что 

Ир | г (143) 
№=0 при 26А\ (2). (144) 
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В силу (141) 


№ =| У о |= | Х 0:2) |= | +0. 
хЕХ ХЕА 


Согласно лемме 54, М;Е%. Так как &— произвольный элемент мно- 
жества Рх`\ (1(ЁРх), то тем самым доказано, что % удовлетворяет 
условию М.. 

Итак, % является мультинормой в Рух и, согласно теореме 6, опре- 
деляет в Ёх некоторую топологию. С этого момента мы припишем 
группе Е* эту топологию и будем считать ЁЕ* топологической группой. 
Покажем, что Ё” обладает свойствами Еа; (#=1,2, 3). 

Свойство Ка, проверяется рассуждением, вполне аналогичным соот- 
ветствующей части доказательства теоремы 1. Свойслвом Еа, группа Е* 
обладает по самому построению. Остается проверить свойство Еа,. 

Рассмотрим какое-нибудь непрерывное отображение х пространства Х 
в произвольную абелеву топологическую группу С. Так как Е* — сво- 
бодная абелева группа ‘со свободным базисом Х, то существует гомо- 
морфизм Ф группы ЁР”в С, удовлетворяющий условию (2) во всякой 
точке хЕХ. Докажем, что этот гомоморфизм непрерывен. 

В самом деле, пусть Р— какая-либо непрерывная‘ норма в С. 
В силу леммы 8, РФ является нормой в Ё". 


Для любой пары точек {х, у} пространства Х 
\ 


Ф (21) = (Ф2) Фу" 
= (92) (ви). [0 


Так как отображение х и групповая операция в С непрерывны, то 
отсюда следует, что Ф(5/‘) есть непрерывная функция пары {5,9}. 
Далее, так как норма Р непрерывна в С, то РФ(ху‘) зависит от {5,9} 
тоже непрерывно. Таким образом, норма РФ согласована с Х, т.е. РФЕ%Ж. 

Отсюда, согласно теореме 7, вытекает непрерывность нормы РФ в Ё*. _ 
Итак, РФ ат (Ё”), коль скоро РЕам (С). В силу теоремы 9, гомомор- 
физм Ф непрерывен. 

4. Теперь мы можем развить теорию свободных абелевых топологи- 
ческих групп, подобную теории общих свободных топологических групп, 
построенной в $$ 4—6. Прежде всего мы имеем теорему единственности: 

ТЕОРЕМА 20. Если Х — вполне регулярное пространство, то абелева 
топологическая группа со свойствами Ра; (1=1, 2,3) единственна с точ- 
ностью до топологического изморфизма, переводящего самих в себя все 
точки пространства Х. 

Доказательство может быть опущено, так как оно вполне аналогично 
доказательству теоремы 2. 

Теоремы 19 и 20 позволяют формулировать следующее 

Определение 26. Единственная абелева топологическая группа. 
обладающая свойствами Ра, (1 = 1, 2, 3), называется своб одной абелевой топо- 
логической группой пространства Х. 

5. Следующая теорема соответствует теореме 3. 


4 Известия АН, серия математическая, № 1. 


а 


$0 Я НУ А. №: МАРКОВ: 


= 


ТЕОРЕМА 24. Всякое вполне регулярное пространство Х образует 
свободный абелев базис своей свободной абелевой топологической группы, 
т. е. всякий элемент этой топологической группы единственным обра- 
зом представляется в виде (138), где № — целочисленная функция в Х, 
равная нулю почти для всех значений аргумента. 

Это непосредственно вытекает из построения, проведенного. в дока- 
зательстве теоремы 19. 

‘6. Теореме 4 соответствует 

ТЕОРЕМА 22. Всякое вполне регулярное пространство замкнуто 
в своей свободной абелевой топологической группе. | 

Доказательство. Пусть Е” — свободная абелева топологическая 
группа вполне регулярного пространства Х. Докажем, что Х замкнуто в #". 

Не ограничивая общности, мы вправе считать, что Е” является как 
раз той топологической группой, которая строится в доказательстве 
теоремы 19. Пусть &— произвольная точка множества Ё*\ Х. Будем 
различать два случая: 


ХРАЕНЕЯ (145) 
хЕХ 

и 
хЕХ з 


В первом случае воспользуемся функцией }, определенной равен- 
ством /=1 (26Х). Для любого УЕХ 


№ (2) =| У Али [(141)] 


хЕХ 


= Хо=29| 39) 


хЕХ 


=| У 2—1 [(442)] (147) 


Положим 


что законно в силу (145). Согласно `леммам 51 и 5, №; и М будут 
нормами в Ё". В силу леммы 54, норма М; согласована с Х, а потому 
согласована с Х и норма №. На основании (147), какова бы ни была 
точка УЕХ, 

В (148) 


Рассмотрим теперь второй случай, характеризуемый равенством (146). 
В этом случае в Х существует такая точка а,; что 


Ха, 50. (149) 


Тели положить 
А=60.2+0, (150) 


то А конечно; и а, ЕД. 
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Если бы множество А`\\ (а,) было мустым, то мы имели бы 
2=0 (2ЕХ\ (а,)), 


откуда, в силу (146), ^.а, =1. Тогда из определения функции ». следо- 
вало бы д=4,, что невозможно, так как по предположению 5 ЕЁ*\\ Х. 
Следовательно, А `\ (а,) А, и существует такая точка а,, что а, а, и 


Аха, 0. (151) 


Так как пространство Х вполне регулярно, то оно является хаус- 


дорфовым пространством. Поэтому существуют такие открытые в Х 
множества И’, и И,,, что 


Е = 1.2), (152) 
И. ПИ’, =А. (153) 
Положим 
У; =, \ (А (4, а,)) (@=1,2). (154) 
Так как А конечно, то множества У; открыты в Х. В силу (152) — (154) 
вет; (=1,2), (155) 
| а = А, (156) 
У А (въ в.)= А’ (1=1:2). (157) 


Так как пространство Х вполне регулярно, существуют такие непре- 
рывные в Х функции }, и }],, что 


Е, (158) 
0-50 при ЧЕХ У, @=1, а). (159) 
В силу (156), 
х=(хо ИУ, (160) 
Если УЕХ Г, то 
Ду ==0 [(159)}] (161) 
Му (ву) = | У! (ль) [(141)} 
хЕХ 
-|5 0 улей [(139)] 
&ЕХ ХЕХ 
=| >. 0,2) = [(142) и (161)] 
хЕХ 
= мар оба) Де | [(150) и (158) 
хсА\\(а) Й 
—=1^:а; |. [(155) — (157) и (159)] 


Отсюда, в силу (160), следует, что, какова бы ни была точка у из Х, 
либо 


М1, (27) =: №4, |, (162) 
либо т 
№, (51—®) = [а |. (163) 


А* 
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== — А 


Положим Х= ша (|%,а,|, |^.е |). В силу (149) и (151), ^>0, и 
поэтому можно ‘образовать функцию 


МАМАМ. 


Согласно леммам 51 и 54, функции №, являются нормами в Ё*, согла- 
сованными с Х. Из лемм 6 и 5 следует, что М№ есть также норма в Ё" и 
она также согласована с Х. 

Так как, каков бы ни был УЕХ, всегда выполняется либо равенство 
(162), либо (163), а значения норм №}; неотрицательны, для любого 
уЕХ справедливо неравенство (148). 

Итак, в обоих случаях существует такая, согласованная с Х, норма №, 
что всякая точка у из Х удовлетворяет неравенству (148). Согласно 
лемме 2, это неравенство эквивалентно неравенству М (у '!) > 1, которое 
означает, что 92 1ЕЁ*”`\ Их, где Их определено посредством (105). 
Итак, каков бы ни был УЕХ, УЕЕ”`\\ Охз, откуда следует (132). 
М№ является нормой в Л*, согласованной с Х, т.е. МЕЖ, где % — мульти- 
норма, построенная в доказательстве теоремы 19. Так как эта мульти- 
норма определяет Ё” как топологическую группу, то Их является окреет- 
ностью единицы 1 (ЁР*) в ЁЕ*, а Ох: — окрестностью точки зв #”. 

Мы доказали, что всякая точка < множества ЁР*`\ Х обладает окрест- 
ностью, содержащейся в этом множестве. Это значит, что Е* `` Х от- 
крыто в ЕЁ”, следовательно, Х замкнуто в Е”. 

° 7. Из последней теоремы вытекают следствия, вполне аналогичные 
следетвиям 2 и 3, а именно 

Следствие 6. Свободная абелева топологическая группа вполне 
регулярного, но не нормального, пространства, не нормальна. 

Следствие 7. Существуют ненормальные абелевы топологические 
группы. 

5. В области абелевых топологических групи также имеет место 
аналог теоремы РускК’а. 

Определение 27. Ё* называется свободной абелевой топологической 
группой, если существует такое пространство, что Ё” является его сво- 
бодной абелевой топологической группой. 

ТЕОРЕМА 23. Всякая абглева топологическая группа топологически 
изоморфна топологической фактор-группе некоторой свободной абелевой 
топологической группы. 

Доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 5 и может 
быть опущено. 

9. Между свободной топологической группой и свободной абелевой 
топологической группой вполне регулярного пространства существует 
простая связь, которую выражает 

ТЕОРЕМА 24. Существует открытый непрерывный гомоморфизм 8 
свободной топологической группы Е вполне регулярного пространства Х 


на свободную абелеву топологическую группу Е" того же пространства 
такой, что 


Вх = (164) 
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для всякой точки тЕХ, и что ядром гомоморфизма В является ком- 
мутант группы Е. 
— Доказательство. Не ограничивая общности, можно допустить, 
что Р и Е* —топологические группы, построенные в доказательствах 
теорем 1 и 19. В силу свойства Ра, группы Ё”, тождественное отобра- 
жение пространства Х может рассматриваться как непрерывное отобра- 
жение Х в Ё*. Пользуясь свойством. Е, группы РЁ, мы можем заключить, 
что существует непрерывный гомоморфизм В топологической группы Е 
в Ё*, удовлетворяющий условию (164) при любом хЕХ. В силу (164), 
ВХ =Х. Так как, согласно теоремам Зи 21, Х порождает алгебраически 
Е и ЁЕ', то отсюда следует, что ВЕ =”. Итак, В есть непрерывный 
гомоморфизм топологической группы. Ё на Ё”. Докажем, что В является 
открытым гомоморфизмом. | 

В самом деле, пусть Р—такая действительная функция в ЁР*, что 
РВ Еат (Е). Согласно лемме 9, Р является нормой в Ё*. В силу (164), 


Р(ту") =Р ((32) (Ву) *) =РВ(ху") (ТЕХ, уЕХ); 


следовательно, Р (5. !) — непрерывная функция пары точек {т, у} из Х. 
Другими словами, норма Р согласована с Х (см. ‚определение 725), т. е. 
РЕ%, где % — мультинорма, определяющая Ё”. Из теоремы 7 следует, 
что Р непрерывна в Р*. Следовательно, Р Е аж (Ё*), коль скоро РВ Е аж (Ё) 
и, в силу теоремы 10, В — открытый гомоморфизм. 

Пусть С — коммутант группы Р. Рассматривая Р и Ё”* как дискрет- 
ныегруппы и учитывая, что Р — свободная группа со свободным базисом Х, 
а Е" — свободная абелева группа со свободным абелевым базисом Х, 
заключаем, в силу известной теоремы [(`); 5. 66], что существует гомо- 
морфизм Ф группы Е на Е”, удовлетворяющий условию (4) для любого 
ТЕХ, и такой, что 

М С. (165), 


Пусть Т — совокупность элементов 5 из Ё, для которых Фё= Ва. 
В силу (4) и (164), ХСТ. С другой стороны, Т является подгруп- 
пой Е. Действительно, если 5ЕТ и {ЕТ, то Фд=В и Ф!= |, откуда 
Ф (= ') = (Ф2) (ФИ! = (В) (В) !=8 (211), так как Ф и В суть гомомор- 
физмы; следовательно, 21ЕТ. Так как Х порождает Ёалгебраически, 
Т =Е, следовательно, Ф2 =В2 при любом 3ЕР, т. е. Ф=В. Из (165) 
получаем: 8-11 (Е*) =С; тем самым теорема полностью доказана. 

Следствие 8. Коммутант свободной топологической группы 
замкнут в ней. 

Следствие 9. (Свободная абелева топологическая группа вполне 
регулярного пространства топологически изоморфна топологической 
фактор-группе свободной топологической группы того же пространства 
по ее коммутанту. 

Следствие 9 получается в силу известной теоремы 0б открытых не- 
прерывных гомоморфизмах [(°); теорема 12]. 

10. Свободная абелева топологическая группа вполне регулярного 
пространства может быть просто определена некоторой схемой соотно- 
шений в этом пространстве. Формулируем 
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Определение 28. Совокупность слов в Х вида {{х, 1}, {у, 1}. 
(1, —1}, {у, —1}} будем называть схемой коммутативности в Х. 

Имеет место ЖК 6 

ТЕОРЕМА 25. Свободная абелева топологическая группа вполне 
‚регулярного пространства определяется схемей коммутативности этого 
пространства. 

Доказательство. Пусть. А — схема коммутативности во вполне 
регулярном пространстве Х, ЕЫ— свободная топологическая группа 
пространства Х, Е*-—его. свободная абелева топологическая группа. 
Множество &В, где «— свободное отображение над Х, состоит из элементов: 
группы ЁР вида хух \/\, где +ЕХ, УЕХ. Коммутант С группы Ё есть 
наименьший нормальный делитель у. содержащий все такие элементы. 
Так как, согласно следствию’ 8, множество С замкнуто в РЁ, С является 
наименьшим замкнутым нормальным делителем топблогической группы КЁ, 
содержащим «А. 

Пусть Ф — естественный `гомоморфизм Е на Е/С. Определим отобра- 
жение ф пространства Х в Р/С равенством (2). Согласно лемме 50, 
(е, Е/С} — первообразное ' осуществление А. Следовательно, Ё/С опреде- 
ляется посредством А, и так как, в силу следствия 9, Е* топологически 
изоморфно ЕР/С, Е” также определяется посредством В. 


$.9. Нерешенные проблемы 


1. Теория свободных топологических групп, развитая в настоящей 
статье, приводит к некоторым интересным вопросам, остающимся пока 
открытыми. Наиболее важные из них подсказываются аналогией между 
дискретными и топологическими группами — аналогией, которая служила 
руководящей идеей настоящей работы. Так, например, для дискретных 
групп имеет место весьма важная теорема, согласно которой две сво- 
бодные группы изоморфны тогда. и только тогда, когда их базисы 
эквивалентны в теоретико-множественном смысле (5). Естественным ана- 
логом Е Иа эквивалентности является понятие го- 
меоморфизма. Поэтому естественно поставить вопрос, следует ли из 
топологического изоморфизма свободных тополокических групп двух 
пространств гомеоморфизм этих пространств. Итак, формулируется 
следующая 

Проблема 1. Доказать или опровергнуть предложение: свободные 
топологические группы двух пространств топологически изоморфны 
тогда и только тогда, когда эти пространства гомеоморфны. 

Аналогичная проблема возникает и для свободных абелевых тополо- 
гических групи: | д 

Проблема 2. Доказать или опровергнуть предложение: свободные 
абелевы топологические группы двух пространств топологически изо- 
морфны тогда и только тогда, когда эти пространства гомеоморфны. 

В силу следствия 9, положительное решение проблемы 2 дало бы 
положительное решение проблемы 1. Решение `’обеих этих проблем, 
видимо, весьма трудных, было бы существенвым шагом вперед в теорив 
топологических групп. 
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2. Есть еще одна важная теорема о’дискретных свободных группах, 
‚аналог которой мной не доказан. Теорема эта утверждает, что всякая 
подгруппа свободной группы является свободной группой (5). Ана- 
логичный результат имеет место и для свободных абелевых групи 

Естественно поставить вопросы о справедливости аналогичных утвер- 
ждений в области свободных топологических групп. Эти вопросы фор- 
мулируются так: верно ли, что всякая замкнутая подгруппа свободной 
{свободной абелевой) топологической группы является свободной (сво- 
бодной абелевой) топологической группой? 

На оба эти вопроса мы дадим сейчас отрицательные ответы. 

Пусть Е — свободная (свободная абелева) топологическая группа 
вполне регулярного пространства Х, С —аддитивная группа целых чисел 
с тривиальной топологией. Определим отображение = пространства Х в 
абелеву топологическую группу С равенством 


ЕВ (30). 


Это отображение, очевидно, непрерывно. Поэтому, согласно свойству 
Е, (Ка,) свободной (свободной абелевой) топологической группы Ё, суще- 
ствует непрерывный гомоморфизм В топологической группы РЁ в топо- 
логическую группу С такой, что 


Её=1 (26Х).“ 


Допустим, что пространство Х непусто ‘и пусть аЕХ. Тогда Еа=1 
и, так как ЕЁ — гомоморфизм, Е (а4") =п при всяком целом п. Следова- 
тельно, ЕЁ =С, т. е. Е — отображение топологической группы Ё на 
топологическую группу С. Но последняя несвязна, а отображение Ё 
непрерывно. Следовательно, топологическая группа Ё также нёсвязна. 
Таким образом, мы получили следующий результат. 

ТЕОРЕМА 26. Свободная (свободная абелева) топологическая группа 
непустого вполне регулярного пространства несвязна. 

Принимая во внимание, что свободная (свободная абелева) тополо- 
гическая группа пустого пространства состоит только из единичного 
элемента, получаем 

Следствие 10. Всякая свободная  ОСООНОЯ абелева) топологиче- 
ская группа, содержащая больше‘ одной точки, несвязна. 

Допустим теперь, что хотя бы одна из компонент пространства Х 
содержит более одной точки. Тогда, в силу свойства Е, (Еа,) свободной 
(свободной абелевой) топологической группы Ё, последняя также имеет 
компоненту, содержащую более одной‘ точки. Так как эта топологиче- 
ская группа топологически однородна, всякая ее компонента содержит 
более одной точки. Рассмотрим, в частности, компоненту К, содержа- 
щую единичный элемент топологической группы РЁ. В силу хорошо 
известных теорем, К есть замквутый нормальный делитель Р. Таким 
образом, К — связная топологическая группа, содержащая более одной 
точки. Согласно следствию 10, К не может быть свободной (свободной 
абелевой) топологической группой. Мы пришли к следующему ре- 
вультату. 
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ТЕОРЕМА 27. Если вполне регулярное пространство имеет ком“ 
‘поненту, содержащую более одной точки, то его свободная (свободная 
абелева) топологическая группа имеет замкнутый нормальный дели- 
тель, не являющийся свободной (свободной абелевой) топологической 
группой. 

Эта теорема и содержит отрицательные ответы на поставленные выше 
вопросы. 

3. Отрицательное решение проблемы нормальности подсказывает 
дальнейшие вопросы, касающиеся нормальности топологических групп. 
Именно, естественно поставить вопрос, из каких алгебраических свойств 
топологических групп вытекает нормальность? Но сначала мы должны 
точно установить, что подразумевается под термином «алгебраическое 
свойство топологической группы». Формулируем для этого 

Определение 29. Будем говорить, что О есть алгебраическое 
свойство топологических групп, если всякая топологическая группа, 
изоморфная какой-либо группе, обладающей свойством (©), сама обладает 
этим свойством. 

Например, счетность и коммутативность — алгебраические свойства 
топологических групп; связность же не является  алгебраическим 
свойством. 

Известно, что всякое .счетное регулярное пространство нормально. 
Так как 1опологические группы суть регулярные пространства, то 
всякая счетная топологическая группа нормальна. Таким образом, счет- 
ность — одно из алгебраических свойств групп, обусловливающих нор- 
мальность. Можно предполагать, что это существенно единственное 
свойство такого’ рода. Выражаясь более точно, можно предполагать, 
что всякая несчетная дискретная группа допускает ненормальную топо- 
логию. Таким образом, ставится 

Проблема 3. Доказать или опровергнуть предложение: всякая 
несчетная дискрегная группа допускает ненормальную топологию. 

Частично эту проблему решил Е. Ливенсон, который доказал теорему: 

Всякая несчетная абелева группа допускает неноржальную топологию. 

4. Можно также поставить вопрос, какие группы допускают нор- 
мальную топологию? Но этот вопрос очень прост. Действительно, введем 
понятие «тривиальной» топологической группы, приняв следующее 

Определение 30. Топологическая группа С тривиальна, если 
всякое подмножество С открыто в С. 

Мы видим, что всякая дискретная группа допускает тривиальную 
топологию и что эта топология нормальна. Итак, всякая дискретная 
группа допускает нормальную топологию. 

Так как существуют ненормальные топологические группы, то нор- 
мальность — неалгеб раическое свойство топологических групп. 

5. Естественно поставить вопрос, какие дискретные группы допускают 
нетривиальную топологию? Вопрос этот, конечно, весьма важен для 
теории топологических групп. 

Конечные дискретные группы допускают, очевидно, только тривиаль- 
ную топологию. Можно предполагать, что всякая бесконечная группа 
допускает нетривиальную топологию. 
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Проблема 4. Доказать или опровергнуть предложение: всякая 
бесконечная дискретная группа допускает нетривиальную топологию. 

6. Весьма важный класс топологий образуют связные топологии. 
Естественно поставить вопрос, какие дискретные группы допускают 
связную топологию? 

Прежде всего нужно заметить, что всякая связная топологическая 
группа, содержащая более одной точки, имеет мощность‘ > 2%. Действи- 
тельно, всякое связное вполне регулярное пространство, содержащее 
более одной точки, имеет мощность > 2*№ *. Итак, необходимым усло- 
визм существования связной топологии для дискретной группы Н, 
содержащей более одной точки, является неравенство р(Н) > №, где 
Р(Х) — мощность множества Х. Сначала я предполагал, что это условие 
и достаточно, т. е. что справедливо следующее предложение: всякая 
дискретная группа мощности >> 2% допускает связную  топологию. 
В действительности эта гипотеза неверна, как показывает следующий 

Пример. Пусть Н — прямое произведение ш групп второго порядка 
и одной группы третьего порядка. Здесь ш — произвольное кардиналь- 
ное число. Покажем, что Н не допускает связной топологии. 

В самом деле, совокупность К элементов х из Н, удовлетворяющих 
условию 1°=1(Н), образует, очевидно, подгруппу, замкнутую относи- 
тельно любой топологии в Н. Ясно, далее, что Н является прямым 
произведением К и группы третьего порядка. Следовательно, Н разби- 
вается на три смежных класса К;(:=1,2, 3) относительно К и, так как 
К замкнуто в Н относительно всякой топологии, то эти смежные классы 
также замкнуты в Н относительно всякой топологии. Положим А=К,, 
В=К, 0 А,. ‚Тогда Н.А |].В, причем „А.Г В=А,. АА, В-А 
и множества А и В замкнуты в Н относительно любой топологии. 
Таким образом, всякая топология группы Н несвязна. 

Если ш> Ж., то р(Н)=ш. Итак, при ш_> 2% мы имеем пример 
дискретной группы мощности > 2, не допускающей связных топологий. 

Формулируем 

Определение 31. Дискретная группа Н безусловно несвязна, 
еели всякая ее топология `несвязна. 

Так как всякая конечная группа порядка >> 1, очевидно, безусловно 
несвязна, то из’ приведенного выше примера можно получить следую- 
щий результат: 

ТЕОРЕМА 28. Каково бы ни было кардинальное число т >11, су- 
ществует безусловно несвязная дискретная группа мощности т. 

7. Наш пример безусловно несвязной дискретной группы наводит 
нас на мысль формулировать следующее 

Определение 32. Подмножество А дискретной группы Н безусловно 
замкнуто в Н, если оно замкнуто относительно всякой топологии в НИ, 

Следующая теорема может быть легко доказана. 

ТЕОРЕМА 29. Если группа С имеет безусловно замкнутую истии- 
ную подгруппу индекса < 2%, то С безусловно несвязна. 


* Это следует непосредственно из определения полной регулярности. 
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Пусть, в самом деле, Н будет такой подгруппой группы С. Расемот- 
рим произвольную топологию группы С. Подгруппа Н замкнута в этой 
топологии и потому существует пространство правых смежных клас- 
сов Н в С. Это пространство вполне регулярно и содержит более од- 
ной точки, но менее чем 2% точек. Поэтому оно несвязано, Так как 
естественное отображение топологической группы С на это пространство 
непрерывно, эта топологическая группа тоже несвязна, что и требо- 
валось доказать. 

Можно ожидать, что и обратная теорема верна. Таким образом, 
мы имеем следующу проблему. я 

Проблема 5. Доказать или опровергнуть предложение: если 
всякая безусловно замкнутая истинная подгруппа группы С имеет ин- 
декс > 2%, то С допускает связную топологию. 

На первый взгляд это предложение кажется сомнительным, так как 
трудно представить себе дискретную группу, все элементы которой были 
бы конечного и ограниченного порядка и которая допускала бы связную 
топологию. В действительности такие группы существуют, как мы пока- 
жем в другой статье (**). 

8. В нашем примере безусловно несвязной группы мы определили 
безусловно замкнутое множество посредством «уравнения» 2“=1(Н). 


Очевидно, что всякое «уравнение» вида }(а,,..., ат, 2) =1(С), где 
а1,....аи— постоянные элементы дискретной группы С, х — «неизвестное», 
а /— «функция», т. е. произведение степеней «аргументов» а,,..., т, 2, 


определяет в С некоторое безусловно‘ замкнутое подмножество. Будем 
называть нодмножество С элементарно алгебраическим, если 
оно может быть так определено. Будем говорить, что подмножество в С 
есть алгебраическое множество, если оно является пересечением 
конечных сумм элементарно алгебраических множеств. 

Так как конечные суммы безусловно замкнутых множеств суть без- 
условно замкнутые множества и то же справедливо для любых пересече- 
ний безусловно замкнутых множеств, всякое алгебраическое подмноже- 
ство С безусловно замкнуто. Можно предполагать, что таким образом 
исчерпываются все безусловно замкнутые множества. Эта гипотеза при- 
водит нас к следующей проблеме: 

Проблема 6. Доказать или опровергнуть предложение: всякое 
безусловно замкнутое подмножество дискретной группы есть алгебраи- 
ческое множество. 

Частично эта проблема решена М. Перельманом, доказавшим, что 
всякое безусловно замкнутое подмножество абелевой группы является 
алгебраическим множеством. 

Во время подготовки этой статьи к печати автор решил другой част- 
ный случай проблемы 6, доказав предложение: всякое безусловно зам- 
кнутое подмножество счетной группы является алгебраическим множе- 


ством ("?). 
Поступило 
9. ХЦ. 1943 
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А. МАВКОЕЕ. ОМ ЕВЕЕ ТОРОТОСбТСАТ 6ВООР$ 
ВОММАВУ 


1. Ре{1птё1ою 1. 1 Х Ъе а зазеь оЁа {юро]1091са] этойпр С. 
У\е зау \№аф Х здепегиез С ороовсаШу И \Феге ех1зёз по ргорег с1озеа 
зирогойр 0 С сощаииие Х. 

ТНЕОВЕМ 1. Ге Х Фе а сотраейу тевийаг зрасе. Тйеге еж фйеп, 
а 1ороюрсай етоир Е роззезяте 1е ЮЦойлтЕ ргоретиез: 

Е,. Х 23а $и6зрасе о} Е; 

Е,. Х зепегаез Е юроовсаЙу; 

Е,. ииесег фе а тарртЕ ® 0} Х, что апу пороорсай втоир С, еге 
её 54$ а сопипиои$ ототогразт Ф 6) йе зороювсай втоир Е 1о Ше 
Зороовзсай етоир С зисй ай 

Фу=9х (1) 


фог есегу ройи т о} Х. 

ТНЕОВЕМ 2. Т4е юроовтсай втоир Е роззеяптв Ше ргорегиез Е,, Е, 
апа Е, 15 итдие ир 0 1юроовтсай 1зототризтз саттута еъету рот о} Х 
#110 156}. 

Ре! 1016100 2. ТЬе ап1аце $0ро1091са1 сгопр Ё \ИВ Ве ргорегез 
Е,, Е, апа Е, 13 саПе4 1Ъе }гее ороосай втоир о] Ше зрасе Х. 

ТНЕОВЕМ 3. Еъегу сотр ей) тевщатг зрасе рюттз а }тее фаз (1т 
Ле @ребтас зепзе) о} 11$ рее Зороювтсай втоир. 

ТНЕОВЕМ 4. Еоегу сотые тезщаг зрасе 18 с103еа (п $ }тее 1оро- 
овса! втоир. 

Сого11агу 41. Те [ее юроовасай втоир о} а сотр ей) тевшаг, 
ий поп-потта]й зрасе, 15 поп-поттай. 

СогоПагу, 2. Тйеге еяя поп-поттай юроютсай втоирз. 

Ре! 11:08 3. С за {тее юроотсай втоир, { \Ъеге ех1363 а сот- 
р1ефе\у геха]аг зрасе засЪ {ав С 13 тее ф0ро|ос1са] 5тоир о{ Из зрасе 
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ТНЕОВЕМ 5. Еъегу 1юройо8зсай втоир 18 тюроовасау гзотогрис 10 
а тороовсай чионет втоир ор а }тее юроовлсай Етоир. 

2. Тве шпдатетиа\ поыопз изе@ т \\е ргоо!з о{Ё (Ме аБоуе гези 
аге №озе оЁГ а «погш» ап а «ша ыпоги» 10 а этоор Чейпе4 аз То о\з: 

Ре! 16 тот 4. 1.е6 М Ъе а геа] гало оп шт а огомр С. \е зау Ва 
№ 1ва погт ш СИ Це юПомпе сопаилопз аге И Щед: 

М. М1 (6) = 0; 

М, №(ту-) < М-- Му (ЕС, уЕб). 

1 (С) депофез Веге %Ве чи\ еетеп\ о{ {Пе стопр С. 

Ре! 1п1610п 5. 1 % Бе а зеё о{ погтз ш С. \№е зау ЕВаь 9 13 
а ти/итотт ш С И Ме ГюПомше сопаИлопз аге шИЩеа: 

М.. М, - №, ЕЖ, чЪепеуег №, Е %, М, Е; 

М,. {0г апу МЕХ ап аЕС \е Гапсйор М, ш С деегийтей Бу 4Ъе 
ета у 

М2 (а- а) 
Беопоз $0 %; 

М.. {ог еуегу еетепь а о{ Ме остопр С Ч1егеть 1тош 1(С) Ш\еге 
ех1363 а пог МЕХ засВ 6Ваё № ЕЮ. 

Ву шеапз оЁ а ме! Кпо\ми Ропы]ао1’з \ШФеогет оп сотр!ее зуз- 
фетз 0{ пезойоигВос4з о! Ъе ип еетепь т а $0ро\021еа{ отопр № 15 
еазу 60 ргоуе 

ТНЕОВЕМ 6. Г} % 15 а тёитогт ат а этоир С, еп а 1орофову саъ 
фе 4ейпеа ап С зисй Ими 1е пу о} $е5 


тйеге № типз Итоизй \, сопзмез а сотМе!е зучет о} павйфойтйоо4$ 
0} {йе ипй е@етеш. 

шп ушае о! М5 Феогеш, еуегу ша! пог 10 Ве стоар С Ч4ебеглат- 
пез а $0ро1осу ш 113 5тойр, сопуегЫио С но а боро!озтса! отопр. Щ 
13 по6 ЧИН са $0 ргоуе 

‚ТНЕОВЕМ 7. Еъегу погт, Фар Ъеопо$ 10 йе тишпогт % а@егтап- 
тв Те 1ороовасай втоир С, 15 сопитиойз т Шиз 1оротовсай вгоир. 

ТЬе даезоп аг1зез \УВеег апу (юро!оо1са| отопр сап Ъе Чефегтюзтед 
Бу а ши Ипогт. \УНЬ Ше пзе о{ а сопзасмой 4ие 140 Кака 16 13 
розз Те &0 апз\ег (Ве диезоп ш {Те аНтшайуе. Мате!у, Ме ГоПо\мае 
Пеогеш 13 уаа: 

ТНЕОВЕМ 8. Т4е оу о} сопипиошз поттз т а юроюса етойр 
45 а тШИпотт ааегтаттв Из юроювтсай втоир. 

Те 1оПо\1то {Веогегз аге ргоуе@ аб сВагаскеге Фе соплиоцз, 
аз ме аз Фе ореп, пототогрВ1зтз 0{ {оро1оо1са|! стопрз 1 фегшз о 
010 0г108. 

ТНЕОВЕМ 9. А ютотогрызт Ф ора юроовсай втоир С йо а юро- 
[овтеай втоир Н 15 сопипиоиз &} ап@ ошу #} РФ 15 а сопипиой$ потт 
т С, ийепеоег Р 1$ а сопипиоиз потт т Н. 

ТНЕОВЕМ 10. А ютотогризт Ф ора пюроовёсай втоир С ото а 
ороовёсай втовр Н 15 ап ореп йототогризт #} ап4 отйу 1} Р #5 а соп- 
пиоиз потт т Н, \йепесег Р 15 зи а тей рапсиоп т Н та РФ за 
сопиптиои$ потт т С. 
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3. ТБеогеш 1 сап Ъе ргоуей аз {оо%з. УМе сопзтась 4Ъе {тее отоир 
Е зи фе ее №2515 Х ап@ сорз14ег 4№е погиз ш Ё замуше Ме 
ТоПо\лих сот оп: 

С. М (а ху" а) 13 а соптаом8 исмой о{ 6е рат оЁ ройиз {ху/ 
‚ 9 Х, уБепеуег а 13 ап еетепф оЁ Р. | 

Зисй погиз 11 Ё аге за1А 10 Бе сопзаз еп 6 ми Х. Ш 16 роззЫе 
$0 зВо\ {Фаф Фе зобаЦбу о{ погиз ш Р с01п3184е16 УИ Х 13 ашшы- 
погш шт Р. ТБе оу АННем Шу 15 (0 уегИу Фе сопаяоп М,, уЫсв сап Ъе 
допе Бу шеапз о{ а сопягисМоп о{ зоте зресла]! погз п К. ТЬ1з Беше 
Чопе, {Ше геталилих ргезеп{з по аИЙеяЦу. 

Тре зеё 3%, Бешо а пиЫпогт п Ё, Иитодасез а 1юро\осу нию Ме 
этопр С, \В1еЪ сап \№з Ъе сопз1Чегей аз а (0ро]0о1са] огоор. № 13 
еазу $0 зее {Ваё Р роззеззез Фе ргорегыез ЁЕ,, Е,, Е.. 

ТВеогет 2 сап Бе еазПу ргоуе4. Тье уайащу о! Феогеш 3 {юПо%з 
том Ще сопзбгасйоп сатллей ой 1т Фе ргоо{ о! Веогеш 41. 'ТБеогет 4 13 
ргоуе@ Бу шеапз о{ Фе зресла] погшз 11 11е {гее отопр агеаду изей 
$Ве ргоо{ о! Теогет 1. 'ТВеогет 5 13 еазПу ргоуе4 Бу шеапз 0! ‘№еогеш 410. 

4. Оше Ше помоп оЁ Ще {Ётее форо]ое1са] огомр 16 13 роз е 40 де- 
уе!ор Ме Меогу о! {0ро1051са]! огоирз Чебегиаией Ъу ге!а\опз реб\мееп 
Ще ро1пёз о{ {Ве зепега\ ие зрасе. ТЬ1з сап Ъе 4опе аз {о 1о%з. 

Пе! 1п161от 6. 1её Х Ье ап агЬИтагу зе. Оп@ег а ога ла Х ме 
зЗваП ипдегз&ап@ ап агЪИтагу зузбет {{5,,®;}}т,, мВеге т 18 а поп-пера- 
щуе ищерег, же Хе: = 51 (=41,..., т). 

Ре! 1п1%10т 7. Ву а 5сйетеш Х же зпаП шеап ап агЬЙтагу зеё о! 
уога ш Х. 

Ре{ 1 птёт от 8. Те В Ъе а зсВеше ш а сошр\ае]у геощаг зрасе 
Х, ф Ъеа сопИпиой$ шарршо о! Ме зрасе Х ша %0ро101са|! этопр 
С. У\е зраП зау аб &Ъе рат {Ф,С} 13 а геайзайоп оЁ В, И Фе юПо\- 
шо сопаилотз аге гИИШеа: 

В,. ФХ сепегафез С фюро]овлсаПу; 
т 

В,. П($2;:)"=1(С), 10г апу {{х, ЕВ. 
2=1 

16 13 еазу 40 ргоуе 

ТНЕОВЕМ 11. И {%,С} 15 а теайзацоп о} а зсйете В тт а сотр! ее у 
тезшаг расе Х ап у 15 а сопипиоиз йототогризт о} а Зороовасай 
2тоир С ото ап есегуйете Чепзе зибвтопр 0} а юроовасай втоир Н, 
Леп {уф,Н\ 15 а геаЙзайой о} йе зсйете В. 

Т№1з$ гезц]6 засоез4з 1Ве гоПо\шя 

Ре! 101610м 9. 1% {$,С} апа {, Н} Бе геаЙ та он$ 0{ Ще заше 
зсВеше. УУе зау 1Ваф {ф, Н} таисез (3 едигсайет 10) {Ф,Н} И \Ъете ех1565 
а соппаомз ВототогрЫзт (а форо1оэ1са1 1зотогрЬ1т) ух оЁ Ве ф0ро1ю- 
о1са] отор С 0110 ап еуегумЪВеге 4епзе зиботопр о! И (ошю Н) засВ 
Паб Ф= уф. 

Атопе а геа]12а 1013 оЁ а Яхе@ зсретшае 6Веге ех18ё5 висв опе {аб 
Заисез еуеге оф\тег геа]1ха оп оЁ 18 зспеше. Тр1з геахамоп 1$ иплаче 
ир №0 едатуаепсе. То раб (Ъезе геза 8 тпоге г1еогомз1у же Гоги аще 

Рей 1ютьтоп 10. {$, С} 13 а рмтагу геайзайоп оЁ \Ъе зевете В, И 


18 геалаМоп 1ш@лсез еуегу обтег геайхайоп оЁ А. 
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Тье ГоПо\аше \Теогешз аге тие: 

ГНЕОВЕМ 12. Еъегу зсйете т а сотр4аейу гевщаг расе йаз а рт- 
тагу тенйлапоп. 

ТНЕОВЕМ 13. Тйе ретагу теайзайоп о} апу зсйете ат а сотр ау 
гевшаг зрасе 1$ ишдие ир 10 едшощетсе. 

Ге ГгоПо\улте дейаИлоп дефегилпез ап ппрогбапё с]а53 0Ё геа]1ха10пз: 

Ре! 1п1&1оп 411. Ге {ф, С} Ъе а геаБла\оп оЁ а зсвеше А. \Ме зау 
Тау {ф, С} 1за 517161 геаплалоп о В И ФХ вепегафез С; 11 1Ве а] перга1с зецзе. 

То &№е помоп оЁ «зт1сё геаШхамоп» 4Ъеге соггезроп4 4Ве помопз о 
4311106 1адасИоп» ап «зыче у ргипагу геайтайоп», \Ваев аге де тей 
аз Го о\з: 

Ре! 1п1ё1оп 12. [е6 {5, С} апа {ф, С} Бе геа|хамотз 0{ &№е заше 
зспеше. \\е зау \Ваь {ф, С} ст4исез {9, С} ЯмсИу И 4Теге ех1зёз а соп- 
Ипчоиз ВототогрВ1зт Хх 0Ё {Ме 40ро]ор1са] отопр С ошю \№е шюрао- 
21са! огоар Н засВ {Ва Ф=уо. 

Бе{1п1ь1ою 13. {9,С} 13 а 56Цу рытату теайзайоп ой! те 
зспеше А Ц {$,С} 13 азёыгюё геайтамоп о? А {Ваф 1п4сез з1т1с у еуегу 
офБег 84т1с% геа]1хамов о! 18 зсвеше. 

\У\е Вауе {№е ЁоПо\ушя \Теогетаз: 

ТНЕОВЕМ 14. Г} {о, С} 15 а $&тер геайзайоп о} \е зсйете В апа у. 
15 а сопипиои$ фототогризт о} Ше 1ороосай втоир С ото а 1юрооеас- 
ай стоир Н, Шеп {уФ, Н} 15 а $&т1с1 теайзайоп о} В. 

ТНЕОВЕМ 15. Т4е ратагу теайзайоп о} ап атфитагу зсйете т а 
сотрёаейу гезшат зрасе 15 а ятсИу рпттату теайлайоп. 

ТНЕОВЕМ 416. Тйе зтсШу рттагу теаПзанйоп о} апу зсйете т а 
сотр аейу тезшатг зрасе #5 итлдие ир ю едитоепсе. 

'ТЬезе гези!&8 зВо\ аб 1Ш1е помоп о{ а в\г1сИу ргипагу геа2ай ов 
езвепаПу со1пе14ез У {Ваф оЁ{ а ргипагу геа]12а оп. 

блисе ШШе ргипагу геа]12айоп’ о! а зсВеше ш а сошр!ееу гесшаг 
зрасе 13 иплфиае пр 10 едилуепсе, {Ъе соггезроп@ше ф0ро|0о81са] згопр. 
18 чп1лаае пр {40 {0ро1051са] 1зотаогрЬ1зт. 

Ре! 1016100 14. У’е зау аф Ш\е зсЪеше А м а сошрае!у гезч- 
]аг врасе А@егтипе$ \№е &0ро1ос1са| отоир С, И ШМеге ех1з1з а шарршо` 
ф васв {Ва {9, С} 13 а ргивагу геа2амоп оЁ В. 

\У!е Гигётег Вауе 

Сого] |агу 3. Еоегу зсйете ат а сотреей[у тезийат зрасе 4аетти пез 
а 1ороовсай етоир. 

СогоПагу 4. Т#е тюроюзеса{ втоир 4еегтате 6у а зсйете ат а 
сот рае у тезийат зрасе #5 итаие ир 10 пороовсай гзотогрзт. 

16 15 еазу (0 ргоуе (Ше ЮПо\ушео Шеогетв: 

ТНЕОВЕМ 17. Еъегу 1орооргса{ зтоир сап Бе аеегтапей 6у а зсйете 
т а сотыаей) тевщаг зрасе. 

ТНЕОВЕМ 18. Т4е }гее 1оруозасай &тоир о} а сотреей) тевщаг 
зрасе 15 4йегтапей 6у йе етру зсйете. 

5. Тве геза!з апа1обомз №0 'Меогешз 4 —5 аге уа 14 {ог аЪеап 'боро- 
1081са] сгомрз. 1% 13 розз1 Бе 40 ртоуе Ме {оПо\ушя еогетз: 

ТНЕОВЕМ 19. Ге Х фе а сотраеу гевшаг зрасе. Тйеге елд51$. еп. 
ап абепап Торооглсай стоир Е* тИй йе рторегиез: 


ЕВЕЕ ТОРОГОССАГ СВОПРЗ. `` 


ых Х 5 а 3165 расе о} Е"; 

. Х зепетаез Е* ороювсаЦу; 

ее ка рацерег фе а сопитиойз тарртв ф 0} Ше зрасе Х тю ап 
атфйтату абейоай гороовтсай &тоир С, Йеге е5 а сопипиоиз фототог- 
ршзт Ф о] Ше 1ороовесай етоир Е* го ё втоир С зисй тар Ше едиа- 
11 (1) 15 заизДей рог есегу рат х о} 1Йе зрасе Х. 

ТНЕОВЕМ 20. Т#е гороовса!й втоир Е* ФИ Ше рторегиез Еа1, Раз, 
Ка, #5 ишаие ир ю зороовтсай тзотогризт, имей (еаоез гпоатщат аП 
роз о} Ше зрасе Х. 

'Тьезе {Теогештз епае из &0/ Гог] аве 

Ре 116 1оп 15. ТЪе ци! аще аЪеЦап форо]оз1са1 этопр Е* \ИВ ве рго- 
регыез Ка,, Ка,, Ка,1з саПе4 \№е }тее афейап 10 родовтса{ втоир ой Ве зрасе Х 

У\е Бауе {Те а гези65: 

ТНЕОВЕМ 21. Есегу сотраейу тезщатг зрасе рюттз а {ее афейап 
ра55 гп йе @вебтагс зепзе о} 15 }гее абейап пороовлсай втоир. 

ТНЕОВЕМ 22. Еъегу сотр шей) тевщаг зрасе 1$ с105е4 ат из ]тее 
афейап зороовисай втоир. 

Сого!1агу 5. ТАе ]гее афейат поройовасай втоир о} а сотрееу 
гезшат, бий поп-погтай, зрасе 1$ поп-потта{. 

Сого] |агу 6. Тйете ех15ё поп-погтай? афейап 1ороовса! 8тоирз. 

Ре! 1п1%10т 416. С ва ]тее афейап тюроогтсай етоир, И Тете ех13 {8 
а сошр]ее]у гезаг зрасе Х зась \Таф С 13 \е Нее аЪеМап ф0оро1о51са1 
Зтопр о! Х. 

У\е Бауе 

ТНЕОВЕМ 23. Еъегу афейапт пороовсай втогр 1$ ороовасаЦу 150- 
тотр№с 10 а юроовтсай диопет втоир о} а }тее абейат юроювесай втоир. 

Те !оПоууте \Теогеш зВо\уз Раф \Теге ех1з\5 а зиар!е соппехлоп 
Бебмееп \\е {тее %0ро]051са] 2тойр оЁ а сошр1еёе]у гесщйаг зраса ап Ме 
{гее авеПан {$0ро!о°1са1 этопр оЁ 1Ъе зате зрасе. 

ТНЕОВЕМ 24. Т#еге ежз8 ип ореп сопипиоиз фототогризт В 0} 
{ре }гее пороовтса] втоир Е о} а сотр ее у тевщаг зрасе Х ото Ше }гее 
афейап Фюороовтсай втоир Е* о} йе зате зрасе, щей (еаъез зтоатам 
есегу рой о} Х апа 15 зисй И из Кегпей 15 1е соттшат о} Е. 

Сого!1агу 7. Т4е соттёатё о} еьегу }тее порою втойр 15, 
с1озе ат Ши юроолса! втоир. 

Сого11агу 8. Тйе }’ее афейат Фороозесай втоир о} а сотр йе! у 
гевшаг зрасе 15 ороовеаЙу гзотогрМс 10 Ше 1ороовсай диойет 8тоир 
о} 1№е'[тее юройовтсай втошр о} йе зате зрасе Фу те соттшат о] йе 
1а3ё Форойовтсай втоир. 

ТВе {тее абеШап \0ро1081са|! отопр о{ а сотр\ефе\у гезаг зрасе сап 
Бе Чефегицие@ Ъу а эре зоВеше ш Имз зрасе. Та Гас%, 1пбтодисе 

Ре! 1п:610п 417. Тне цоаШёу оЁ могаз ш Х 09 Фе Тогы 
{2,1}, (9,1 (2, — 1, у, — 0} 33 саПей Ве соттмайойу зейете т Х. 

\У\е Вауе 

ТНЕОВЕМ 25. Т/е рее афейап юроовёсай втоир о} а сотые у 
геащаг расе (5 айегтиней Ву 4№е соттшацейу зсйете’ ат Шш$ зрасе. 

6. Зеуега! ицегез тя ргоешз м \\е \№еогу оЁ 1юро1об1са]. стоирз 
тгета!п а ргезет пизоуе@. 
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Ргоь]еш 4. То ргоуе ог №0 гебе 4\е аззег оп: \Ъе {ее форо]орс- 
а1 огопрз оЁ &\0 сошр1ебе!у гедшаг зрасез аге форо1оз1саПу 1зотогрс, 
11 апа оШу И \Мезе зрасез аге Ботеотогр с. 

`Ргоь]еюш 2. То ргоуе ог $0 гейце 4№е апа]обомз аззегИоп оп {гее 
ао ап {0р01051са] этоирз. 

Тве ниегез шо М№е]зеп — Зсвгейег {Веогетш аззег{з \Паф еуегу заБотойр 
ога {тее отомр 13 а {тее стоир. Ап апа!050из гези Во14з {юг Чтее аЪе- 
Паа отопрз. ТВезе ФЪеогетз саппоб ре {тапз{еггей 11 {$Ве 4отазиз оЁ {гее 
форо]ос1са\ отомрз (гезр. тее аБеЦап 10ро1оз1са] стоирз). ш {асё, Фе 
гоПо\йпя {асёз сап Ъе еазПу ргоуед. 

ТНЕОВЕМ 26. Т#е ргее (}гее абейап) о роовлсай етоир о} а поп-етриу 
сотр1аей у тезщаг зрасе 15 атзсоппече4. 

Сого1 1ату 9. Есегу }гее (}тее’ абейап) орооетса атоир, сотайипе 
тоте ап опе роту, #5 4зсоппече4. 

ТНЕОВЕМ 27. 1} а сотропев о} фе сотр@еЙ) тевщшатг зрасе Х 
сопиип$ тоге фтп опе рой, фйеп йе }уее (}тее афейап) 1ороо8тсай втоир 
0} Х о$зеззез а с1озе4, соппечей, зпоатат зиетоир, сотилттв тоте 
Фрап опе рощ. 

Ргор\еш 3. То ргоуе ог 10 тейце \№е аззегйоп: еуегу цосоии$- 
ар]е зтопр ати з а поп-погша]| форо1озу * 

Ре! !и1610п 18. Тье %0ро1051са! стоир С 13 тыла И еуету Ц 
зи рзеф 13 орев. 

Ргоь]еш 4. То ргоуе ог 10 тейие \Ъе аззегыоп: еуегу шИпие 
огопр аз а поп-тту1а1 $оро]1обу. 


Ре 11 оп 19. Тье зтоар 13 ипсоп4иопаЙу 4Е5соппечей И еуегу 
143 Боро\ося 13 91зсоппесе4. 


ТНЕОВЕМ 28. И’йацесег Бе а саг па питфег т > 1, йеге ея; ап 
ипсоп@ оп) 41;соппее втоир о} ротег т. 

Ре! 1п; 6100 20. Тре зазеь А оЁ 1Ъе огопр С 13 саПед ипсойио- 
паПу с4озе4 И 1 13 созе@ миЪ гезресь {0 апу бюро]ору ш Н. 

ТНЕОВЕМ 29. ЕЁ а втоир С роззеззез ап ипсоп@опаЙу с1озе 
ргорег зибЕтоир о} т4ех < 2*, 11еп С 15 ипсопйиоваЙу Фзсоппечед. 

Ргоь|еш 5. То ргоуе ог $0 гейце Ще ргорозИлоп: И еуегу ип- 
соп@ИопаПу с10озеё ргорег зафотоир 0{ а отопр С 13 0! шдех = 2 
\Ъеп С айшиз а. соппесе4 {0оро]обу. з 

Еуегу «едпайопт» }(а,,..., а, 2) =1 (С), мЪеге а,,..., аи аге зоше 
Пхе4 е|етеп\з о! ШЪе отоар С, х—а «уама Бе» апа }—а «Рапемоп», 
1. е. а рго@ае ‚о{ ро\мегз оЁ`а.,..., ат, х, Чефегитез ап пасопатзопаПу. 
с1озеё зирзеф оЁ ве огопр С. "Те 3065е6$ оЁ С \Ъаё сап Бе дефегитед 
ш 1$ шаплег, \/ Бе саЦе е1ештепбагу а] зеъгатс зиЪзевз. Апу 
иобегзесиоп ор Пийе зитз оЁ @етепагу а1вебгатс заЪзефз оЁ {Те стопр 
С \Ш Ъе саЦе4 ап а/вебтагс заЪзек о! \Ъе этопр. 

РгоБ|еш 6. То ргоуе ог 10 гейице &№е аззегыопз: еуегу ипсоп91- 
бопаПу с1озе@ зибзек оЁа 5гоир С 13 ап а|веЪга1с заЪзев оЁ 613 ртопр **. 


* Тр сазе о{ аЪеМап ртопрз 15 аззегМоп уаз ргоуеа Бу Е. Глуепзоп. 
** Та сазе о{ аЪеНаа бтопрз 1815 аззегМоп \уаз ргоуе Бу М. Регейпап. п сазе 
оЁ сошцаЫе втопрз {№15 Уаз ргоуей Бу 4Ве ап Вог Чигие {Ве рабИсаНоп оЁ {1$ рарег. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕТЕТГМ РЕ ГАСАРЁМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ ОЕ [08$3 


Серия математическля 9 (1945), 65-18 Земе тапстаначе 


А. Г. КУРОШ 


СИЛОВСКИЕ ПОДГРУППЫ НУЛЬМЕРНЫХ ТоПоЛоГИ- 
ЧЕСКИХ ГРУПП 


{Представлено академиком 9. Ю. Шмидтом\ 


В работе дано определение силовских подгрупп в. топологических 
группах и доказана теорема ($ 5), обобщающая теорему Силова, дока- 
занную для бесконечных групп автором совместно с Дицмавом и Узко- 
вым, и теорему Ван-Данцига, относящуюся к нульмерным компактным 

группам со второй эксиомой счетности. 

На развитие теории топологических групп пока весьма незначитель- 
ное влияние оказывают идеи и методы общей (т. е. алгебраической) 
теории групп, хотя последнюю можно считать теорией специального 
типа топологических групп, а именно групи дискретных. Несомненно, 
что переёмотр богатого содержания, накопленного в общей теории 
групп, с точки зрения возможности распространения его на более ши- 
рокие типы топологических групп, мог бы привести к возникновению 
нового направления в теории топологических групп, в котором некото- 
рые из крупных результатов общей теории групп нашли бы, быть мо- 
жет, свое естественное место. В настоящей работе с этой точки зрения 
рассматривается теория силовских подгрупп. 

Теорема Силова о сопряженности силовоких подгрупп, играющая 
в теории конечных групи очень большую роль, была распространена 
на бесконечные группы в совместной с А. П. Дицманом и А. И. Узко- 
вым работе автора ('), в которой доказана теорема: если в группе С 
содержится силовская р-подгруппа, обладающая конечным числом сопря- 
женных подгрупп, то все силовскге р-подгруппы группы С сопряжены 
между собой и их число сравнумо с 1 по модулю р. Позже Бъэр (?) 
дал новое доказательство этой теоремы. В настоящей работе указанная 
теорема распространяется на один класс топологических групп, не- 
сколько более широкий, чем класс групп, обладающих полной системой 
окрестностей единицы, составленной из нормальных делителей (теоре- 
ма 1). Следует заметить, что ограничение рассматриваемых топологи- 
ческих групп предположенгем, что окрестности единицы являются под- 
группами или даже нормальн ами ‚делителями, будет, вероятно, естест- 
венным для тех вопросов теории топологических групп, которые воз- 
никают из общей теории групи. 

Ван-Данциг (°) дает для случая компактных нульмерных тополо- 
гических групп со второй аксгомой счетности определение силовских 
р-подгрупи, использующее аппроксимируемость этих групп конечными 
группами, но'в действительности эквивалентное (в случае рассматрива- 


$6 А. Г.. КУРОШ 


емых им групп) общему определению, д_.лному в настоящей работе; 
юн доказывает также, что в указанном сл: чае все силовскиё р-подгруп- 
пы сопряжены между собой. Теорема 3, основная в настоящей работе, 
обобщает как эту теорему Ван-Данцига, так и тот частный случай тео- 
ремы 41, когда окрестности единицы являются нормальными делителями. 

Теорема 2 относится к общей теории групп и’ служит некоторым 
обобщением теоремы из работы (*). 

В дальнейшем будет предполагаться знакометво читателя с гл. 2 
книги Л. С. Понтрягина (*). 


51 
Элемент а топологической группы С будет называться р-элементом 
(р— простое число), если последовательность степеней 


ааа иораРх (1) 


сходится к единице, т. е. если во всякой окрестности единицы лежат 
почти все (все, кроме конечного числа) элементы последовательности 
(1). Всякий элемент, порядок которого есть степень числа р, будет, 
очевидно, р-элементом; обратно, всякий р-элемент или имеет порядком 
степень р, или же его порядок бесконечен. | 

Топологическая группа С будет называться топологической 
р-группой, если вое ее элементы являются р-элементами. В дискрет- 
ном случае это определение превращается в обычное определение (ал- 
гебраической) р-группы. С другой стороны, всякая р-группа будет при 
любой топологизации топологической р-группой. 

Всякая (не обязательно замкнутая) подгруппа топологической р-груп- 
пы будет топологической р-группой. Это следует из того, что откры- 
тые множества в подгрупие являются пересечениями с подгруппой 
открытых множеств самой группы. 

Всякая фактор-группа топологической р-группы по замкнутому нор- 
мальному делителю будет топологической р-группой. Это следует из 
существования непрерывного гомоморфизма между группой и ее фак- 
тор-группой по замкнутому нормальному делителю. 

Отсюда следует, что если топологическая р-группа С содержит за- 
мкнутую подгруппу Н конечного индекса, то этот индекс будет сте- 
пенью числа р. В самом деле, пересечение Н и всех подгрупп, с нею 
сопряженных, будет замкнутым нормальным делителем М конечного ин- 
декса Фактор-группа С/М№ конечна и одновременно является топологи- 
ческой р-группой, поэтому ее порядок есть степень числа р. Индекс 
подгруппы Н будет, однако, делителем порядка группы С/М. 

Если окрестности единицы топологической группы С ‚являются под- 
группами и С отлична от единицы, то С не можетбыть одновременно 
Р-группой и 4-группой при р+4. Действительно, ебли для элемента 
а группы С можно указать такие натуральные числа К и 4[, что эле- 
менты 42° и а содержатся в заданной окрестности единицы И, и если 
х и у таковы, что рх- 4у=1, то, так как 0 — подгруппа, 


| (ат') "(а фаС0. 
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Подгруппа (не обязательно замкнутая) топологической группы С 
будет называться р-подгруппой, если все ее элементы являются 
Р-элементами в С. Всякая р-подгруппа будет, очевидно, топологической 
Р-группой в смысле топологии, индуцированной в ней топологией самой 
группы... 

Объединение всякой возрастающей последовательности р-подгрупи 
будет р-подгруппой. Отсюда следует существование во всякой тополо- 
гической группе С максимальных р-подгрупи, которые будут называться 
силовскими р-подгруппами группы С. 

Элемент топологической группы, сопряженный с р-элементом, сам 
будет р-элементом. Действительно, пусть а будет р-элемент топологи-. 
ческой группы С. Возьмем элемент & \аё и произвольную окрестность 
единицы И. Множество 20И=_! открытое и содержит 1, а поэтому содер- 
жит почти все элементы аР”. Тогда в 0 содержатся почти все элементы 
ва" Е= (8 ‘а в). 

Отсюда следует, что подгруппа, сопряженная с р-подгруппой, сама 
будет р-подгруппой и поэтому подгруппа, сопряженная с силовской 
р-подгруппой, сама будет силовской р-подгруппой. Действительно, свой- 
ство р-подгруппы быть максимальной сохраняется при трансформиро- 
вании. 

Если р-элементы а и 6 перестановочны межди собой, то их произ- 
ведение аб будет р-элементом. Действительно, если дана окрестность 
единицы (, то существует такая окрестность единицы У, что У*С. 0, 
и такое число Ё, что для`всех К > № будет а С-У, 6" С-У. Отсюда 
(аб)Р” = ар" фт" УСО. 

С другой стороны, если а есть р-элемент, то а! также будет 
р-элементом. В самом деле, для любой окрестности единицы О суще- 
ствует такая окрестность единицы ТУ, что УС И. Есть такое Ё,, что 
для всех К = № будет аР С-У. Следовательно, (а—!)Р* С У—С-И. 

Отсюда следует, что если а есть р-элемент топологической группы, 
то циклическая подгруппа {а} будет р-подгруппой этой группы. Далее, 
в абелевой топологической группе совокупность всех р-элементов будет 
подгруппой, т. е. эта группа обладает единственной силовской р-под- 
группой. 

В дальнейшем будет использована следующая лемма, относящаяся 
к общей теории топологических групп. 

ЛЕММА 1. Нормализатор № замкнутой подгруппы Н топологиче- 
ской группы С есть замкнутая подгруппа. 

Действительно, пусть элемент а принадлежит к замыканию подгруп- 
пы М. Возьмем произвольный элемент й из Н и положим с=а йа. 
Для всякой окрестности У элемента с существует, ввиду определения 
топологической группы, такая окрестность И’ элемента а, что 


ИМИСУ. 


. = 
Окреетность И’ содержит элемент 6 из №, а поэтому элемент 16 
принадлежит к У и одновременно к Н. Таким образом, всякая ' окрест- 
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ность элемента с содержит элемент из Н, откуда, ввиду замкнутости Н, 
следует сС-Н. Этим доказано, что а \НасН. Такие же рассуждения 
для элемента а! вместо а покажут, что аНа“СН, т. е. а \На=Н, 
откуда ас М. 
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Следующая лемма относится к алгебраической теории групи и явля- 
ется общей леммой для доказательства теорем такого типа, как основ- 
ная теорема из работы (‘). 

ЛЕММА 2. Пусть в группе С дана система подгрупп ©, а в ней 
выбрана подгруппа Р, нормализатор которой есть №, причем выпол- 
няются следуюишие условия (р — фиксированное простое число): 

Г. Всякая подгруппа, сопряженная с подгриппой из ©, содержится в ©. 

И. № не содержит отличных от Р подгрупп из ©. 

ПТ. Если О — произвольная подгруппа из системы © и индекс в О 
пересечения М№ [|] О конечен, то он есть степень числа р. 

ТУ. Р`обладает конечным числом сопряженных подгрупп. 

При этих условиях все подгруппы системы © сопряэкены с Р и их 
число сравнимо с единицей по модулю р. 

Доказательство может быть проведено методом, использованным при 
доказательстве основной теоремы из рабсты ("). Мы применим, однако. 
метод, примененный для доказательства этой тесремы в работе (°). 

Пусть О будет произвольная подгруппа из С, 5} — система подгрупп. 
сопряженных с Р и отличных от О (сели О и Р сопряжены), Р’—не- 
которая подгруппа из 9), Р’Ев-—\Ре. Число подгрупп, сспряженных 
с Р’при помощи элементов из О, конечно, ввилу ТУ, и равно индексу 
в О пересечения &-1\М№з[] О, т. е., в силу Ги Ш будет степенью чис- 
ла р. Эта степень не будет нулевой, так как, на основании Ги П, из 
8 М; >0, т. е. МЭ в05-\, следовало бы О=Р’ в противоречие с оп- 
ределением системы $}. Подгруппа, сопряженная с Р’ при помощи эле- 
мента из ©, не может совпасть с О, снова ввиду Р’-О, поэтому вся 
система педгрунпп, сопряженных с Р’ при пемещи элементов из О, при- 
надлежит к 9}. Заставляя Р” прсебегать всю систему 9%, мы находим 
(так как О — подгруппа), что $} распадается на непересекающиеся под- 
системы, причем число подгрупп в каждой из этих псдеистем есть по- 
ложительная степень числа р. 

Отсюда — общее число подгрупп, входящих в систему 9), делится на 
р. Полагая О=Р, мы получаем, что число подгрупп, сопряженных с 
Р, сравнимо с единицей по модулю р. Если бы, накснец, в системе © 
содержалась подгруппа А, которая с Р не сопряжена, то, полагая ЭВ, 
мы получили бы, что число подгрупп, сопряженных с Л, делится на р. 
т.е. пришли бы к противоречию. 

Возвращаемся к рассмотрению топологических групп. 


ЛЕММА 3. Элемент а топслогической группы С тогда и только 
тогда будет р-элежентом, если дчя всякой окрестности единицы И моэк- 
но найти в множестве’ а такой р-элемент 6 =аии С- 0, и подобрать 
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такое натуральное число п,, что для всех п > п, имеют место вклю- 
чения * 
р"—1 


П (ап СО. 


1—0 


Доказательство. Если а — р-элемент, то при любом И) в каче- 
стве элемента Ь можно взять самый элемент а, т. е. и=1, и положить 
п, =1. Обратно, пусть для элемента 4 выполняются условия леммы и 
иусть У будет произвольной окрестностью ‘единицы. Существует такая 
окрестность единицы (, что ПОГ С-У, а для этой окрестности можно 
найти р-элемент 6 =аи, удовлетворяющий условиям леммы при нено- 
тором п,. Существует такое п,, что при пп, будет 62" СЦ, т. е 


р"—1 


(ан)Р" ль ао” П (ата а. 


ЕЕ 


Поэтому при п > тах (1, п,) 


ЕТО, 


т.е. @ есть р-элемент. 

ЛЕММА 4. Пусть в топологической группе С даны р-подгруппы А 
и В, из которых первая есть нормальный делитель. Элемент с=аф, 
где ас лА, ЬС В, тогда и только тогда будет р-элементом, ссли для 
всякой окрестности единицы Ц можно указать натуральные числа т, 
и п, с0 следующими свойствами: 

С 

(2) для всех п> п, имеют место включения 


р"—1 


Пс ®”" 52% о 0. 
1--0 


Доказательство. Пусть с будет р-элемент и пусть дана произ- 
вольная окрестность единицы И. Так как 6! есть р-олемент, то суще- 
ствует такое т,, что 5`Р”С-(. Далее, так как Ч — нормальный делитель, 
то ср” —= 4,6", а, С_А, откуда 


а; == "ф-т, 
Существует такая окрестность единицы У, что У "ИСИ. Элементы с и 


а, являются р-элементами, поэтому существует такое Ту что при п —- 7.) 
будет ср”о+" СУ, а," СУ. Однако, 


р"—1 
п ОЙ тр р-р 
ар — ср”}ол (с ТР?’ Б-Р”’об]Рр ь 


1=0 


* Здесь, как и в формулировке следующей леммы, возрастанию индекса 7 соот- 
ветствуег расположение множителей справа налево. 
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Отсюда следует, что интересующее нас произведение входит в УИ и 
поэтому в0. 

Обратно, пусть дана произвольная окрестность единицы У. Берем 
такую окрестность единицы П, что И0-\ССУ. и для нее подбираем чис- 
ла т, и п», удовлетворяющие условиям (1) и (2) леммы. Так как сР”о =- 
= 4,67", а. СА, то а, = сР”ф-Р”. Существует такое п,. что при п > п, 
будет а," СИ, т. е. 


р"—1 
(сР”об рто)р" — еР\о:® П с т Рос? Р"%) А 
9 


Таким образом. при п >= тах (ть, п,) 
СРЕДИНЕ 
т.е. с есть р-элемент. 
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Пусть в топологической группе С можно выбрать полную систему 
окрестностей единицы, являющихся подгруппами. Это будет систе- 
ма Х подгрупп 0, У, ... со следующими свойствами [(“), $ 17]: 

(х) Пересечением всех подгрупп системы » будет единичная подгруппа. 

(В) В пересечении любых двух подгрупи из Х содержится некоторая 
третья подгруппа из этой системы. 

(7) Для всякой, подгруппы И из № и всякого элемента а из С су- 
ществует в У такая подгруппа У, что а 'Та СО. 

Легко ‘видеть, что из условия (1) следует, что для всякой подгруппы 
О из У, всякого элемента а из С и всякого натурального числа К, су- 
ществует в Х такая подгруппа У, что для всех К, ОЕ = Ё,, будет 
а КУакс-0. Следующее условие будет, таким образом, естественным 
усилением условия (1): 

(7’) Для всякой подгруппы И из У и всякого элемента а из С су- 
ществует в У такая подгруппа И, что для всех к > 0 будет 


а У4с0. 


Назовем топологическую группу вполне нульмьрной, если в ней 
можно выбрать полную систему окрестностей единицы, являющихся 
подгруппами и удовлетворяющих условию (1’). К числу вполне нуль- 
мерных групп принадлежат все топологические группы, обладающие 
полной системой окрестностей ебиницы, состоящей из нормальных де- 
лителей, причем, как показывают примеры, эти два класса топологичес- 
ких групи не совпадают. С другой стороны, не всякая тополэгическая 
группа, обладающая полной системой окрестностей единицы, являю- 
щихся подгруппами, будет вполне нульмерной. Легко видеть, что вся- 
кая подгруппа вполне нульмерной группы сама вполне нульмерна. 

ЛЕММА 5. Во всякой вполне нульмерной группе С множество всех 
р*элементов замкнуто. 
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Действительно, пусть` элемент а принадлежит к замыканию множества 
р-элементов группы С. Если И — произвольная окрестность единицы, 
то через У обозначим окрестность единицы, удовлетворяющую условию 
(7’) по отношению к окрествости И и элементу а. В окрестности а! 
элемента а содержится р-элемент 6=ае, СУ, причем при любом }. 
имеет место включение а-Жа СИ и поэтому при любом п 


ВА 


П (а 75а) СИ. 


7=0 


т. е., по лемме 3, а. будет р-элементом. 

Так как замыкание подгруппы есть подгруппа, то отсюда следует, 
что всякая силовская р-подгруппа вполне нульмерной группы замкнута. 

ЛЕММА 6. Если вполне нульмерная группа С содержит р-подгруппы 
Ац В, причем А— нормальный делитель, то произведение АВ будет. 
р-подгруппой. 

Действительно, возьмем элемент с=аф, ас А, БС: В, и произволь- 
ную окрестность единицы (, э зэтем выберем окрестность единицы У, 
удовлетворяющую условию (1') по отношению к элементу с и окрестно- 
‚сти 0. Существует такое т, что 5 т”®С-У. Поэтому при любом п 
имеет место включение 

И: 
П (с 9” рю” с12то) С (0, 


1—0 


т. е., по лемме 4, с будет р-элементом. 

ТЕОРЕМА 1. Если вполне нульмерная тэпологическая группа С со- 
держит силовскую р-подгруппу`Р, обладающую конечным числом сопря- 
эженных подрупп, то все силовские р-подгруппы этой группы сопряжены 
между собой, а их число сравнимо с единицей по модулю р. 

Доказательство. Применим лемму 2, взяв в качестве © систе- 
му всех силовских р-подгрупи группы С. Справедливость условия 1 
доказана в $ 1. Для доказательства условия П заметим, что Р будет 
нормальным делителем в своем нормализаторе М и, оставаясь силовской 
р-подгруппой в №, должна, ввиду леммы 6, содержать все р-подгруппы 
из М. Донажем условие 1. По следствию из леммы 5 подгруппа Р 
зам кнута, поэтому, по лемме 1, замкнута и подгруппа №. Отсюда сле- 
дует замкнутость пересечения № с замкнутой силовской р-подгруппой 0, 
т. е., по доказанному в $ 1, индекс подгруппы М [] О в ОЖбудет сте- 
пенью числа р. Наконец, условие ГУ содержится в формулировке тео- 
ремы. | 

$4 

Следующая теорема относится к общей теории групп и является 
обобщением основной теоремы из работы (‘). 

ТЕОРЕМА 2. Если группа С содержит р-подгруппу А, обладаю- 
14ую конечным числом сопряженных подгрупп, то для всякой р-подгруп- 
пы В группы С можно указать хотя бы одну подгруппу, сопряжен- 
ную с А и порождающую вместе с В р-подгруппу. 
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Доказательство. Присоединяем к подгруппе А такие сопря- 
женные с нею подгруппы А*,..., А®, что подгруппа С={А, А*,..., 
АС.)} остается р-подгруппой, но ни одну из сопряженвых © А подгрупн 
больше нельзя добавить с сохранением этого свойства. Всякая подгруп- 
па, сопряженная с С, порождается подгруппами, сопряженными с А, 
ноэтому С обладает лишь конеччым числом сопряженных подгрупп, 
причем никакие две подгруппы, сопряженные с С, не порождают вме- 
сте р-подгруппу. 

Возьмем теперь произвольную р-подгруппу О и обозначим через 9} 
систему тех подгрупп, сопряженных с С, нормализатор которых не с0- 
держит О. Если. С’ С- 9}, то число подгрупи, сопряженных с С’ при 
помощи элементов из 0, конечно и будет положительной степенью чис- 
ла р: это число равно индексу в О пересечения О с нормализатором 
подгруппы С”, но это пересечение отлично от О. Если С”=4 'С‘4, 
9С 0, подгруппа С” принадлеязит к 9}: если бы нормализатор подгруп- 
пы С” содержал О, то обратным трансформированием мы получили бы, что 
О входит и в нормализатор подгруппы С”. Теперь легко видеть, что 
система $} распадается на непересекающиеся подсистемы подгрупп, 
сопряженных между собою при помощи элементов из (0, а поэтому 
общее число подгрупп, входящих в 3}. делится на р. 

Возьмем в качестве О подгруппу С. Нормализатор никакой под- 
группы С”, сопряженной с С и отличной от нее, не может содержать С, 
так как иначе Си С’ порождали бы вместе р-подгруппу, что невоз- 
можно. Таким образом, в этом случае система 53]}} состоит из всех под- 
групп, сопряженных с С, кроме самого С, а поэтому общее число под- 
групп, сопряженных с С, сравнимо с единицей по модулю р. 

Возьмем, наконец, в качестве О заданную р-подгруппу В. В систему 
9}, построенную для этого случая, ве могут входить все подгруппы, 
сопряженные с С, так как их число сравнимо с 1 по модулю р. а число 
подгрупп, входящих в $9)}$, должно делиться на р. Существует, следова- 
тельно, такая подгруппа С”, сопряженная с С. что ее нормализатор со- 
держит В, а тогда {С’, В} будет р-подгруппой; тем более всякая под- 
группа, сопряженная с А и входящая в`С’, будет порождать вместе с 
В р-подгруппу. 

Теорема доказана. Одновременно доказано следующее: егли группа 
С содержит р-подгруппу А, обладающую конечным числом сопряэжен- 
ных подгрупп, причем ни одна из сопряженных с А подгрупп не пороож- 
дает вместе с А р-подгруппу, то число подгрупп, сопряженных с А. 
сравнимо с 1 по модулю р. 


$5 


Снова возвращаемся к рассмотрению топологичесних групи. Пусть 
в топологической группе С дана замкнутая подгруппа И. В класс Ян 
иодгрупп, сопряженных с Н, следующим образом вводим топологию: 
берем в пространстве С любое открытое множество И, трансформируем 
его элементами подгруппу Н и обозначаем подмножество класса Ян 
через И". Систему всех И”, построенных при помощи всех открытых 
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‚множеств 0 из С, считаем базой открытых множеств пространства Ян. 
Этим, как легко доказать, используя замкнутость Н и лемму 1, в%н 
вводится топология, которая не зависит от того, какая из подгрупн, 
входящих в Ян, будет выбрана в качестве Н. Пространство ®п, так 
определенное, будет гомеоморфно пространству смежных классов груп- 
ны С по нормализатору подгруппы Н [(“), $ 18]. В дальнейшем, гово- 
ря о классе сопряженных между собою замкнутых подгрупп, мы всегда 
будем предполагать, что он указанным выше способом превращен в то- 
пологическое пространство. 

Предположим теперь, что топологическая группа С обладает полной 
системой окрестностей единицы (., являющихся нормальными дели- 
телями. Обозначим дискретную группу С/. через С*. Если Н — под- 
группа группы С, то ве образ при естественном гомоморфном отображе- 
нии С на С” обозначим. Н*; таким образом, М* = НО«/И.. 


ЛЕММА 7. Еслу, подгруппы Н, и НЧ, сопряжены в С, то подгруппы 
Н* и Н“ сопряжены в С“. Обратно, ‘если подгруппа Н сопряжена с И“ 
в С“, то есть такая подгруппа Н,, сопряженная с Нв С, что Н*"=Н. 
_ Первое утверждение основано на гомоморфизме естественного отобра- 
жения С на С“. Для доказательства второго утверждения возьмем в смеж- 
ном классе по (+, трансформирование которым переводит М” в , про- 
извольный элемент &. Если мы положим Н.=а\Нр, то Н*"=Н. 

Теперь мы примем, что Н —замкнутая подгруппа группы 6 и по- 
этому класс ®„ будет топологическим пространством. Обозначим через 

“ класс подгрупи группы 6”, сопряженных ‘с Н“. Если мы поставим 
в соответствие всякой подгруппе, Н, вез ®н ее образ Я“ в (*, то полу- 
чим, ввиду леммы 7, отображение ф, класса ®н на весь класс о 
нозначное в одну сторону. 

ЛЕММА 8. Полный прообраз ®.` (М) любого подмножества М из класса 
%, при отображении фь будет замкнутым подмноэжеством в классе %и. 
< Действительно, равенство Н*® = Н* равносильно равенству Я ‚С = Н.И. 
Озсюда следует, что если подгруппа Н, из Яи не входит в $5’ (), 
то для всех Н, из ©.'(М) будет НО.=Н.О.. Трансформируя под- 
группу Н, всеми элементами открытого нормального делителя И», мы 
получаем открытое подмножество класса Ян, содержащее Н, и имеющее 
пустое пересечение с $.'(М): из и'Ни- О. =Н.», где ис И» 
Н.С $=' (М), вытекало бы Н.И. =НоОо. 

Таким образом, отображение ©, будет непрерывным отображением 
пространства Ян на. дискретное множество Я. Отсюда следует, что 
если пространство Я бикомпактно, то для всякого х мнозеество У 
конечно. 

ЛЕММА 9. Подгруппа , Р тогда и только тогда будет р-подеруппой 
группы С, если для всякого °, подгруппа Р“ есть р-подгруппа группы С”. 

В самом деле, пусть Р будет р-подгруппой в СиаС-Р. Тогда сущест- 
вует такое ип.„, что ар"® С О., а поэтому смежный класс а. имеет в (.* 
порядок р". Обратно, пусть 4С-Р и пусть для всякого % имеется 


п , п 
такое п,, что (ар "СП... Отсюда следует, что аР “С- П.,т. е. а будет 
р-элементом. 


7% А. Г. КУРОШ 


Нашей целью является следующая теорема, в дискретном случае 
превращающаяся в теорему 2, но на нее опирающаяся. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть топологическая группа С обладает полной 
системой окрестностей единицы; являющихся нормальными делителями, 
и пусть в С дана такая замкнутая р-подгруппа Р, что класс ®%Р с0- 
пряженных с нею подгрупп бикомпактен. Тогда для всякой р-подгруппы 
О группы С можно указать такую подгруппу Р‚, сопряженную с Р, 
что подгруппа {Р,, 0} будет р-подгруппой группы С *. 

Доказательство. Ввиду следствия из леммы 8 класс ®» при 
всяком а конечен. С другой сторовы, подгруппа (0 будет, по лемме 9, 
р-подгруппой в С“, а поэтому, по теореме 2, в Я существуют такие 
подгруппы, которые вместе с (0“ порождают р-подгруппу группы С“. 
Обозначим через }{» систему всех подгрупп из Я, обладающих этим 
свойством. 

Пусть Оз И.. Возьмем любую подгруппу из системы ]}дз и запишем 
ее в виде РВ, причем ее прообраз Р, в Я» не будет, конечно, одно- 
значно определен. Таким образом, {Р8, 08} есть р-подгруппа в С8, но 
так как {Р8, 08} ={Р., О}В, то порядок всякого элемента из {Р,, 0} по 
модулю Из есть степень числа р. Это тем более имеет место по модулю 
И., поэтому {Р., 0}°={Р=, 0} есть р-подгруппа в С*, т. е. подгруппа 
Р* принадлежит к 3}. Если подгруппа Р, также является прообразом 
подгруппы Р8, т. е. Р8= РВ, откуда Р.Ов=Р.Ив, то тем более 
РА: = РО то! Ра РО. 

Мы определим, следовательно, в одну сторону однозначное отобра- 
жение тв. системы 9) в систему 9%, полагая тз.(Р8)=Р*. Если 
0; СОзс (Ца, то отображение х.„ совпадает с результатом последова- 
тельного выполнения отображений тв и ть. Если мы будем считать 
систему всех конечных множеств 5] частично упорядоченной, полагая 
3) > 9. при ИвС- 0», то оказывается возможным применить резуль- 
таты работы автора (°): можно так выбрать в каждой из систем 
по одной подгруппе Р<), что при 9} > )% будет кв» (Р)) = Р@) +* 


* Как указал автору Н. А. Леднев, таким же методом, как в тексте, может 
быть доказана теорема, параллельная теореме 3: можно требовать лишь комиакт- 
ность класса Я, но предполагать, что в группе С выполняется первая аксиома 
счетности (20.1. 4945). 

**+ В работе (5) рассматривается лишь случай отображения на все множество. 
Покажем, сохраняя обовначения работы (5), как этот результат можно распростра- 
нить на наш более общий случай. Пусть дана частично упорядоченная система 
конечных множеств А а И их проекций Па, НО предположим тенерь, что пз, есть 
отображение Ав в 4,, а не обязательно на Ао. Во всяком множестве А, сущест- 
вуют, как легко доказать, элементы <, обладающие прообразом во всяком 
Ав, Ав > Ав; систему таких элементов обозначим через 4’. При отображении Пре 
множество 4, отображается на все множество А:: если ни один из прообразов 
УЧ» ..., Ук в в элемента х из 4, не принадлежит к Ав, то существует такое 
4 > Ав» В котором ни один из этих элементов не имеет прообраза; тогда, однако, 
в я, не будет прообраза и для т. Теперь остается применить результаты ав Г) 
к ть множеств .4.. 
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Множество 5. тех подгрупп Р, из Яр, которые имеют своим образом 
при отображении $. подгруппу Р<), т. е. для которых Ра -= Р@), не- 
пусто и, по лемме 8, замквуто. Если ОвСОа, то 58 С 5а: евли Р.С 5в, 
т.е. 22 =Р®. то 


Ру = тва (РЁ) = пвь (Р®)) = Р®), 


т.е. Р.С 5». Отсюда следует, что пересечение любого конечного числа 
множеств 5. непусто, а поэтому, ввиду бикомпактности класса ®,, 
пересечение их всех также непусто. Существует, следовательно, такая 
подгруппа Р,, сопряженная с Р, что для всех а будет Р® = Р@). 

Подгруппа {Р,, О} будет Р-подгруппой группы С. Действительно, 
Р* = РС 3,, т. е. {Р*, 0*} ={Р,, 0}* будет р-подгруппой в С“ при 
всяком о, а поэтому, по лемме 9, {Р,, О} будет р-подгруппой в С. 

Теорема 3 доказана. Из нее вытекает, в силу следствия из леммы 5, 
что если топологическая группа С обладает полной системой окрест- 
ностей единицы, являющигся нормальными. делителями, и если в С 
содержится бикомпактный класс сопряженных силовских р-подгрупп, 
то все силовские р-подгруппы группы С сопряжены между собой. 

Частвым случаем этого последнего результата будет тот случай 
теоремы 1 настоящей работы, когда окрестности единицы — нормальные 
целители (само собою разумеется, без высказывания о числе силовских 
подгрупп), а поэтому и соответствующая теорема для алгебраического 
случая. С другой стороны, так как в компактной группе всякий класс 
сопряженных замкнутых подгрупп будет компактным [(“), теорема 11 
и ее следствия], то из указанного выше результата вытекает и теорема 
Ван-Данцига (*) о сопряженности силовских р-подгрупп в компактной 
нульмерной группе со второй аксиомой счетности (всякая такая группа 
обладает, как известно, системой окрестностей единицы, составленной 
из нормальных делителей). 
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А. КОКОЗН. ТНЕ ЗУГОУ ЗОВЕВоОР5 ОЕ 7ЕВО-ЭЕМЕМЗТОМА Г, 
ТОРОГОбТСАГ СКООРЗ 


ИММАВУ 


сы 


Ап е@етеп @ оЁ а 10ро1001са] отоир С \Ш Ве саНей р-е]ешепь- 
(р за ре) И фе зедиепсе 


2 Й 
ар ор мара 


сопуегоез 0 Фе чп е@етелб. А {0ро]1021еэ1 бгопр \Ш Бе саЙе4 горо- 
1021са1 р-сгопр, \упеп аЙ Из е!етоп{5 аге р-е!етенз. Апаюзои$у. 
а заботопр (поЁ песеззаг у с10зе4) оГ а {0ро!остеа| згоар @ \Ш ьу еа1|- 
1е4 р-зибогопр, \1еп а #з е@етеп{з аге р-еетев!$ 11 С. Махита| 
р-вабогойрз оЁа эгопр С \мШ Ъе саПей из Зу|1о\м р-зарегоирз. Роге 
Фзсгее сазе 115 помоп сошеЧез уиЬ Ша! оЁ Ше $у10\ р-заротоир 
1ибгодисеЯ 1п \\е рарег(") оЁ №е ашйог, фобеег миф Глемтани апа 
О2Ко\. Еуегу аБеПап {0ро!091е3] сгоир роззеззез а ипйае Зу10% р-за®- 
огопр. 

ГЕММА 1. Тфе погтайзег оф а с105е4 зифетопр т апу Пороовлсай 
втойр 1$ а с{05е4 зибегоир. 


$2 


Тве ГоПомаае ета ге{егз {40 (Бе а|ое)газс ЦМеогу о! отоирх апЧ 
у1е!48 а сепега| зсЪегае {ог ФЪе ргооЁ оЁ{ Фе \Теогетз злизар (0 Фе Иш- 
Затен(а] {Веогет 1т (*). 

ТЕММА 2. 5биррозе © 15$ а зуйет о} зибетоир$ ор йе этоир С, Р 1% 
а рхей зибетоир ап ©, № 15 Ше погттайзег ор Р. Ге 1» рПобпз соп- 
Читоп$ фе рирНЦеа (р 1$ а Нхе4 рыте): 

(1) Еоегу зибетоир соправае 10 а зибетоир фтот © Беюнву Изер то ©. 

(11) М сошатз по зибегоир тот © аг{фегем ]гот Р. 

(11) 7] О 15а зи6етоир тот © зиеВ тар Ше т4ег ор ИПОоОтоОк 
Ппие, еп Циз ат4ех #5 а рофег ор р. 

(1) Р ро55еззез ойу а Ппие питфег о} сопиейе зифетоирх. 

Опаег 1йезе соп4 лоту а йе зифотоир$ о} 11е зимет © аге сощивие 
10 Р апа Шат питфег 15 сопотиет 19 1 тоди!о р. 

Гешигааз 3 ап 4 4еа] \И\ {ороос1са| этопрз ап@ слуе Ше сопа оз 
Фа! Фе 1ойабу оЁ а! р-@йетеп!$ оГ а эгопр Бе с!0зе ап4 \№аф \\е уго- 
дис& о{ {Ве 1\%0 р-заЪотойрз, опе о зе 13 1пуанань, Ъе а1з0 а р-”- 
оточр. 


А 1юро]0б1са] огоир С 13 за! 10 Ъе сотр! е!е1у хего-а1 мепзто- 
па! 11 С роззеззез а сотр]ейе зузет о песйЪоцеВ 004+ Х о Ше мии, 
е]етлеп6 сопз1з ато оГ заоогоирз касй аб Гог еуегу зфогопр (ГЕХ апа 
еуегу еететр «ЕС \Меге ех1збз а заБотопр УЕХ ми! Ше ргорегу 
а^^Уа*с 0 {юг ай 'Ё— 0. 
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ГЕММА 5. т егегу сотр у зего-@тепягопай втоир 1йе`ве о} ай 
р-@етешз 1$ с405е4. 

Непсе ГоПомз П.е с1озефтезз о{ 6Ме ЗУ о\ р-зиегоаре т сошр1е{ ау 
хего-аптеп-10па| этопрз. 


ГЕММА 6. Г] А апа В аге р-зибвтоир$ о} а сотраец зето-@тептяо- 
па! стоир ап4 А 1$ апаизапат зифетоир, Феп в #5; а р-зифетоир. 
] сттаз 2, 5 апа 6 1юру 


ТНЕОВЕМ 1. 1! а сотывейу зего-фтепзопа! 10 ройостсай втоир С соп- 
14пз а 510% р-зифбетоир Р роззезяатз а Ипие питфег о} сопривие зи6- 
згоирз, (йеп аЙ 510% р-зифетоир$ о} С ате сопаее апа ат питьег 
‘$ сопетиет 10 1 тодшо р. : 


$4 


ТВе {оПо\ие Шеогет тгеЁехз {10 Ме сепета! Шеогу 0! отоирз ап4 13 
а зепегайтамоп оГ {фе паатепба] Феогет тп ('). 


ТНЕОВЕМ 2. // а втоир С сошатз а р-зибатоир А роззезята а рпие 
патьег о} сопривще зифетоирз, 1йеп Хот есет/ р-зифетоир В 0} С Шеге 
7$ @ (еа$ё опе зибетоир сотивие ю А имей зепега1ез, Фовейег ий В, 
а р-зиботоир. Гр, тотеосег, по опе о} йе зибетоирз сотивще 10 А вепегея, 
{озайег ФИЙВ А, а р-зидетоир, Шеп йе потфег о} зибетопрз сопти- 
зе 10 А (5 сопвгием 10 1 тодишо р. 


биррозе № 13 а с10зей зиБотопр о{Г а 10ро]о21са! этойр С апа Ян 1 
Ге <азз о{ зиБотоирз сопесзе 140 ИН. У\е 4аКе апу ореп зе ПИ 11 Ше 
зрасе С ап4 1тап:ЁРогт Те заГотсир Я Бу @етеиёз 9Ё 0. 
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ПАРА ЛИНЕЙЧАТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ, РАССЛОЯЕМЫХ ДВУМЯ 
СЕМЕЙСТВАМИ КРИВЫХ 


(Представлено академиком Н. Н. Лузиным) 


В работе рассматривается пара линейчатых поверхностей со взаимно 
однозначным соответствием образующих и. семейство кривых на каждой 
поверхности так, что соприкасающаяся плоскость к любой кривой 
в точке пересечения с какой-нибудь образующей проходит через соот- 
ветствующую сбразующую другой поверхности. Доказывается, что каж- 
дую пару можно дополнить семейством пар так. чтобы образовалась 
расслояемая пара конгруэнций. 


1. Пусть С, Ё’— две линейчатых поверхности, между прямолинейными 
образующими которых установлено взаимно однозначное соответствие. 
Пару (Г, Г”) будем называть расслояемой, если на каждой поверхности 
можно провести семейство со* кривых С’ (соответственно, С”) так, чтобы 
соприкасающиеся плоскости, проведенные к кривым каждой поверхности 
в точках их пересечения с одной прямолинейной образующей (например, / 
проходили через соответствующую сбразующую (например, Г) другой 
поверхности. . 

Легко привести пример такой пары. Рассмотрим расслояемую пару 
конгруэнций К, К’. По определению расслояемости (т) каждая из них 
несет семейство со* поверхностей » или Х', так что касательные плоскости, 
проведенные к каждой поверхности семейства каждой конгруэнции, 
в точках пересечения их с одним и тем же лучом этой конгруэнции, 
проходят через соответствующий луч другой конгруэнции. Как известно, 
эти два семейства поверхностей образуют систему Еапсм [по термино- 
логии Теггас1та (*)], а именно — всякая прямая, соединяющая пару точек 
двух поверхностей Х и Х’, лежащих на соответствующих лучах {[, Г, 
касается обеих поверхностей, ибо, по сэмому определению расслояемости, 
явллется пересечением их касательных плоскостей, так что любую пару 
поверхностей ХУ, У’ можно рассматривать как фокальные поверхности 
некоторой новой конгруэнции; сверх того (что гораздо важнее), все эти со” 
конгруэнции являются конгруэнциями И/; именно: если считать соответ- 
ственными на всех псверхнсстях », Х’ те точки, которые лежат на соот- 
ветствующих лучах 1, [Г пары конгруэнций К, К’, то асимптотические 
линии на всех поверхностях Х, У" ссответствуют друг другу. 

Следовательно, существует два семейства по со’ линейчатых поверх- 
ностей Г, конгруэнции К, которые для краткости можно назвать асим- 
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птотическими и каждая из которых несет на себе те асимитотические 
линии С всех поверхностей », которые соответствуют какой-нибудь 
выбранной асимптотической С, на одной из этих поверхностей, У,. Такая 
поверхность С, образована, очевидно, хеми лучами конгруэнции К, которые 
пересекают линию С,. Каждой такой поверхности Г соответствует 
в конгруэнции А” асимптотическая линейчатая поверхность Г”, несущая 
асимптстические линии С” всех поверхностей У’, соответствующих ли- 
ниям (. 

Нетрудно заметить, что такие две поверхности Г, и Г’ образуют 
расслояемую пару. Действительно, соприкасающаяся плоскость любой 
асимптотической С совпадает с касательной плоскостью ее поверхности У 
и, следовательно, проходит через соответствующий луч /’ конгруэнции 
К’, т. е. через соответствующую образующую поверхности Г”; то же 
можно сказать относительно асимптотических С’, лежащих на поверх- 
ности //. Их соприкасающиеся плоскости пройдут через соответствующую 
образующую / поверхности Г. 

Если конгруэнции К, К’ расслояемой пары — гиперболические, то 
поверхности С, Г’ —косые линейчатые (не развертывающиеся). 

Если конгруэнции А, А’ параболические, то одно семейство асимито- 
тических расслояющих поверхностей Х, У" соответствует тому семейству 
асимпитотических на фокальных поверхностях конгруэнций К, К’, 
касательные к которым образуют эти конгруэнции. Линейчатые поверх- 
ности /., [’конгруэвций А, К’, которые несут соответствующие друг другу 
асимптотические из этого семейства, очевидно, будут развертывающимися. 

2. Другой пример расслояемых пар поверхностей Г, Г.’ приводит нас 
к вопросу о расслояемых парах кривых (°). 

Две кривые (М,) и (М,), между точками которых установлено взаимно 
однозначное соответствие, образуют расслояемую пару, если к каждой 
паре соответствующих точек можно присоединить линейный комплекс, 
пмеющий касание 2-го порядка с каждой из этих кривых, который, для 
краткости, мы назовем соприкасающимся линейным комплексом пары. 
Общий касательный линейный комплекс (касание 1-го порядка), нахо- 
дящийся в инволюции (в смысле Коеп1оз’а) с соприкасающимся, кладется 
в основу нулевой системы Я. К каждой точке Р соприкасАющейся 
плоскости т, кривой (М,) присоединена в.нулевой системе Я плоскость, 
проходящая через прямую М,Р; аналогично, точке О соприкасающейся 
плоскости т, кривой (М,) присоединена плоскость, содержащая 
прямую М.О. 

Эти плоскости огибают два семейства линейчатых поверхностей (Р) 
и (0); каждая плоскость касается огибающей в своем центре (точки Р 
или (0). Прямолинейные образующие поверхностей (Р) образуют пучок 
© центром в точке М, и плоскостью т,; образующие поверхностей (0) 
составляют пучок с центром М, и плоскостью 2,. Кривая (М,) является 
общей асимптотичоской всех поверхностей (Р), которые, следовал” мьно, 
все касаются друг друга вдоль линии (М,); аналогично, все поверх- 
ности (() касаются вдоль асимптотической (М,). Наконец, любые две 
поверхности (Р) и (0) служат фокальными човерхностями некоторой 
конгруэнции И 
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Каждой поверхности (Р;) можно присоединить сопряженную ей 
поверхность (0;), так что соответствующие образующие все время пере- 
секаются в точке №;, лежащей, конечно, на линии пересечения соприка- 
сающихся плоскостей т, т.. 

Касательная плоскость у этих поверхностей (Р;), (0;) в точке М; 
общая; это — плоскость М,М,М,, соответствующая точке М; в нулевой 
системе линейного комплекса #. Следовательно, обе сопряженных по- 
верхности касаются друг друга вдоль линии (/,). Замечательно, что эта 
плоскость является ооприкасающейся плоскостью кривой (№;), которая 
служит общей асимптотической — подобно линии (М,) —для любых двух 
поверхностей (Р). 

Эта аналогия обращается в полное тождество. Если взять любые 
две кривые (/\,), (№,), то они обладают общим соприкасающимся линейным 
комплексом (касание 2-го порядка), тем же касательным комплексом 
в инволюции с соприкасающимся и той же нулевой системой. Они тоже 
образуют расслояемую пару. Их расслояющие поверхности (А) описаны 
прямыми двух пучков с центрами в точках М,, №, и плоскостями М, М,М,, 
№, М,М,. Поверхности (Р,), (Р.,), (0,), (0,) входят в семейство поверх- 
ностей (В). 

Поверхности (А) тоже соединяются в сопряженные пары, соответ- 
ствующие образующие которых все время пересекаются в точках М; на 
оси М,Мь, а сами поверхности касаются друг друга вдоль линии (М,), 
которая является их общей асимптотической. Замечательно, что семейство 
кривых (М;) не зависит от выбора пары кривых (№,), (№,). Обратно, 
любые две кривые' (Мо), (Мь) образуют расслояемую пару с тем же 
соприкасающимся линейным комплексом и той же нулевой фундамен. 
тальной системой. Расслояющие поверхности собираются в сопряженные 
пары, которые касаются вдоль тех же кривых (№;), их общих асимто- 
тических. 

Совокупность со’ поверхностей, служащих для расслоения любой 
пары кривых (Мо), (Мь), совпадает с совокупностью со* поверхностей (В;), 
которые мы получаем, рассматривая всевозможные пары кривых (№,), (№). 
Это — линейчатые поверхности, описанные прямыми, соединяющими любую 
точку М с любой точкой №. 

Две произвольные поверхности (В;), не обладающие. общей асимито- 
тической (соответствующие образующие не пересекаются на М,М, или 
на №,М№,), служат фокальными поверхностями некоторой конгруэнции И. 

Следовательно, рассматриваемое семействосо* поверхностей (А) образует 
двумерную систему В1апсВ1, которую естественно назвать системой 2-го 
рода. Это — совокупность оо поверхностей и со“ конгруэнций И’, но без 
закрепленного соответствия точек: если точка М, первой поверхности 
соответствует в конгруэвции И (лежит на одном луче) точке М, второй 
поверхности и точке ЛМ, третьей, а точка М, второй поверхности соот- 
ветствует точке М, четвертой, то в конгруэнции с фокальными поверх- 
ностями из третьей и четвертой поверхности точка ЛИ, будет соединять- 
ся лучом конгруэнции с точкой М', отличной от точки М.. 

Нетрудно видете, что соприкасающиеся плоскости кривых (М) в точках, 
лежащих на образующей М,М,, проходят через образующую №, М,, а 


2 Известия АН, серия математическая, № 2. 
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соприкасающиеся плоскости кривых (№) в тсаках пересечения с прямой 
№№, все содержат прямую М,М,; следовательно, пара линейчатых’ 
поверхностей Г, [/, описанных образующими М,М,, М№,М,, расслояется 
семействами кривых (М) и (№). 

Пара кривых (М,), (М,) со взаимно однозначным соответствием точек, 
если даже откинуть особые случаи, когда соприкасающаяся плоскость 
одной (или обеих) из кривых проходит через соответствующую точку 
другой кривой, могут дать два, расположения. Соответствующие каса- 
тельные обеих кривых могут скрещиваться или пересекаться. 

Если касательные кривые (М,), (М.) скрещиваются, то то же самое 
имеет место для любой пары кривых (М) или кривых (№), и поверх- 
‚ности С, Г’, списанные прямымиМ,М,, М, №,, — косые линейчатые. 

Если соответствующие касательные кривых (М) и (№) пересекаются, 
например, в точке 5 прямой М,М,, то -соответствующие им касательные 
любой из кривых (М) пройдут через ту же точку 5, касательные всех 
кривых (№) сойдутся в одной точке Т прямой М,М,. Поверхности Г,,[./ — 
развертывающиеся, и точки Г и 5 описывают их ребра возврата. 

3. В первой главе настоящей работы после установления (п° 4), основ- 
ной системы уравнений, определяющей расслояемую пару поверхностей, 
мы показываем, что ова всегда несет два семейства кривых, попарно 
расслояемых, и двумерное многообразие линейчатых поверхностей, 
составляющих систему В1апсВ1 2-го рода. Обращаясь (пп°5 и 6).к двум 
случаям расслояемой пары косых линейчатых или развертывающихся 
поверхностей, мы даем геометрическую характеристику каждой из них. 
Косые линейчатые поверхности образуют расслояемую пару, если они 
служат фокальными поверхностями некоторой конгруэнции У. Харак- 
теристика развертывающихся поверхностей пары более сложно выра- 
жается: соприкасающаяся плоскость каждого из их ребер возврата 
проходит через соответствующую точку другого ребра возврата (одномерная 
аналогия конгруэнции У’). Любые две расслояющие кривые разных 
семейств образуют пару того же вида. 

Во второй главе мы обращаемся к основной задаче о продолжении 
расслояемой пары косых линейчатых поверхностей в расслояемую пару 
конгруэнций. Непосредственное применение теоремы Сагбап’а о суще- 
ствовании интегрального многообразия системы Пфаффа, проходящего 
через заданный интегральный элемент, оказывается невозможным, ибо 
касательный элемент 1-го порядка, соответствующий заданной паре 
‘линейчатых поверхностей, является особым интегральным элементом для 
двумерной задачи. Таким образом, приходится для данного случая 


‚ решать заново задачу Сафап’а. Она приводит к ортономной системе 


уравнений в частных производных В1алмег. 
При подходящем задании пары точек А,, А, и А,, А, на каждой из 


` соответствующих образующих так, чтобы лучи А,А,, А.А, описывали 


новую пару расслояемых линейчатых поверхностей, существует с произ- 
волом одной функции одного аргумента расслояемая пара конгруэнций, 
‘которая включает в себе заданную пару линейчатых поверхностей 
в качестве асимптотических линейчатых поверхностей (поверхностей, 
образованных лучами обемх конгруэнций, пересекающих одну серию 
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сеответствующих друг другу асимптотических на всех расслояющих 
поверхностях пары), причем выбранные на образующих точки А; будут 
совпадать с фокусами луча. При этом одна точка А, может быть взята 
произвольно (одна функция одного аргумента), три остальных ею опре- 
деляются. 

Тем же методом решаются дополнительные вопросы о проведении через 
данную расслояемую пару линейчатых поверхностей расслояемой четверки 
конгруэнций (две расслояемые пары, описанные противоположными сторо- 
нами косого четырехугольника А,А,А,А,)—произвол двух функций одного 
аргумента. Аналогично находим, что произвольная расслояемая пара 
линейчатых поверхностей включается в сопряженную пару конгруэнций 
с произволом двух функций одного аргумента. 

Наконец, третья глава посвящена включению расслояемой пары 
развертывающихся поверхностей в расслояемую пару параболических 
конгруэнций. Здесь вопрос стоит значительно сложнее, но включение 
всегда возможно, и включающая пара, конгруэнций вполне определена. 


Глава 1 


4. Пусть А,А, и А, А, — две соответствующие образующие линейчатых 
поверхностей Г, [/. Проективные перемешения тетраэдра (А;) с вершинами 
в точках А,, А,, А,, А., определяются уравнениями 


ЧА; = ®} А, | ®: А, -г А, -- А, (=1,2,3,4), (1) 


где «; — линейные формы Пфаффа от дифференциала независимого пара- 
метра. 

Если пара Г, [.’ расслояема, тоусуществует семейство кривых (М) 
на поверхности Г, и семейство кривых (№) на поверхнобти [^, так что 
соприкасающиеся плоскости их в точках пересечения с лучом А,А, или, 
соответственно, с лучом А.А, проходят через луч 4А,А,— для первой. 
кривой или луч А, А, —для второй. 

Пусть эти кривые описываются точками 


М=А, + А, М=А, + А, 
Так как из формул (1) следует 


АМ = А, (в воз) | Я, (в; Е о, т 43) А, (вл ро;) - А, (в, + во), 
аМ=А, ‘в: -- ую!) - А, (5 -- у.) + А, (@з- ую) -- А, (в; Е у, - 45); 


то условия пересечения касательной (МАМ) с ребром А.А, и (Мам) 
с ребром 4А,А, 
(М ам А,А,) =0, (Мам А, А,) =0 


запишутся в виде уравнений 


ар = оо, в (в — ©.) — 91, | 


Фу ут у (6—4) — в. } 


(2) 


9* 
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Следовательно, 
ЯМ = (А, + ВА.) (1 воз) -- А, (9 рой) Е А, (о нео, а 
4№ = А, (в 9) + А, (98 + 5) Е (А, Е 4.) (53%). 
Соприкасающаяся плоскость кривой (М) пройдет через ребро А.А., если 
(М4?М А.А.) =0 | 
или, в силу предыдущих уравнений, 
{М, (63 63) 4А, - (91 Е 56) ЧА, А, Аа) =0 
или, с помощью формул (1), 
1 (о роз) о (в роб) ой || 
р («1 роз) ©; (@ Е оо.) о | 


или, если приравнять нулю коэффициенты при степенях |» 


ол 9; = 0, 
3.13 4,2 
и в =0: 
41 ? 
«т 910; = 6103 - ©19. 


Аналогично, соприкасающаяся плоскость кривой (№) содержит прямую 
А, А,, если 


р. НЕ ый 

Зе д 
розы: = 0, 

их 4 24 
6 -- 0203 = одет Е 610, 


Таким образом, пара линейчатых поверхностей Г, Г’ расслояема, 
если компоненты движений тетраэдра {А;} удовлетворяют системе урав- 
нений 


На 41 3,8 4.2 

«афу -- 051 = 0, аа 

1.3 3,.3 1.4 2-4 

«0, | 640, =0, во ея] (3) 
т аазик а и 

«10; —Фю, =0, вю, — 3: = 0. 


Система (3) содержит 8 независимых форм Пфаффа: ©, 1, 95, 1, 
9, ©) ®., ®.. С другой стороны, из 6 уравнений системы только 3 
независимы: если из двух форм в? и в, например, вторая отлична от 
нуля (обе формы одновременно могут обращаться в нуль только при 
0с0бо неудачном выборе точки А, когда она описывает ребро возврата 
поверхности Г.) и из двух форм © и в; хотя бы вторая не нуль, то 


система (3) равносильна уравнениям 


З 4 
2 
г 


(3°) 


Зы 4 03 р 
%, — 2%, 6; = у, РА 2%, 
1 1 2 
з 3 


Е 
20, = 90. 9 = 


где 2, у, <— новые неизвестные функции. 

Так как при этом одну из форм, например, ‹«*, можно выбором парамет- 
ра с привести к виду ®! = 40, то произвольная расслояемая пара ли- 
нейчатых поверхностей зависит от четырех произвольных функций одно- 
го аргумента. 

Действительно, наиболее общий тетраэдр пространства зависит от 
4.4=16 параметров; из них 4 параметра определяют нормирование 
четырех вершин. При подходящем нормировании, например, все формы 
9; можно привести к нулю. 
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Далее, для определения линейчатых поверхностей (А,А,), (А,А,) не- 
существенно, как выбрать точки А, и А, на первом луче, А., А,— на 
втором. 

Так как 1, ®, определяют перемещения точек А‚, А, по лучу А,А,, 
а формы ®;, ©; — перемещения точек А., А, по лучу А,А,, то подходя- 
щим выбором этих точек на их лучах можно и эту четверку форм 
свести к нулю: достаточно, например, взять два частных решения си- 
стемы (2) и поместить А., А,, А,, А, в соответствующие точки М,, М,, 
№ Л 

Таким образом, остается только 8 форм, отличных от нуля, которые 
уравнениями (3’) выражены через 1 = 45, = ^ 45 и три новых пере- 
менных т, у, &, т. е. через 4 произвольных функции от 5, именно 
= 

5. Остановимся теперь на случае косых линейчатых поверхностей 
(не развертывающихся) и покажем, что они служат фокальными поверх- 
ностями некоторой конгруэнции ИУ. 

Возьмем на луче А,4, произвольную точку 


Р=А, РА. 


Касательная плоскость к поверхности (А,4,) в этой точке опреде- 
ляется точками 


(А, А„аР) ={А,, А,, А, (91 - роз) | А, (1 - ро) } 
Эта плоскость пересекает луч А.А, в точке 
9=А, + 4А,, 
где 4 связано с р уравнением 
{Аз А, А,-Е ЧА,» А, (ой ро) - А, (14 ро) } =0 
или 
роз + 993 — ро — 1 =0. (4) 


Обратно, условие, что касательная плоскость к поверхности (А,4,) 
в точке О проходит через точку Р, получается из уравнения (4) заме- 
ной р на ди указателей 1 и 2 на Зи 4: 


рае! — Чо роз -- в =0. (4а) 


Оба условия совпадают, прямая РО лежит в обеих касательных 
плоскостях и, следовательно, касается обеих поверхностей, если имеет 
место пропорциональность 


3 з и. 
03 И — 5 © 5 
Еее. (5) 


Эта пропорциональность удовлетворена в силу уравнений (3) и сама 
приводит к этим уравнениям; стоит только ввести т, у, 3 © помощью 
первых трех из этих уравнений, чтобы получить из уравнений (5) вто- 
рые три из уравнений (3’). Остается показать, что конгруэнция, опи- 
санная лучами РО, является конгруэнцией И’, но это очевидно: точ- 
кам Р, лежащим на прямой А,А,, соответствуют точки О прямой А,А,; 
следовательно, прямолинейные образующие соответствуют друг другу, 
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—_———_—_- д ——— 


а так как фокальные сети всегда соответствуют, то в инволюциях с0- 
пряжекгнык направлений имеются уже две общих сопряженных пары 
(фокальная и одна пара совпавших сопряженных направлений — асим- 
птотические направления прямолинейных образующих) и все пары со- 
пряженных направлений — общие, т. е. конгруэнция ТУ. 

Можно и непосредственно обнаружить, что криволинейные асимпто- 
тические тоже соответствуют на поверхностях Г, [Г”. Чтобы проще 
провести выкладки, воспользуемся более удобным тетраэдром. Мы ви- 
дели, что каждая поверхность несет семейство кривых (М) или (М). 
Выберем произвольные две кривые (М,), (М,) и две кривые (№,), (М№.) 
и поместим точки А,, А,, А,, А, в точки М‚, М,, №.,, №.. 


Так как теперь уравнения (2) должны удовлетворяться значениями 


Л 1 
в=у=0, =. =0, то 


ре ре к а 
0—0. 6.0. 


С другой стороны, если нормировать точки А; подходящим образом, 
то можно добиться, чтобы | 


Пользуясь еще формулами (3’), мы представим таблипу компонент 
в виде 
АМ, = (х№,- М,), 
ам, = ®: (ум, 2 2№.), 
а, = (&М, 2М.), [| (6) 
ам, =вз (УМ, —хМ,). 


Уравнение асимптотических для поверхностей Г, напишется в виде 


(М, М, О 4Р)=0 


или 


{М,, М, М, + 4М., ам, ар-- в, (+ ру) 40} =0 


или. 
(е-- ру) 44а = (< чу)ар, «:=0. 


Первое уравнение переходит само в себя, если от поверхности Г, перей- 
ти к поверхности [” и, следовательно, заменить р на 4 и х на 5. 

6. Покажем теперь, что любая пара кривых (М) или (№) расслояема. 
Воспользуемся тетраэдром (М,М,М№,№,) с таблицей компонент (6). Если 
мы обозначим через (АВ) внешнее произведение двух точек А, В, т. е. 
шесть линейно независимых миноров матрицы, составленной из коорди- 
нат этих точек, определяющих прямую АВ, и черев 


Уе(АВ)=0 


уравнение линейного комплекса с коэффициентами сд. (индексы опуще- 
ны) и текущими координатами луча (АВ), то комплекс, имеющий каса- 
ние 2-го порядка с кривыми (/(,) и (М,), т. е. содержащий по три бес- 
конечно близких касательных, будет определяться из условий 
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Уе(м,ам,)=0, Ус(М,ам,)=0, 
Уе(М, 4*М,)=0, Уе(М,4?М.)=0, 
У, (ам, 4М,) + У с (М, 4*М,)=0, 
У с (ам, а:м,) + У с(М,4?М,)=0. 
В силу уравнений (6) первые два условия принимают вид 
2 Ус (М. М.) У е(М.М)=0, уУе(М, М.) = Ус (М, М) =0. 
Так как из уравнений (6) имеем 
4*М, = (х№,- М,) до М, ах - вю (22-49) М», 
4М, = (у№, — =№,) ав в (М, ау — №, а) - вх; (12 -- 9) М,, 
то вторые два условия принимают вид 
Уе(М, М) =0, Уе(М,М,) ау — У с(М, №.) 4: =0. 


Если 4у:ад=у:5, то 


(7) 


(М, ам, ам.) =0, 


т. е. эти три точки лежат на одной прямой, линия (М,)—прямая и 
поверхности Ё, [’ имеют общую направляющую прямую. Оставляя 
этот случай в стороне, имеем 


Е См, №.) = Хе (М.М) = Уе(М, М) =0 (8а} 


и третьи условия, определяющие общий соприкасающийся (касание 
2-го порядка) линейный комплекс, принимают вид 


— 1 У е(М, М) в: Ус (М, М,)=0. (85) 


Если отнесем комплекс к тетраэдру (М,М,М№,М,), так что каждая из 
вершин М;, М; имеет только одну координату — единицу, а все осталь- 
ные нули, то нити уравнения примут вид 


4 Е] 
Аа СЕ 
Га 
и в местных координатах (2;); (у:) комплекс определится уравнением 
62 9 
(ту, — ху.) + в (т.у. — 1.у:) =0. (9) 
Нетрудно теперь заметить, что полученный комплекс имеет касание 2-го 
порядка © каждой кривой 
М=мМ, +. М», 
где р удовлетворяет уравнению (2). При нашем выборе вершин тетра- 
эдра в силу формул (6) все члены правой части обращаются в нуль 


и в является произвольным постоянным параметром. Поэтому первое 
условие 


У с(мам)=Ъ} с (М, +ьМ, аи, вам.) =0 


удовлетворено в силу уравнений (6) и (8а). 
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Так как 


@М =аМ “Ао; (№, (ат ра) — Маз) 910} (а2-НУ) М, 


то удовлетворено и второе условие 
У е (М 4*М)=0. 


Наконец, третье условие 


У с (ам ФМ) Ус (М4мМ)=0 


может быть заменено в силу (8а) уравнением 


(оз) У с (№, @+ в), (1—вд), №, (@=-ь4у) — Мы) + 
ото Ус { М. М,, М, (2ах- ьз ау — ву а=) | 
+М, (42 -- ьау- ва 43} =0, 
которое приведет нас к уравнению (85), умноженному на 
в; {(1 — =) (4 - в ау) р (#- ву) 43}. 


Так как таблица (6) переходит сама в себя от замены М на № 
и зпачков Ли2 на Зи 4 и такое же преобразование выдерживает 
уравнение комплекса (9), то доказанное свойство распространяется и на 
все кривые (№) = (№, + »М,) при произвольном, но постоянном, согласно 
уравнениям (2), значении у. Все кривые (М) и (№) имеют общий сопри- 
касающийся линейный комплекс. 

7. Касательный линейный комплекс в инволюции с комплексом (9) 
определяется уравнением 


2,9, — 2,1 — а (Уи уз) =0. (10) 


Если здесь рассматривать (х;) как местные координаты некоторой 
заданной точки, а (у;)—как текущие координаты, то это уравнение 
определит плоскость, соответствующую в нулевой системе комплекса 
точке (5;) — центру плоского элемента с плоскостью (10). 

Совокупность всех этих плоских элементов образует многообразие 
четырех измерений. Можно ли его раселоить на со” многообразий каса- 
тельных элементов одной поверхности? 

Рассмотрим центр нашего элемента 


Р= М, х, | Мьх.-- Мл. -- М,х.. 


Все перемещения его определяются дифференциалом АР, который с по- 
мощью формул (6) принимает вид 
аР= М, {ах, + ®? (32, ух.)} -- М, {ах (2, —ях.)} + 
с М, {4х,-- (хх: я ут,)} + М, {4х. (т, —25,)}. 


Если точка Р описывает поверхность, для которой наш плоский элемент 
является касательным, то @Р удовлетворяет уравнению (10). Рнося сюда 
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вместо текущих координат у; коэффициенты при М;, М; в формуле для 
АР, получим 


д, ах, —т, 4х, —° (1,42. —1. 41) =0. (11) 


Это —единственное условие, накладывающееся на перемещение точки Р. 
Мы можем, следовательно, задать произвольное семейство поверхностей 


Е (5, т, Т., 2,)=С. (12) 


Полагая в силу однородности одну из координат равной единнце и при- 
нимая другую за независимое переменное, можно исключить третью 
с помощью уравнения (12) и определить четвертую из уравнения (11) 
с двумя произвольными постоянными, считая в том числе и постоянное (С. 

Это семейство со* кривых при перемещении тетраэдра опишет семей- 
ство со? поверхностей (Р), которое организует семейство со“ плоских 
элементов в со” семейств по со? плоских элементов, касательных в своем 
центре к отдельным поверхностям (Р,). В силу коррелятивности соот- 
ветствия нулевой системы комплекса, если точка Р, лежит в плоскости 
элемента {Р,}, то и плоскость элемента {Р,} проходит через центр Р,, 
а так как эти плоскости являются теперь касательными плоскостями 
поверхностей (Р,) и (Р,) в точках Р, и Р,, то прямая Р.Р, будет общей 
касательной поверхностей (Р,) и (Р,); иначе говоря, эти две поверхно- 
сти служат фокальными поверхностями конгруэнции (Р.Р). 

Если в качестве семейства поверхностей (12) выбрать пучок плоско- 
стей с осью М№,М, 


А, 6036. 
то уравнение (11) будет иметь интегралом 


7—9 


— второй пучок плоскостей с осью М,М,. Их пересечением являются 
лучи линейной конгруэнции с директрисами М,М,, №, №,. Они-то и опи- 
сывают со” расслояющих поверхностей (Р). Все они — линейчатые и соот- 
ветствуют своими прямолинейными образующими. Конгруэнции, фокаль- 
ными поверхностями которых они служат, представляют собою конгру- 
энции И’, и мы получаем систему Влапе 1. 

` 8. Допустим теперь, что поверхность Г, — развертывающаяся поверх- 
ность и ребро возврата описывается точкой А,, а касательной плос- 
костью является плоскость А,4,А.. Тогда внешние произведения точек 
(по Грассману) равны нулю 


(4А,, Ат А) = 0, (аА,, и И А,)=0, 


и уравнения (1) нам дадут 


08 = =0, &=0. (13а} 
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\ 
Если о =0, то АА, тоже помещается ца `прямой А,А,; следовательне, 
а (А, А,) пропорционально (А, А,), т. е. прямая 4,4, не двигается и по- 
верхность Г, вырождается в прямую. Оставляя это в стороне, имеем 


о: = 0, 61 =0; ‚ (135) 
(следовательно, 
(ЧА, А,, А.) =0, (ЧА., А,, А, А,) =0. 


Вторая поверхность [’ тоже развертывающаяся, ее ребро возврата 
описывается точкой А,, касательная плоскость совпадает © плоско- 
тью 4.4.4... 

° Пара кривых (4,), (А.) представля одномерную аналогию конгру- 
энций И’, которую отмечал еще В1апсЫ. Обе кривые расположены так, 
что прямая А,А,, соединяющая каждую пару соответствующих точек, 
является линией пересечения их соприкасающихся плоскостей. 

Обратно, если соприкасающиеся плоскости, проведенные в соответ- 
ствующих точках каждой из двух кривых, проходят через сходственную 
точку другой кривой, то развертывающиеся поверхности их касатель- 
ных составляют расслояемую пару линейчатых поверхностей. Действи- 
‘тельно, помещзя вершины тетраэдра А,, А, в пару соответствующих 
точек наших кривых, а вершины 4А;, А, —в произвольные точки их каса- 
тельных, мы сейчас же придем к уравнениям (13а) — (135), откуда 
система уравнений (3) прямо следует. 

Нетрудно заметить, что любые две кривые (М) и (№) расслояющих 
пару косых линейчатых поверхностей дают пример такой пары кривых — 
мы видели, что соприкасающёяся плоскость кривой (М) содержит весь 
луч М№,М№,, а следовательно, и точку № второй кривой и обратно. Две 
касательных (М,, х№,- М№,), (№, &М, -М,) описывают расслояемую 
пару развертывающихся поверхностей. 

Следовательно, расслояемая пара косых линейчатых поверхностей 
(или, если угодно, конгруэнция И с линейчатыми фокальными поверх- 
ностями) несет со? расслояемых пар развертывающихся поверхностей. 

‚Обратно, нетрудно показать, что всякая расслояемая пара разверты- 
вающихся поверхностей несет на себе сколько угодно расслояемых пар 
косых линейчатых поверхностей. 

Выберем вершины 4,, А, в точках касания лучей А,4\, АА, © их 
ребрами возврата и положим 


В, =ВА, + А., В. =ТА, | А.. 


Проективные движения тетраэдра (А,В;А,В.) будут определяться 
компонентами | 


Ре В б 2 ба а 0 О ОЕ 
О = 
= а И ба - > 
=.) =, - Ву, в, =В, о =0, 
ри ^^ — 79 
1 а зе 4 &: 
` в: = 0, 4; =0,, 4; = ®; — Во, 6. 0, 
ы ИС лв та 2 г 
1 у ее 22 з 
в. =Г, : = 0, в, —=%., , =“, о, 
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где 
р 2.4 з 4\ .- й 
В = 48 — В; В (3 — ©) оз, (14) 
вы 2.2 1 р 
Г= 41 — ув у (© —в;) + а. 

Требуя, чтобы компоненты ®; удовлетворяли системе (3), т.е. чтобы 
косые линейчатые поверхности, описанные прямыми А.В. и А,В., состав- 
ляли расслояемую пару. мы придем к единственному уравнению 

«Г — В = 0. (15) 


что и доказывает наше утверждение. 
9- Нетрудно заметить, что в силу формул (13а) — (135). уравнения (2* ) 
‘принимают вид 


= М («1 вой) | А,воз, (16) 


=М№ («+ уфа) -- Ау. 


Следовательно, касательные всех кривых (М) сходятся в точке А,, а каса- 
тельные всех кривых (№) —в точке А,. 

Линейный комплекс, имеющий касание 2-го порядка с двумя кри- 
выми (М,) и (М,), котофые соответствуют двум решениям в, и ш, урав- 


нения (2), попрежнему удовлетворяют условиям (7) п° 6. 
В силу уравнений (16) первые два условия принимают вид 


Уе(М, 4А)=0, Усе(М, 4) =0 
или 
У е(4, 4.) =0, У с(А, 4.) =0 
На основании равенств (13) вторые условия (7) дадут 
ем: А) =0 е(М, 4) =0 
или 
Ус (4. 4А)=0, Уе(А, А.) =0. 
Наконец, третьи условия (7) приводят к единственному уравнению 
Ф — С (А, А.) — в № с (А, А,) о 
и мы получаем в местных координатах (7;), (у;) уравнение искомого 
комплекса в виде 
=1 
119, Я. Ч: (ту. —т.у,) =0. (17) 


Он не зависит от параметра №» и является общим соприкасающимся 


линейным комплексом всех кривых (М) и (№). 
Фундаментальная корреляция определяется комплексом 


2,9. —9.У! 2 (ту. — 249:) =0. (18) 


Это же уравнение определяет в текущих местных координатах плоскость 
элемента с центром в точке (2;). 
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Перемещения центра 
Р=А,х.- Ах, А.х,-| Ах, 
определяются с помощью формул (13а), (135) дифференциалом 


АР — А, {4 а, ой, о, ал, } + А, (5, ое, 0} + 
Внося эти координаты @Р в уравнение (18) вместо текущих координат ух, 


получим условие, что поверхность (Р) имеет плоскость (18) своей каса- 
тельной плоскостью, в виде уравнения 


з 


{Чу — Ув: — (03 —6;) + оз} 0, (19) 


[© о 
ла {ар — ро, — в (1 — 9) 9} — 323 


где 


и — У = . 

ь са 43 
Следовательно, если потребовать, чтобы линия, описывающая поверх- 
ность (Р) лежала в плоскости 1, =ьх, и содержала точку М, т. е. в 


удовлетворяло уравнению (2), то уравнение (19) покажет, что она вместе 
лежит в плоскости 


где у является решением второго уравнения (2). Это будет прямая 
линия, соединяющая одну из точек М с одной из точек №. 


Глава ПИ 


10. Переходим теперь к основному вопросу этой работы: можно ли 
включить произвольно заданную расслояемую пару линейчатых поверх- 
ностей в состав расслояемой пары конгруэнций? 

Будем рассматривать сначала пару косых линейчатых поверхностей. 
Оставляя точки А,, А, на луче 4А,А, вполне произвольными, поместим 
точки А, и А, прямой А.А, в точках ее пересечения с касательными 


плоскостями первой поверхности (А,А,) соответственно в точках А, и 
А,. Тогда, очевидно, 


0. =0 №0. (208) 


При этом $, 01 отличны от нуля, иначе поверхность (4,А,) будет 
развёртывающейся и точка А, или А, —точкой касания образующей 
А, А, с ребром возврата. 

Внося значения (20а) в уравнения (3), получим 


в: =0, 90, 5-90. (205) 
Следовательно, при данном выборе вершин тетраэдра, расслояемая 


пара косых линейчатых поверхностей определяется системой уравнений 


20а), (20Ъ). 


ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ 93 


Пусть теперь ребра тетраэдра 4,А,, А;А, описывают две конгруэнции 
расслояемой пары. Проективные движения тетраэдра (4;) зависят от 
двух параметров и определяются дифференциалами 


АА; = ЗА, + Э3А,-- З3А,-- 98А., о 


К - 
где ©; — линейные формы, от двух дифференциалов, удовлетворяющие 
уравнениям структуры проективного пространства 


(0;)' = [9:9]. (22) 


В правой части выполнено суммирование по указателю &=1, 2, 3, 4. 
Если точки 


М=А, ьА, М=А, -УА, 
описывают расслояющие поверхности пары, то касательные плоскости 


определяются точками М, А,. А, или №, А,, А,; следовательно, равны 
нулю внешние произведения точек (определители) 


(ММА, А.)=0, (АММА, А.) =0, 


или 
{ А, ар А, (9.4 р®,) | А, (9, в9;), А, вА,, А., 4,} =0, 
(А, Чу- А, (9,  у®.)- А, (9, -у9.), А, Бул, А,, 4,} =0, 


или 


Че 9. р (9, — 9) — 91, | 03 
= 9 (98—91) — 9%. РН 


Это те же уравнения (2), которые определяли расслояющие кривые 
пары линейчатых поверхностей, но теперь они содержат два дифферен- 
циала независимых переменных, а потому, чтобы уравнения допускали 
со' решений, должны удовлетворяться условия интегрируемости. 
Дифференцируя первое уравнение (23) внешним образом, получим 


2 [9594] + ( [2593] — [9592] } — [9204] +- 
Е [ЬРо1 в (©: — 9) — ©, 29+ 91—09] =0, 


или 
и” {[9595] -- [9; — 9, 9] } в {[950%] — [9502] — 2[9:0, |} — 
— [940%] — [9%, 9, —9,] =0, 
ИЛИ 
о {[959,] + [9,2 ]} {в [9:9] -- [919] — [9:9 | — [9:9 } — 
— [9:9:] — [92:9] =0. (24а) 


Аналогично второе уравнение (23) дает 


У { [9,91] + [9.9 ]} + у [9,9%] -- [9,85] — [9.9] — [9.9 |} — 
— (9,9, | — [2:8] = 0. (215) 


Чтобы уравнение (21) допускало решение с произвольным постоян- 
ным, необходимо и достаточно, чтобы уравнения (24а), (24Ъ) удовлетво. 
рялись относительно | и у тождественно, т. е. чтобы коэффициенты пр! 
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степенях ь и у обращались в нуль. Таким образом, мы приходим 
к системе уравнений 


[9203] + [9:9] =0, [9:04] + [9194] =0, 
[2:5 + [6:0] 0, [9.014 ОН 0, (25) 
[00] — [00] =0, [9*91 — [9803] = 


Допустим теперь, что луч А,А, имеет два фокуса; совместим с ними 
вершины тетраэдра А,, А,, а фокальные плоскости выберем за плос- 
кости А,А,А,, А.А,А,. Тогда плоскость А,А,А, будет касательной 
плоскостью фокальной поверхности (А,), а плоскость А, А,А, будет иметь 

`такое же значение для. поверхности (А,). Следовательно, 


(ЧА, А. А, А,)=0, (44, А, А, А.) =0 


или в силу (24) 
=, ' 92 =0; (26а} 


г 


С другой стороны, формы 9%, 9 теперь должны быть линейно незави- 
симы, иначе дифференциал 


а(А, А,) = (А, 4.) (8, 9,) | (А, А,) © + (А, А.) 9: 


зависел бы только от одной независимой формы и луч описывал бы не 
конгруэнцию, а поверхность, что мы исключаем. 
знося значения (26а) в первые четыре уравнения (25), получим 


[949] =0, [9:9] =0, [8:0:]-=0, [9109 =0, 
откуда 
910, 9-0. (26) 


Последние два уравнения |(25) дают только одно независимое соот- 
ношение 
[9301] — [9:08] =0. (27а) 


Наконец, дифференцируя внешним образом уравнения (26а), (26Ъ), 
получим систему 


[904] - [99 =0, [9:03] [9103 = и 


: 27} 
[9.9,] + [9:0,| =0, [9:9] - [9:8] = 


Уравнения (26а), (26), (27а), (275) определяют расслояемую пару 
конгруэнций. 

11. Задача включения расслояемой пары линейчатых поверхностей 
в состав расслояемой пары конгруэнций сводится к построению решения 
системы (26а) — (26Ъ), (27а) — (275), которое при некотором добавочном 
уравнении, наложенном на независимые переменные, совпадало бы 
с заданным решением системы (20а) — (205). Согласно основной теореме 
Сатап”а [(“), р. 366], через всякое интегральное многообразие (не 
особое) }{, числа измерений р проходит по крайней мере одно инте- 
гральное многообразие 3}р.! числа измерений’ р+1, если каждый 
интегральный элемент (не особый) Ф, многообразия 9} принадлежит 
хотя бы одному интегральному элементу @р:1 числа измерений р 1. 
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При этом мновообразие $] }{р+! — единственное, если через интегральный‘ 
элемент Фр проходит только один интегральный элемент @р-+1; много- 
образие 9}{р+1 зависит от р произвольных функций от р-+-1 аргументов, 
если семейство интегральных элементов @р:и, проходящих через любой. 
интегральный элемент Фр, зависит от р параметров. 

В этой теореме существенно, чтобы рассматриваемый интегральный. 
элемент фр, касательный к многообразию У», был Не особым, т. е. 
чтобы через элемент фр проходило не больше интегральных элементов. 
Фен: чем через любой соседний элемент @р, отличающийся от него на 
бесконечно малые приращения его координат. 

| Расслояемая пара конгруэнций определяется системой, содержащей 
уравнения Пфаффа (26а) — (26Ъ) и квадратичные уравнения (27а) — (27Ъ), 
которые включают в себе и все внешние производные от уравнений 
(26а) — (26Ъ). Интегральный элемент первого порядка @, определяется 
уравнениями (26а) — (26Ъ). Принимая ` линейно независимые формы 
2, ©, за формы, определяющие дифференциалы независимых перемен- 
ных и, следовательно, задаваясь произвольными числовыми значениями 
их в произвольно заданной точке, мы должны положить, согласно: 
уравнениям (26а) — (26Ъ), 


94 — 08—01 9—0. 


Произвольные числовые значения остальных форм, содержащихся 
в нашей системе, 


З 1 1-04 2 3 
°, °,, Э,, о, 4? 9. 


составят 6 произвольных параметров, от которых зависит интегральный 
линейный элемент @, нашей задачи. 

С другой стороны, интегральный элемент (конечно, первого порядка} 
системы (20а)— (205), определяющей расслояемую пару линейчатых 
поверхностей, задается значениями, 


3 
2 


Я = 
=, =, =0 


и произвольными значениями остальных форм ‹^ подчинеяных един- 
ственному условию 


031 — 6401 = 0. (28) 


Любое интегральное многообразие 9%, системы (20а) — (20%) имеет 
такой элемент своим касательным элементсм. Нетрудно заметить, что 
его можно принять за интегральный элемент ©» первого порядка 
системы (26а) — (26Ъ); (27а) — (27Ъ), а следовательно, многообразие 9}$, — 
за интегральное многообразие этой системы. 

12. Однако такой интегральный элемент @., как легко видеть, бу- 
дет особым элементом для системы (26а) — (26Ъ), (27а) — (27Ъ). Действи- 
тельно, обозначим через 


4 


0 = 08 = 81 = 92 = 0, х 
1 2 з й 
числовые значения этих форм, ая элемент. Они удовлетво- 
ряют условию (28). Обозначим через, числовые значения таких же 


ЕВ 1 я ь 
форм, определяющие другой линейный элемент ©,, который вместе с 
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Ре = — 


элементом © о: интегральный элемент второго порядка ©» со- 
держащий в себе фу. : 

Уравнения (26а) — (26Ъ), (27а) —(27Ъ) накладывают на величины 1 
условие 


тк м, п, 0, \ 
ди — той — кво дао = 0, | 
та — паз — п, 9 п. = 0, ) (29) 
пт — поз — паз -- зо. = 0, 
пт ак то, | 
91а — п —- 40; хо, 0. 


Величины ^?, п. мы ‘должны считать произвольно заданными, при 
единственном условии, чтобы они не были пропорциональны 3, ®*, ибо 
через них линейно выражаются дифференциалы независимых переменных. 
Так как по этим же основаниям ®1, ® не могут одновременно равнять- 
ся нулю, то можно считать 6? отличным от нуля и приписать ему зна- 
чение 


т Ч и 


Тогда первые три уравнения (29) определят п., пу 


= по, лю, — п, \ 


1 
о | (30а) 


т = п, п, — п. 


д: 
05 у 
уе 3) 
а 
и - хо 
т: 3. 
2 1 


Внося эти значения в остальные уравнения (29), получим 


а (оду — 61) Е (оз — 91) = — < (оо роза) | коз 


ао — о) па (од — в) = — (оо Е ло) - 2. | 


К 
Для произвольного линейного элемента ©, (®,), если 
2, .4 т 
ол — 91 0, 


уравнения (30) определят м, п?, если задать произвольно л* и, следо- 
вательно, второй линейный элемент Же а вместе с ним и интеграль- 
ный элемент второго порядка ©,, содержащий в себе ©°, будет опре- 
делен с одним произвольным параметром. 

Однако уравнение (28), имеющее место для нашего элемента @° (®/), 
приводит как раз к исключительному случаю. Уравнения (305) теперь 
не будут содержать величин т., п?. Искяючая неизвестное п", мы при- 
дем к уравнению, связывающему л?, ль, т. е. дифференциалы независи- 
мых переменных 


у (6105 — 6302) (пт 2) =0, (31) 


если только оно не исчезает тождественно. и тогда линейный элемент 
©, (®)), а вместе с ним и элемент второго порядка ф., содержащий (°. 
будет зависеть от двух произвольных параметров, а именно числовых 
значений п; и т.. Таким образом, интегральный элемент 4’, касатель- 
ный к интегральному многообразию 9}, представленному расслояемой 
парой линейчатых поверхностей, является особым интегральным эле- 
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ментом системы (26а) — (265), (27а) — (27Ъ), к которому цитированная 
выше теорема Картана неприменима. Мы можем высказать только необ- 
ходимое условие существования пары конгруэнций, включающей данную 
пару поверхностей. Оно выражается равенством 


10, — 0304 —0 (32) 
и касается положения точек М,, М, на наших лучах М.М, и М,М 
В дальнейшем нам придется войти в подробности для доказательства 
существования интегрального многообразия 93}{,, построенного на том 
интегральном многообразии 3}, нашей системы, которое представлено 
расслояемой парой линейчатых поверхностей. 

13. Прежде всего надо установить те переменные, которые ищутся 
при решении системы (26а) — (26Ъ), (27а) — (27Ъ). Как известно, Картан 
рекомендует рассмотреть проективное Вижение наиболее общего тетра- 
эдра в пространстве. Выражая компоненты 9% через 16 координат вер- 
шин тетраэдра, мы заведомо удовлетворим всем уравнениям структуры 


(9) = [9:03 


С другой стороны, приравняв нулю все встречающиеся в уравнениях 
(26а) — (26Ъ), (27а) — (275) формы ОГ, мы получим вполне интегрируе- 
мую систему, ибо, как легко проверить, внешние производные всех © 
обращаются в нуль в силу уравнений самой системы. Интегралы этих 
уравнений и составят те переменные (в наименьшем числе), которые 
будут служить независимыми переменными ‘и неизвестными функциями 
нашей задачи. Нетрудно® заметить, что в нашем случае такими перемен- 
ными будут просто неоднородные координаты вершин тетраэдра. 

Нам придется, однако, отказаться от этого метода в виду некоторой 
сложности выкладок. Чтобы упростить запись, мы дополним нашу си- 
стему уравнениями структуры и примем в качестве неизвестных функ- 
ций компоненты кт; точнее говоря, коэффициенты я в их предотав- 
лении через дифференциал независимого переменного 


м’ — аб. 
р : 


При этом надо позаботиться об устранении переменных величин, не- 
существенных для нашей задачи, чтобы не вводить в решение произ- 
вольных функций, не изменяющих расслояемой пары конгруэнций. 

С этой целью мы прежде всего используем нормирование вершин А, 
тетраэдра так, чтобы привести к нулю компоненты как в линейном эле- 
менте, касательном к решению, определяющему выбранную пару линей- 
чатых поверхностей, так и в первом интегральном линейном элементе 
6: (©) пары конгруэнций. 

Так как интегральный элемент второго порядка @, системы (27а) — 
(275) содержит все линейные элементы пучка, построенного на эле- 
ментах © (5) и ©, ("), и ‚любой из линейных элементов этого пучка 
может быть принят за элемент ©, (п), то можно воспользоваться этим, 
чтобы привести к нулю одну из переменных Й, для которой соответ- 


3 Извебтия АН, серия математическая, № 2. 
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Г 
ствующая переменная ' 2% отли чна от нуля. Так как о мы считаем не 
равным нулю, то положим 


Итак, будем искать компоненты двух интегральных линейных эле- 
ментов системы (27а) — (275) или. лучше, компоненты двух проектив- 
ных перемещений тетраэдра. 

Компоненты первого перемещения ©, (%) будут 


а 3 2 $ 1 2 3 / 4 —0 
0 = 603 = 08 =, =01 =0, ==, = 0, 
«к = ^а Чи, 93 = а Чи, (>) 
2 2 
к ® 
причем Х, связаны уравнениями 
ааа О: «>. 
Я Ея (33) 


Последнее вытекает из необходимости удовлетворить уравнение (32) 
Компоненты второго перемещения @, (п) будут 


> аъ. (=) 


4 1 
ТЕ, А -- © 


Для о=0 линейный элемент ©, (®) должен совпадать с линейным 
элементом пары поверхностей, т. е. все № будут известными функциями 
от переменного и, а функция % обратится в единицу. 

Кроме того, умножая точки А; на подходящие функции одного с, мы 
не нарушим равенств Хх, =0 и можем привести к нулю для и=0 ве- 


личины 
рев, бе И 
р == 0. 
Теперь урзвнения (302) — (305), (33) дадут все конечные уравнения 
для переменных )*, А. 
Вводя новые переменные х, у, <, а также р, мы представим их в вид 


А а 23 1 
Но № = = АВ, № ах 
Ву =, ь | 
В=2д\, В=2(%— в), 45 == (3-0), $ (34) 
А и 
У 2, (@— №), | 
= Аж (р— №). ) 


Остаются уравнения структуры, которые после внесения компонент 
(©) и (п) примут с помощью формул (34) следующий вид (члены, не со- 
держащие производных, опущены): .. 


Эша _ п 
9% ых. ] 
911} __ 024 02 дз | 
о 
д% я в О в ‹ 
973 2 4 д 914 д 45 (35) 
С оС: 
94 _ 1 0: 
м ) 
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ПВеААТАРА АТИ по 
ен... 

и ам 
Ты | 

= — 7.) = (2 —^) Е ив | + й ри 


а | ) 


14. Если р—^, не равно нулю, то система — ортономная (по терми- 
нологии В1ашег), т. е. при подходящей системе помет (с0{ез), присвоен- 
ных переменным, при условии что помета производной равна сумме 
помет функции и тех независимых переменных, по которым она диф- 
ференцируется, производные, стоящие в левой части каждого уравнения, 
будут иметь в каждой из первых серий пометы не ниже, чем производ- 
ные в правой части того же уравнения, пока не найдется такая сергя, 
где они станут выше их. При этом пометы назависимых переменных 
в первой серии все равны единице, а все другие этой серии и все 
пометы других серий — произвольно подобранные целые числа. 

Действительно, присваивая последовательно две серии помет 


№ и са О 
сре о оооо 
ная Е 3 


мы получим для производных пометы 


9% ОАК 05 04К` др дд ду 0: 


[95 2 ааа ды ЧЕ 


п 
о 


1 1 Мы и Я! 
а: Е 2 5 


1 


о 


очевидно, удовлетворяющие требованиям ортономности. 

Система (35) — полная и пассивная (вполне интегрируемая) по терми- 
нологии В1а1ег, ибо каждая функция Фигурирует в левой части 'урав- 
нения ие более одного раза. 

15. Если назвать мономом, соответствующим неизвестной функции, 
один пли несколько одночленов М, содержащих те буквы, по которым 
она дифференцируется в производной, стоящей в левой части уравне- 
ния, и со степенями, равными порядкам дифференцирования, то множи- 
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телями (узгаБ]ез шир саи1сез) такого монома будут называться 
те буквы, по которым можно дифференцировать эту производную, не 
рискуя встретить такой производной в левой, части другого уравнения. 
Дополнительным мономом № будет называться один или 
несколько одночленов, которые содержат те же степени, что и моном 
М. всех букв, номер которых выше Г и недостающие (в ряде мономов 
М с теми же степенями старшей буквы) степени буквы за номером 1; 


множителями дополнительного монома М’ — все 
которые 


наконец, 
буквы с номером меньше # и те буквы © номером выше г. 


являются множителями соответствующих мономов * М. 

Согласно этой терминологии, полная пассивная система в силу основ- 
ной теоремы В1мег допускает одно и только одно решение, притом 
такое, что каждая из дополнительных производных (соответствующих 
дополнительному моному) сводится к произвольной регулярной функции, 
когда ее переменные, не являющиеся множителями дополнительного 
монома, принимают начальные значения, а неизвестная функция, произ- 
водной которой нет в левых частях уравнений, вообще остается произ- 


вольной. 
В нашем случае мы имеем: 


Неизвестные функ- Их мономы ! | Мономы Л? до- и 
ции М | Их м полнительные | Множители ^№* 
Ч, АК, 6; и | 1 и 
Я а. 1 и, @ 1 И 
у — | — | 


Следовательно, система (35) имеет решение и только одно, если задать 

1° у, как произвольную функцию двух переменных и, с; 

2° а, \№, р, как произвольные функции одного и для в =0; 

3° 2,2,Ё, как произвольные функции одного © для и=0. 

Таким образом, можно потребовать, чтобы ©, №№, р приняли для © --0 
те самые значения, которые определяют расслоясмую пару поверхностей, 
а так как к нашей системе можно присоединить уравнения (1), опреде- 
ляющие для произвольных и, © расслояемую пару конгруэнций, а для 
© =0 расслояемую пару наших линейчатых поверхностей, то задачу 
с включении пары нелинейчатых поверхностей в пару конгруэнций сле- 


дует считать разрешенной. 


[а 


дате +.. ап и 
* Точнее: производной —————— со тветствуе АЯ 
р д >. Ст даая. даа ответствует моном М. Е о. 


переменная х; есть его множитель, если среди всех остальных мономов с теми же 


051 у а. ; . 
степенями УЕ - т нет ни одного со степенью ж” пли выше; моном МЕ до- 


полнительный к Мо, содержит целиком произведение х на 28, где В ниже наи- 

высшего показателя а; среди всех мономов М с произведением 1 и не равно ни одноз 

му покгзателю з,; этих мономов; наконец, множителем дополнительного момома №; 
г 


является каждое из переменных х,, 1.,..., 3, {И те из переменных 2:1, ..., 4), 
которые служат множителями мономов Л. 
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Иирота решения зависит от одной произвольной функции двух аргу- 
ментов, именно от произвольно заданной функции 7. Если у дано, то 
решение зависит от задания х и 3 как функции одного о для и= 0. 

По условию все Ё для и=0 должны обращаться в нуль. 

16. Предыдущие рассуждения показывают, что расслояемая пара 
линейчатых поверхностей может быть продолжена в пару конгруэнций, 
если компоненты тетраэдра удовлетворяют дополнительному условию (32): 


2.1 Е 
4.0, — 0,6. = 


Геометрический смысл его весьма прост. Нетрудно заметить, что оно 
получается из условия (28): 


а д а 
«0 — Ф.: = 0, 


если поменять местами указатели 2 и 3. Так как уравнение (28) опре- 
деляло расслояемость пары поверхностей `(А,4,), (.А,А,), то условие (32) 
требует, чтобы поверхности, описываемые прямыми АА, и А,А,, тоже 
образовали расслояемую пару. 

Таким образом, фокусы расслояемых конгруэнций помещаются в таких 
точках А,, 4,, А., А, наших образующих, что не только лучи конгруэн- 
ций АА, и А.А, вдоль одной асимптотической рабслояющих поверхно- 
сгей образуют расслояемую пару линейчатых поверхностей, но и те пря- 
мые, которые соединяют соответствующие фокусы обеих конгруэнций, 
если их собрать вдоль такой асимптотической, составят новую расслояе- 
мую пару поверхностей. 

Нетрудно показать, что условие (32) не налагает ограничения на 
расслояемую пару линейчатых поверхностей. Если, сохраняя точки 
А, и А., мы передвинем точки А, и А, по лучам А,А,, А.А, в новое 
положение 

А, =А,-^4А,, А = А 4А,, 


то компоненты «* тетраэдра (для # =) не изменятся, кроме 
1 1-Е («1 — 6) — 28 ах, 


те. 3 а ре 1 2 
08 = 08 — 05, 6, = 40, — \0,, 


3 
2 
а -Ны (98—61) — в. ар. 


Налагая на них условия (20а) — (206), получим два уравнения 
№0 — и = 0, ца, — №1 =0, (36а) 


которые в силу уравнения (28) сведутся к одному уравнению, опреде- 


ляющему отношение ^: и. 
Условие (32) наложит новые требования 


«а [4-Е А (91 — 62) —- №1] = в [45 о (98—01) — в]. (36Ъ) 


Уравнения (36а) — (36) определят Х и и © произвольным постоян- 
пым. Следовательно, у произвольно заданной расслояемой пары косых 


- 
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линейчатых поверхностей можно по произволу выбрать линейчатую 
поверхность (4,4,) той конгруэнции Й/, для которой наши поверхности 
служат фокальными поверхностями, и тогда вся конгруэнция У!’ раз- 
ложится на со линейчатых поверхностей; каждая пара составит снова 
расслояемую пару линейчатых поверхностей. Точки пересечения соот- 
ветствующих образующих любой такой пары с образующими перво- 
начальной пары могут служить фокусами конгруэнций при продолжении 
той или другой пары поверхностей в пару конгруэнций. 

17. При продолжении одномерной пары (пары поверхностей) в дву- 
мерную (пару конгруэнций) мы получим различные продолжения, смотря 
по тому, из какой пары поверхностей, описанных противоположными 
сторонами косого четыреугольника, мы будем исходить. Естественно 
поставить вопрос о существовании расслояемой четверки, т. е. двух пар 
конгруэнций, описанных сторонами одного косого четыреугольника 
и содержащих в себе обе пары линейчатых поверхностей. 

Условия расслояемости пары конгруэнций (А,А,), (А, А.) получатся, 
очевидно, из уравнений (26а) — (26Ъ), (27а) — (275), если поменять ме- 
стами указатели 2 и 3. Уравнения (26а) — (26Ъ) допускают т&ую замену, 
точно так же, как и уравнение (27Ъ). Уравнение (27а) дает добавочное 
условие расслояемой четверки: 


[30] — [049 =0. 


Внося сюда компоненты перемещений ©, (5) и ©, {=), пользуясь форму- 
лами (34), получим : 


и так как первый множитель не может равняться нулю без вырожде- 
ний пары конгруэнций, то надо потребовать обращения в нуль второго 
множителя. Внося в уравнения (35) 


у=2 -*-х— В =, (37) 
‘ 013 ? 


мы увидим, что наши уравнения попрежнему будут разрешаться отно- 
95 о, 
сительно Эа Система не потеряет свойства ортономности и пассивности 


и будет определять расслояемую четверку с двумя произвольными функ- 
циями одного аргумента, именно: для и=0 можно но произволу задать 
значения хи 5. 

18. Иначе обстоит дело с требованием сопряженности расслояемой 
пары конгруэнций;, содержащей данную пару поверхностей. | 

Пара конгруэнций сопряжена, если развертывающиеся поверхности 
конгруэнций пары соответствуют друг другу. 

Луч А, А, огибает линию (4,) на фокальной поверхности, если произ- 
ведение в смысле Грассмана трех точек равно нулю (т. е. равны нулю 
все миноры матрицы координат): 


(ДА, А, А,)=0. 


4 7. 
х 
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В стлу (26а) это равносильво условию 
Зе 
9 =0. 


Аналогично, развертывающаяся поверхность конгруэнции (4,4,) с реб- 
ром возврата на фокальной поверхности (А,) определяется уравнением 


910. 


Обе поверхности соответствуют дру! другу, если формы линейно 
зависимы, т. е. если 


ОТ — 
[2 9, | ый 0. 
В силу (27а) отсюда следует 
4 2 
[2, 9. | = 0. 
т. е. второе семейство развертывающихся поверхностей конгруэнции (А, А,)} 
соответствует развертывающимся поверхностям койгруэнции (А,4А,) с 
ребрами возврата на другой фокальной поверхности (А,). 


Внося сюда компоненты перемещений ©, (), ©, (п), мы получим 
дополнительное условие сопряженности пары конгруэнций в виде 


зар = 


или, устраняя те множители, обращение которых в нуль приводит*® 
к вырождению конгруэнций, 


р ==0. (38) 


Это уравнение надо присоединить к нашей системе (34), (35). 

Однако, это уравнение накладывает новое условие на комноненты 
линейного элемента ©’ (®), т. е. на заданную пару линейчатых поверх- 
ностей. 

Произвольную пару линейчатых поверхностей нельзя продолжить 
в сопряженную пару конгруэнций. 

Если для © =0 условие (38) удовлетворено, то искать сопряженную 
Пару среди пар, охватывающих пару поверхностей, можно. Внося ^, по 
формуле (38) в уравнения (35), получим (если р=0) 


ду АО 2 О (5 * Прими 
и. о ды о ый о 29 / ды с 


Система не потеряет свойства ортономности: и пассивности и будет 
\пределять пару сопряженных конгруэнций, проходящую через задан- 
ную пару поверхностей, с двумя произвольными функциями одного › 
аргумента, например, значениями д и 2 для и=0, если для и = 0 зна- 
чения у привести к единице соответствующим выбором параметра. 

19. Если уравнения (37) и (38) имеют место одновременно, то по- 
строенная двумерная пара будет расслояемой четверкой, у которой 
одна пара конгруэнций сопряженная. Нетрудно заметить, что и другая 
пара будет тоже сопряжена. Действительно, новые условия соответствия 
развертывающихся поверхностей конгруэнций (4,4,) и (А,А,) имеют вид 


[20] =0, [9:0] =0, 


которые будут удовлетворять в силу уравнений (37), (38). 
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Глава Ш 


20. Обратимся теперь к вопросу о включении в пару конгруэнций 
расслояемой пары развертывающихся поверхностей. Очевидно, такую 
пару можно включить только в пару параболических конгруэнций, ибо 
только здесь одно семейство линейчатых поверхностей конгруэнции, 
соответствующих асимптотическим линиям расслояющих поверхностей 
пары, состоит из развертывающихся поверхностей. 

Итак, допустим, что конгруэнция (А,А,) расслояемой пары (А,А,), 
(А, А.) — параболическая и точка А, —единственный фокус луча А,А,, 
а плоскость А,А,А, —его фокальная плоскость 

Так как А,4А,А, одновременно касательная плоскость поверхности 
(А,) и соприкасающаяся плоскость кривой (4,), огибаемой лучом А,А,, 
которая теперь является асимптотической линией поверхности (2,), то 
для всякого перемещения АА, 


(А, А, А, А,) = 0, 
откуда следует 9" = 0, и 
(41А, А, А, А,) =0 (то4 9), 


для перемещения касательного к лучу А, А,, т. е. при 9=0, но в 
"аком случае второе уравнение равносильно условию 


9:0: =0 (то4 9). 


Первый множитель не может обращаться в нуль, иначе точка А, 
‚при 9'=0 осталась бы на месте и поверхность (А,) вырождалась бы 
‘в линию. 

Следовательно, 9 линейно зависит от 9%. Итак, если а — множитель 
пропорциональности, то оба условия можно записать в виде 


2—0, 9=а90, 


а так как среди четырех форм 93, 91, 9, 9 по крайней мере две 
должны быть линейно независимы, иначе прямая А,А, будет описывать 
не конгруэнцию, а линейчатую поверхность, то в нашем случае обе 
оставшиеся формы 9 и 9 линейно независимы. 
Обращаясь к уравнениям (25), мы видим, что три из них дают 
[2,9] =0, [9,9 =0, 


2 
откуда 


Остальные уравнения (25) имеют следующий вид: 
[2; 9; ] + а[9. 9] =0, [9:9] —а[918]=0, [9.9] -+[91 9 =0. 
Исключая [901], получим 
21, 21—20] =0, [98, 1 — а] =0. 
Следовательно, 
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Отсюда следует, что конгруэнция (А,А,)-тоже параболическая, 


точка А, единственный фокус луча А,А, и. плоскость А, А.А, — его 
фокальная плоскость. 


Дифференцируя внешним образом уравнения 9'=0, 9:=0, получим 
з 4 2 
[21, 9, —а9:]=0, [9 91 —а9]=0. 
Если ®; и ©, линейно независимы, то отсюда выгекает 
С 2 
2 =а9.. 


Так как 9,=0 представляет собою уравнение линии, огибаемой 
лучом А,А, на поверхности (4,), а 9*=0 уравнение такой же линии 
ва поверхности (А,), то наше предположение о независимости форм 
20° и 9; приводит к вырождению конгруэнции (А,А,) в линейчатую 
поверхность, которая служит общей фокальной поверхностью обеих 
конгруэнций (4,4,) и (4,4), т. е. обе эти конгруэнции образованы 
касательными криволинейных асимптотических одной и той же линей- 
чатой поверхности. 

Пара конгруэнций определяется системой 


4 а фт. з И 2 м гы 
о =о ар, 6—0 © ЕД, 
3О2 ЗО 
[2:9] [9,9] =0. 
Оставляя этот случай пока в стороне, мы должны допустить, что 


умлаы з 
©: — 503. 


Так как при этом уравнения 9:=0, 9: =0 равносильны, то разверты- 
вающиеся поверхности обеих конгруэвций пары соответствуют друг 
другу. 

Итак, расслояемая пара параболических конгруэнций определяется 
системой 


9—0, 9:=0, (39а) 
14—00 0—0 ©1460, 

о, аз, 4 Ь 17 з а (395) 

[9 — 65:, 9] =0, [9,—а9, &] =0. 


Внешние производные их имеют вид: 


[493] - [а9:- 9, 9] =0, 
[893] — [93+ 503, 9: = 0, (39°) 
[92-- 503, 94 9] =0, 

где 
ао, 
оо. 


Здесь 03, 03 — линейно независимые формы, через ото т и 
выражены дифференциалы независимых переменных. 9, 9, ®,, 9, 9,, 
01, 0, 0, А и В-—те 10 форм, которые определяют дифференциалы 
восьми переменных, от которых зависит наша пара конгрузнции, и 
дифференциалы двух вспомогательных переменных а и Ь. Обращая в 
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нуль 10 перечисленных форм 0’, получим вполне интегрируемую 
систему. интегралы которой и будут переменными нашей задачи. 

Система определяет пары параболических конгруэнций © пятью 
произвольными функциями одного аргумента. 

ЯВ другой стороны (глава 1, $ 8), при подходящем выборе тетра- 
эдра отнесения пара линейчатых поверхностей (А,4,), (А.А.) опреде- 
ляется системой 

з 4 4 и 2 


в 
0 =, 2 о 


= 0. (40) 


| 
= 
| 
[ 


Треоуется найти решевие системы (39а) — (39°) такое, чтобы оно содер- 
жало заданное решение системы (40). 

Всякое решение системы (40) определяется его интегральным линей- 
ным элементом @° (%), т. е. точкой (числовые значения переменных) 
и системой чисел 


где опять формы %,, 6 остаются неопределенными, ввиду произвола 
в расположении вершин А, и А, на ребрах А.А, и А,А,. 

Нетрудно заметить, что линейный элемент @’(%) является инте- 
гральным элементом первого порядка системы (39а) — (39°), который 
соответствует перемещению, определяемому уравнением 9=0. При 
этом формы А и В могут быть заданы произвольно. 

Чтобы опредёлить интегральный элемент второго порядка @., содер- 
жащий элемент 6, (6%), надо найти линейный элемент ©, (п), линейно 
независимый от первого (следовательно, со значением формы л*, отлич- 
ным от нуля), удовлетвсряющий системе (39а) и находящийся в инво- 
люциий с элементом 4° (®), т. е. удовлетворяющий вместе с ним квадра- 
тичным уравнениям (395), (39°). 

Полагая п: =1, получим из (39а) 


к =0, м0 = да. 


Внося ©’ () и ©, (п) в квадратичные уравнения (395), (396), получим 


9 —6=0, в — 4% =0, 

А, + (а + 6) м — а — п =0, 

В — (= - (и - т?) в* =0, х.. 
(4-6) (п, ату) — (9 ав) (^. + 5%) =0, 


где А,, В, — значение форм А, В в системе чисел первого линейного 
элемента ©’ (®). 

Так как числа в, 0, ®1 даны, то первые уравнения (41) опреде- 
ляют значения а, 6. Остальные три уравнения определят п“, Е т 
Значения форм А, В останутся произвольными, в то время как для 
произвольного интегрального элемента ф, линейный элемент, находя- 
щийся с ним в инволюции, вполне определен. 

Таким образом, линейный элемент ©1 (%), как интегральный элемент 


системы (39а) — (39°), — особый, и теория Картана к нему не приложима. 


ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ #07 
—————щ—щыы—ыы———_„__—даА—————————о. 


22. Будем определять пару поверхностей и пару конгруэнций комно- 
нентами просктивных движений связанных с ними тетраэдров. 

Для тетраэдра пары поверхностей это будут компоненты линейного 
элемента ©’ (®), для тетраэдра пары конгруэнций — компоненты двух 
линейных элементов ©, (®) и ©, (<), но теперь компоненты @° (5) надо 
рассматривать, как функции переменного и, а Компоненты ©, (®) и 
©, (<), как функции двух переменных и и с. Компоненты элемента ©, (©): 


4 т 
в =0.. 9—0 5-0, в! = Ак А = (5) 
Компоненты элемента ©, (<): | 
м=0, =0, 2—0, дк Ио4ь, ВН. (=) 


При этом мы можем нормировать вершины А; так, чтобы всюду 


И 


и, кроме того, 
п. ДНО, 
Затем мы можем ввести вместо А, и А, новые точки А, + УА,, 
А. ьА, так, чтобы всюду 
=) =0 


2 
и, кроме того, 


[= и = 0: 


Все это и для тетраэдра поверхностей и для тетраэдра конгруэнций 
одновременно. 
Затем можно выбрать параметры и и © так, чтобы, например, 


АЕ» Пе ИР 
ид для о 0, 


Все функции ^^ для и=0 принимают те значения, которые они 
имеют для тетраэдра поверхностей; в частности, для © =0 


И 
АО, 


Чтобы не вводить вовых неизвестных, обратимся к первоначальной 
системе уравнений 


Эе0, © =0, 
[0 =0, [9:9] +1910] —0, | И 
[0 0: -_ [949] =0, [939] [99 =0, | 
Оооо 0, ОФ: = о) 
Внося сюда значения компонентов (5) и (=), получим 
А Е 0. 
да =0, №— 4, =0, 
р. №1=0, Ж— М ==0, 
2.24 — № =0, 
откуда оо бот 
№8 =0, ь—. `4} =. = Айа - (43) 


= А а р, (8—1) =0 
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Носледнее уравнение допускает две возможности, геометрический 
смысл которых мы уже отмечали выше. 

Полагая первый множитель равным нулю, получим дважды взятую 
конгруэнцию касательных к асимптотическим линейчатой поверхности. 
Вводя вспомогательные неизвестные В, у, Ф, будем иметь 


а 8 = 2—0, ^1=0, №84, 


ду г 

р (2—1), 

08 92 Е 

= Ра (11) Вх (И-22- А), 

9 я 0 2 } : т ке. | 
0% а ди _ ВАХ -- ух (Е р | р 1.) 1 =а (210 — ВП), 


О 20а вон В: ы 
5-58 ди —а3 ды + зй (1Ф—Й) + 2 (В-В-Й-Н), 


ее +1), 


и 
Е д дз у 
а ра 1, ди = АЙ, 
9 _ д-- Те [ 2 от 
ди. = % (В 2 О = =. ( ый — ВД), 
— 


23 а (2 -- ВФй), Е = (АА — 894) 


и конечное уравнение 


которое позволит исключить /,. Исключая, кроме того, Ди [2, мы при- 
ведем систему к виду (опущены члены, не содержащие производных): 


а 
до _ ... 
1 


08 __ 23 0? (19) ? 2 дШя о 


до а? ди? 24а’ 104 ди 
Э шт 2 ее з Ошуошф = 9 0шф * ат 
0% 43 ди? 228 ди ди — а?3? ди ди а33 ди и 
ОШ _ _ 2 0 Шу _ 2 дд ше д Это Г 
9% а? ди? 2548 ди ди 928 (5 ой я а38 ди ди +.. 
0+ _ эц _ ов _ 04, 
д» р: 5649, ди а Те. В) елена 5 ди = 


Эта система не ортономна. Не касаясь первого и четырех последних 
уравнений, мы видим, что остальные три содержат в левой части произ- 


93 91 9% 
водные е р ОВ) ав правой части (кроме производных первого по- 
9 га 
ф 974 9* 
из В первом уравнении, в втором и —;— в третьем. 


ядка . 
р ) 28 ? ди? ди? ди? 
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—————————— 


Так как в первой ‚серии помет независимые переменные и и г имеют 


ОВ 


пометы 1, то чтобы п — 

т ; роизводная 5, не предшествовала производным 
ОВ и 

С чтобы ее помета была не меньше помет этих последних, 


надо помету функции В дать по крайней те на единицу выше, чем у 


или ©. Чтобы во втором уравнении помета В была не ниже пометы про- 
2 


до 
9$ 
ИЗВОДНОЙ диз ь придется помету о дать тоже не меньше чем на единицу 


выше, чем помету переменной $, а тогда помета производной ы будет 
КИ 


заведомо ниже (по крайней мере на две единицы), чем помета производ- 


Если же систему разрешить относительно вторых производных 
9°шу 0д*Шш® 
`диё ^ диз, 
и =0 и мы не можем потребовать, чтобы найденное решение уиф при- 
нимало для © =0 те значения, которые имеют эти функции в системе 
решения дифференциальных уравнений, определяющего заданную пару 
развертывающихся поверхностей. 

Произвольную пару развертывающихся поверхностей нельзя вклю- 
чить в пару, составленную из дважды взятой конгруэнции касательных 
к криволинейным асимптотическим одной линейчатой поверхности. 

23. Если в последнем уравнении (43) положить равным нулю вто- 
рой множитель, то придем к системе формул 
А А = 0, 210, №=1, 

г! №=19, =, = Во, 
ий - др ==Б ==О, 
А о П=Ь 


то начальными условиями будут значения \ ио для 


т А 


где ‹— вспомогательное неизвестное. 
Уравнения структуры дадут 
д 9й _ 0 _ 08 д 
ие ы-Я--т--я, 


а так как, для и=0, л29=1 и все #=0, то для всех значений и и о 


29=1 ЕВ Ь=Ы—А. 


95 
Теперь те же уравнения дадут 5, атак как для = 09—11. 


то и всегда 
и —=4. 


Наша система примет вид: 


98 9 аз ] 

= [5 Ре ы 

А 172 

7? _ =}. 

22 ГВ — РВ — ами} 


не, ай, 
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и конечное уравнение 


которое позволит исключить (. 
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Если, кроме того, исключить 2 с помощью уравнения 


=) р 


—’ 


` (44) 


з шах 
а а” 
то получим систему в виде 
98 92 
д% ди? ? 
2 2% 1 дв 
9 — а “ ди’ 
28} _ в оба, т (28 
0% Э 0” 32 ди ди? 92? 
1 97 а 93 9% 1 я 
3 ди ди ' 3? ди ди Вл ди 
О Г) 2 
9 98 (9х В = _ 8— 
т ди =) — 22 3 о 
ро 
и ви 2 В ПЕАи 1 
9 1 /д=\ 
9 Аа © 
о 
и ‘ 


Эта система ортономна. Действительно, присвоим переменным (зави- 


симым и независимым) две серии помет: 


УМ | 5 ^ 


: 
р 


> 
> 


Считая последующей ту из двух производных, у которой первая помета 
больше, или, в случае равенства первых помет, ту, у которой вторая 


помета больше соответствующей пометы другой производной, мы рас- 
пределим производные нашей системы на пять классов` следующим 
образом: 


| 
} 

Номер класса | Производные 
| 


Первая | Вторая 


помета | помета 
1 9% 9Ы 1 0 
ди’ ди 
2 — | й 
90 ! 
3 0" 2 0 
ди? 
Й а. 0 
Оби оц ц 
д д У 
а ь р 
д 0% 0% = 


ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ 11+ 


При этом каждое уравнение системы (44) содержит в левой части про- 
изводные более высокого класса, чем в правой. Значит, система ортономна. 

Система — полная и вполне интегрируемая, ибо каждая неизвестная 
функция встречается один раз в левых частях уравнений системы. 

Каждой неизвестной функции можно поставить в соответетвие моном 
по ее производной в левой части уравнения, дополнительный моном 
и ее переменные типа множителей (шаарИсайтсез): 


Дополнитель- Переменные 


| 
Неизвестные но 


функции ный моном множители 
Е 4 | Ч о 
о Иа 83 й 1 | и 
| 
И и 1 и 


Следовательно, существует решение системы (44) и только одно. 
определяемое начальными условиями 


для 05=0: ВЕЛ (и), 11, (и), М, (и), Е (и) 
для й=0: 1=)].(%), 


где все ]; — произвольные функции своих аргументов. 

Произвольные функции В, у, №, х позволят включить в определяемое 
решение (в пару конгруэнций) при © = 0 пару развертывающихся поверх- 
ностей, если мы выберем их равными тем функциям, которые опреде- 
ляют заданную пару поверхностей. Начальное значение Д для и=0 
согласно условию, наложенному нами выше на выбор нормирования, 
следует положить равным нулю. 

Таким образом, пара конгруэнций определяется двумя развертываю- 
щимися поверхностями, соответствующими друг другу в обеих конгру- 
энциях пары, единственным образом. 


Поётунино 
21. ]Х.. 1943 
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$. ИМТКОЕЕ. СООРГЕ ОЕ ЗОВЕАСЕУ ТМ ЕАТВЕ$ УЭТВАТИМАВЕЕХ 
РАВ РЕОХ ЕАМПЛ8 БЕ СООВВЕУ 


ВЕЗОМЕ 

болеть Д,, [” 4еих зит{асез 1п6алгез аих обпбгай1сез гес Попез еп сот- 
гезропдатсе руитиуодие. Те соире [, Г” езё эгаййаШе, 8'1|] ех1зфе заг 
сВадие зигГасе ипе Гаш1Ше 4е оо* соигрез с (ой с’) 4еШез дие 1е р!ап 
озст1ацег 4е с шенё аи ропё ой еПе гепсолге пие обпёгамчсе 7 4е Г, 
раззе раг 1а оёпёгаылсе вошо1ооще { 4е Г.” её у1се-уегва. 

Оп соире эгайба е 4е сопхгаепсез К, К’ ваш 4опиё, 1 ех1зе, 
раг авиа оп, деих Гат Шез 4е со’ зиг{асез № её У’ 1еПез чае 1е р]ап фап- 
чепь 4е свадие зат{асе У шепё ай ро, ой еПе гепсогите ил гауоп [ 4е К, 
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раззе раг 1е гауоп Вото]осме {’4е К” её у1се-уегва. Свадме дгоме а 
{о Чешх роз Вото]осиез М её М’ де Х е& У/, 1163 зиг 4ез гауопз 
Вото1отез 1, Г, 1юпере 1ез Чеих зитРасез апх роз М, М’ е* епоепдге 
ипе сопотиепсе 400 Х, ХУ” зопф 1ез паррез Госа]ез. 

Ог И её Ыеп соппа дае ф0щ4ез сез со? сопогиепсез 300% У. Шез сотр- 
1ез 4ез гауопз Вото1осщез 2, Г 4е К, К’ Чёегимеюв Чопс заг 1ез ваг- 
Гасез УХ, У’ ипе соггезропдапсе ропсфаеШе сдлй сопзегуе 1ез азутр ой ачез.. 
ПП ехзе @опс Чеих Таш Шез 4е со’ загЁасез халеБез Г 4е К чае поз 
арре!опз азутромачез её с рогёеюф 1ез азушр\ойаиез с 4е фощез 1ез 
зитРасез У чи! сотгезропдепе А пе азутр'ойаие с, агЬИталге топаз аёйег- 
плпёе. А спааое зит{асе Г, соггезропд ‘пе загРасе Ипбате азутруойаие Г 
де К’. Тез заг{асез вотло]оэаез С, Г’ рог(епё 1ез азутрио\ааез Потпо- 
1ю2ез с её с’4е Я её 4е У^. 

Се]а розё, дешх заг!асез Ботпо]ооаез Г,, Г” фогтепё ип сопрйе эгай- 
ПаШе. $51 1ез сопогаепсез К, К’ 4и сопр!е зопь БурегьоПачез, 1ез зиг- 
Гасез /,, Г.’ зопё Пибайгез, салеБез. 51 К, К’ 00% рагафоНаиез, пе Гат Ше 
Ч’азиирфойаез 4е ХУ, УХ’ соггезроп4 аих азутрйоиаиез Ч4ез паррез Го- 
са]ез 4е К, А’ Чоп 1ез 1апоепфез епоепдгеп® К, К’. Тез заг{асез Г, Г 
а: рогбепф 1ез азушрёо И ааез сИ6ез зопё 4вуе]орраез. 

Тпуегзетеп, дие] дие $014 аи сопр!е этайПае 4е зат асез Г, Г”, 
оп реш Ц аМасьег пе {ашаШе 4е со‘ соир!ез да 1’епо]1оБе её сотрозе 
ип соир]е эгаййаЪе 4е сопотаепсез. 

Соште 1е шёште зузёте 4’6ачамопз 4е РёаЙ Авегийте ]е сомре 
этаййа е 4е сопогиепсез её се\и1 4ез затГасез сапсЬез, 1е ргеплег сог- 
гезроп4ап( а ипе шаИарН сиё пибота!е & деих 41тепз10пз, 1е зесопа а 
сеЙе 4’ипе 41тепз10п оп апгай ри сголге аае 1е Фвогёше 4’ех1зепсе 4е 
М. Сафап абтотиге Гехьзепсе 4’ип сопр!е этайПае 4е сопогиепсез 
фи епо1обе ип соар]е допоё 4е /,, Г’. Ог Ре16шепь 1иёога| дот сотгез- 
ропа а чп соир]е 4ез эзагРасез азушройачез 4е К, К’, езё ип 616теи® 
эпоаПег рог 1е ша арИсще 1пботае А деах 41тепз1опз. Оопс 1е М 6о- 
гёте 4е М. Сашап пе з’аррИцие раз. П езё зш6геззаюв Че гетагааег 
фае 1е ргоёше 4е 1а Чё египта ор 4е 1а шаШарНсй6 16бота!е аи 
46 1е соире А, К’ аи шоуеп 4’ап 6]6тепф 1п6ота! зтоиЙег поз 
ге4и1ь & ип зузеше ог Фопоше 4е М. В1ашег. Ге соир]е еп диезИоп ез% 
Ч6еги пб ауес цпе Гопсйоп агЬИталте 4’ап агоитеп $1 1ез загЁасез Г, 
Г’ зоп& Ппваиез дапсВез, | езё 46егитё италететь 31 еез зопё абуе- 
1орраез. 

Рейх зигГасез саисВез сотрозетф ип сопрйе этаййае з1 еПез зоп® 
Чез паррез {осайез 4’ипе сопотиаепсе И. Га сагасёезйаие Чез зиг{асез 
д6уеорра ез эгаййаез `езё раз сотрИаибе: 1е р1ап озса]афеяг де 
Гагёе 4е гебгоиззетепте 4е свадие зат!асе раззе раг 1е рош& Вотоосие 
4е Рагёе 4е гертоиззетепь 4е ]’алцте. 
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ПОЛНЫЕ ВЫПУКЛЫЕ ПОВЕРХНОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 
ЛОБАЧЕВСКОГО 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье доказывается: полная метрика, определенная в области на 
сфере посредством линейного элемента с кривизной >> К, (К, <О0) реали- 
зуема посредством выпуклой поверхности в пространстве Лобачевского 
кривизны Ку. 


1. Полной выпуклой поверхностью мы называем связную компоненту 
границы выпуклого тела, или, что то же самое, поверхность, ограничи- 
вающую выпуклое тело. (Граница выпуклого тела может быть несвязной, 
а в понятие поверхности входит связность.) К полным выпуклым 
поверхностям мы` присоединяем дважды покрытые замкнутые выпуклые 
области на плоскости ('). Здесь, как и всюду далее (если не огово- 
рено противное), речь идет о плоскостях, выпуклых поверхностях 
и т. п. в пространстве Лобачевского; мы будем иметь в виду какое- 
либо данное пространство Лобачевского; кривизну его мы обозначаем К’. 

Для того чтобы наглядно представить выпуклые поверхности в про- 
странстве Лобачевского, воспользуемся той его интерпретацией, в кото- 
рой оно представляется внутренностью некоторого шара Ё в эвклидо- 
вом пространстве, а прямые Лобачевского представляются отрезками 
эвклидовских прямых. Тогда вышуклое тело изобразится эвклидовским 
выпуклым телом, у которого исключены точки, не лежащие внутри ша- 
ра Е. Обратно, всякое такое эвклидовски выпуклое тело будет представ- 
лять выпуклое тело в пространстве Лобачевского. 

Пусть Н—эвклицовски выпуклое тело, лежащее в шаре Е, при- 
чем из него исключены точки, общие с поверхностью 5 шара Ё. Проек- 
тирование границы Н на 5 из любой точки, лежашей внутри Н, пред- 
ставляет собой гомеоморфизм. Поэтому граница Н гомеоморфна откры- 
тому множеству на сфере. 

Возьмем на сфере открытое множество С такое, чтобы его дополне- 
ние $--С не лежало в одной плоскости. (Этого всегда можно добиться 
путем топологического преобразования С, если С == 5.) Выпуклая обо- 
лочка множества 5—С, если из нее исключить самое это множество, 
будет представлять выпуклое тело в пространстве Лобачевского. Проек- 
тируя его границу на Н, мы убедимся, что она гомеоморфна С. 


4 Известия АН, серия матемитическая, № 2. 


614 А. Д. АЛЕКСАНДРОВ 


Эти простые соображения приводят нас, между прочим, к теореме: 

ТЕОРЕМА 1. Выпуклая поверхность в пространстве Лобачевского 
гомеоморфна области на сфере, и для всякой области на сфере сущест- 
вует гомеоморфная ей полная выпуклая поверхность в пространстве 
Лобачевского. 

2. Любые две точки на полной выпуклой поверхности можно соеди- 
нить кратчайшей линией, длина которой дает внутреннее расстояние 
между этими точками. Таким образом, на полной выпуклой поверхности 
определяется внутренняя метрика, и поверхность оказывается метриче- 
ским пространством. Задача состоит в нахождении необходимых и доста-- 
точных условий, при которых метрическое пространство изометрично 
полной выпуклой поверхности («реализуется посредством такой поверх- 
ности» 

Необходимое топологическое условие дается теоремой 1: простран- 
ство должно быть гомеоморфно области на сфере. Далее, имеются еще 
два необходимых услевия в целом. Именно, метрика полной выпуклой 
поверхности является «внутренней» и «полной». Первое означает, что 
расстояние между любыми двумя точками равно точной нижней гра- 
нице длин кривых, соединяющих эти точки, причем длина измеряется 
в метрике поверхности (или соответствующего метрического простран- 
ства). Второе означает, что всякое ограниченное в смысле метрики ло- 
верхности бесконечное множество имеет точку сгущения. 

К этим условиям в целом присоединяются необходимые условия 
в малом: Если поверхность регулярна, то ее гауссова кривизна должна 
быть всюду > К.. Если поверхность многогранная, то каждая ее точка 
имеет окрестность, изометричную конусу с полным углом вокруг вер- 
шины <2м. Для общих выпуклых поверхностей необходимые в малом 
условия были указаны в другой моей заметке (*). Пользуясь введенной 
там терминологией, эти условия можно свести к тому, чго метрика 
должна 1° иметь в каждой точке «касательный конус» и 2° быть «вы- 
пуклой по отношению к метрике постоянной кривизны К,». Эти усло- 
вия вместе с указанными условиями в целом оказываются также доста- 
точными, т. е. 

ТЕОРЕМА 2. Метрика, заданная в области на сфере и удовлетво- 
ряющая всем этим условиям, реализуема посредством полной выпуклой 
поверхности. 

Доказательство теорем реализуемости основано на двух теоремах. 

ТЕОРЕМА 3. Если комплекс плоских многоугольников гомеоморфен 
ефере, и сумма углов, стодящихся в каждой его вершине, <, то из 
этого комплекса можно «склеить» замкнутый выпуклый многогранник. 

Эта теорема дословно повторяет теорему, доказанную мною ранее (?) 
для случая эвклидова пространства; доказательство ее сводится к повто- 
рению доказательства, данного в (“); небольшие изменения, необходи- 
мые в некоторых деталях, делаются просто. 

ТЕОРЕМА 4. Если полные выпуклые поверхности Е„ сходятся к Е 
и точки А’, Ви» лежащие на Е„, сходятся к Аи В, тор (АВ) = 
= Вт р, (АВ), где ри р» обозначают расстояние на Е и ЁР,. 


п->о 


ПОЛНЫЕ ВЫПУКЛЫЕ ПОВЕРХНОСТИ #15 


Эта теорема дословно повторяет теорему, доказанную в (*) для слу- 
чая эвклидова пространства. Здесь мы дадим ее доказательство в про- 
странстве Лобачевского. 

Допустим сперва, что поверхности РГ, и Ё замкнуты и не вырож- 
даются в плоские области. 

(а) Пусть Г», и Г кратчайшие, соединяющие точки А„, В, на ЕЁ, 
и А, В на Р. Если из кривых ЁГ„ выбрать сходящуюся последователь- 
ность и обозначить ее предел яерез Г, то, как известно, 


пы», () 
где $ обозначает длину. А так как, очевидно, 
р (АВ) 58 (Г) и р (А„Вь) = (1. 


то из (1) следует, что 
о (АВ) < Пи р (А„В,). (2) 


(5) Так же как в (°), можно. доказать, что еслй точки Хил Ул» лежа- 
щие на Р,, сходятся к одной точке, то 


Пт р», о 0) = 0. 


(с) Возьмем точку О внутри РЁ; при больших п она будет лежать 
также внутри Р,„. Вокруг точки О возьмем единичную сферу 5. Пусть * 
есть проекция кратчайшей Г, на сферу 5. 

Пусть кратчайшая [, имеет в точке Х касательную. Пусть 4$ — эле- 
мент длины кратчайшей Г, в точке Х, г=ОХ и Ф— угол между каса- 
тельной в точке Х и отрезком ОХ. Тогда если. 4 — проекция эле- 
мента длины 4$ на сферу 5 (т. е. элемент длины кривой ).), то 


з в УИ-— К. г ас Е 
- вУ— Ж, зШз' © 


Рассмотрим на поверхностях ЁР„ кривые Г, проекции которых на 5 со- 
впадают с ^. Пусть точки Х„ кривых Г„ лежат на радиусе ОХ и пусть 
кривые Г„ имеют в этих точках касательные. Орорные плоскости к по- 
верхностям ЁР, в точках Х„ сходятся к опорной плоскости к поверх- 
ности Ё в точке Х *. Отсюда следует, что ®„—>ф, где ®„— угол меж- 
ду ОХ и касательной к Г, в точке Х„. Кроме того, ОХ, = г, —>г. 

Так как спрямляемые кривые имеют касательные почти везде, то 
ву. 


почти везде на ) ф„—>ф и т„—>г. Кроме того, — — я 


равномерно 
ограничены, Поэтому 


5 $В УК ОВОС 7 ву м 
пм \ г ИА — ВЕ В: 
3 У-— К зв У-Ко зт? 


п>осо * 
А 


т. ©. 


* Точнее, предел всякой сходящейся последовательности плоскослей, опорных 
к Е, в точках Х»„, есть плоскость, опорная к Е в точке. Х. 
4 * 
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Ба $ (Г) = (Г). (4) 


Пусть Али В„— концы линий Г„. Очевидно, $ (Г.,) = в. (А„Вл), а так 
как Г. — кратчайшая между А и В, то $(Г)=ь(АВ). Поэтому из (4) 
следует, что 


› (АВ) = Вт в, (А,В,). (5) 
Но А,„-—>А, ВВ и также А„->А и В,-—>В. Поэтому, используя 
замечание (Ъ), мы из (5) получим, что 


5 (АВ) > Ша р, (А„В,). 


п—>2> 


Это вместе с (2) доказывает теорему. 

Если поверхности Р, и Е не замкнуты, то опишем вокруг точки А 
шар радиуса (АВ). Поверхности Ё, и Е вырежут из него выпуклые 
тела, границы которых будут замкнутыми поверхностями. В силу выбо- 
ра радиуса шара, расстояния между Аи В, между А, и В, на этих 
поверхностях будут те же, что на Ри Е, (по крайней мере при боль- 
ших 7). Поэтому из доказанного для случая замкнутых поверхностей 
следует, что 

110 в, (АВ) = (АВ). 


пос 


Для случая, когда Р вырождается в дванды покрытую плоскую 06- 
ласть (или даже в часть прямой), теорема доказывается так же, какв (*). 

ТЕОРЕМА 5. Пусть в области С на сфере задан линейный элемент 
с кривизной всюду > К,. Если определяемая в С метрика полная, то 
она реализуема посредством полной выпуклой поверхности в простран- 
стве Лобачевского кривизны Ку. 

В доказательстве мы используем две леммы 0 малых геодезических 
треугольниках. Малым мы называем треугольник, никакие две точки 
которого нельзя соединить двумя геодезическими, проходящими в этом 
треугольнике. 

ЛЕММА 1. Если АВС — малый треугольник в области С, а А, В.С, — 
треугольник со сторонами той эке длины на плоскости (т.е. А, В, = 
—=АВ.и.т. 0), то АА, ВВС. 

ЛЕММА 2. Нусть треугольники АВС и А.В,С, те же, что в лем- 
ме 1. Пусть на АВ и АС взять точки Х иУ, а на А,В,, А.С, — 
точки Х., У‚, тав, что А.Х, =АХ, АУ, =АУ. Положим ХУ=Е и 
ХУ, => (т. е. расстояния от Х до У и от Х, 00 У) и пусть К— 
максимум гауссовой кривизны в треугольнике АВС, а 4—его диаметр. 
Тогда 


ь МЕ, 


`-о И 


где М — некоторое число, ограниченное при’ ограниченном 4. 
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Доказательства этих лемм представляют формальную переделку дока- 
зательств, данных в (°) для аналогичных лемм. 

Доказательство теоремы 5 мы проведем, предполагая, что область С 
не простирается на всю сферу. (Если С — сфера, то доказательство толь- 
ко упростится очевидным образом.) 

В этом предположении область С можно представить в виде суммы 
расширяющейся последовательности геодезических многоугольников Н, — 


НЯ, НИ, ... Возьмем многоугольник Н„; его граница ограничивает на С 
несколько областей М',..., Мт, бесконечных в смысле метрики, за- 
данной на С. Возьмем в 1/К точку АК и найдем кривую Г^, самую 


короткую из кривых, проходящих через А, лежащих в МА (замыкание 
МК) и гомологичных границе МК. Из полноты метрики, заданной в С, 
следует, что такая кривая /^ существует. Она будет геодезической ло- 
маной с углом в точке АХ и с углами в некоторых вершинах области МА. 
Эти последние углы будут > п, если их измерять с0 стороны той части 
области МЕ, которая уходит в бесконечность. (Конечно, на [А может 
вовсе не быть углов.) 

Построив такие кривые Г1,..., [17 во всех областях М*,..., Мт, 
`мы ограничим ими геодезический многоугольник („, содержащий Н„; 
все углы этого многоугольника, кроме, может быть, углов при верши- 
нах АК, будут < п. 

Отождествим на каждой кривой // точки, равно удаленные, считая 
по этой кривой, от точки А^. Кривые [^ «сложатся пополам» и много- 
угольник О„ обратится в область гомеоморфную сфере. В этой области В 
естественно определяется метрика. 

Если точка Х области В не лежит в вершине никакой из линий [К, то 
угол вокруг нее = Жж. Если же точка Х лежит в вершине линии ГХ, то 
угол вокруг нее < 2, так как в вершинах линии ГА углы < п, кроме, 
может быть, вершин АХ; но вершины АА ни с чем не отождествляются, 
и Угол вокруг них остается < 2. 

Разобъем В на малые геодезические треугольники Т* так, чтобы 
сложенные пополам кривые /[/^ участвовали в триангуляции. Каждый тре- 
угольник Т* заменим плоским Т* со сторонами той же длины. 

Отобразим каждый треугольник У гомеоморфно на треугольник 7Т* 
так, чтобы на сторонах отображение было изометрическим. Тогда из 
треугольников Т? составится комплекс В, гомеоморфный сфере. По лем- 
ме 1, углы треугольников Т: не больше углов треугольников Т*; По- 
этому сумма углов вокруг каждой вершины в комплексе Й будет < Эк. 

Из теоремы 3 следует, что из комплекса А можно «склеить» выпук- 
лый многогранник Р. Этот многогранник резлизует метрику компле- 
кса В. 

В силу введенного нами отображения треугольников Ге наГ’ 
между ‘сферой В и комплексом В устанавливается гомеоморфизм. Пусть 
точки А и_ В из В соответствуют при этом гомеоморфизме точкам А и В. 
Пусть ри р обозначают расстояния в В, и В„. Пользуясь леммой 2, 
нетрудно, так же как это сделано в (*), показать, что 


р (АВ) —!р(АВ)| < Са, 
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где С некоторая постоянная, зависящая от диаметра области А и мак- 
симума кривизны в ней, а 4— наибольший из диаметров треугольника №. 
Это значит, что при 4—>0 метрики соответствующих комплексов `В, а 
значит, и многогранников Р, будут сходиться к метрике р в области В. 

Выберем из многогранников Р, соответствующих всё более мепким 
разбиениям (4->0), сходящуюся последовательность. Но теореме 4, 
метрики многогранников этой последовательности будут сходиться к 
метрике предельной поверхности РЁ. Эта поверхность, следовательно, 
реализует метрику р, определенную в В. 

Итак, каждому многоугольнику О, мы поставили в соответствие 
замкнутую поверхность Р,. Предел сходящейся последовательности, 
образованной из этих поверхностей, реализует метрику, заданную во 
всей области С. Действительно, многоугольники О, с ростом п увеличи- 
ваются и границы их удаляются в бесконечность. Поэтому, если мы 
возьмем в С две точки А и В, то найдется такое М, что, при п >> №, 
Аи В будут лежать в О, и расстояния их до границы 0О„ будут больше 
расстояния между ними. Тогда расстояние между А и В, измеренное в0,, 
будет то же самое, что в С, и оно будет то же самое в соответствующей 
области А. Значит, на поверхности Р,„ расстояние между соответствую- 
щими точками А, и В, будет то же самое. Пользуясь теоремой 3, мы 
получим, что и на предельной поверхности расстояние между соответ- 
ствующими точками, предельными для А, и В,„, будет то же самое, так 
что эта поверхность реализует метрику, заданную в С. 

Доказательство реализуемости метрики, удовлетворяющей общим 
условиям, упомянутым в 1п°2, проводится по идее так. же, но оно, естест- 
венно, значительно сложнее. Оно аналогично доказательству реализу- 
емости полной выпуклой метрики (выпуклой по отношению метрики 
нулевой кривизны) посредством выпуклой поверхности в эвклидовом 
пространсяве. Это последнее дано в моей книге «Внутренняя геометрия 
выпуклых поверхностей» (°). 
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СОМРЬЕТЕ СОМУЕХ ЗОВЕАСЕЗ #9 


А. В. АГЕХАХОВОЕЕ. СОМРГЕТЕ СОМУЕХ ЗОВЕАСЕ$ М ТОВАСНВУЗЕТАМ 
ЗРАСЕ 


ВОММАВУ 


\У\е сопу@4ег а с1уеп ГофасвеузКап зрасе; К, Чепойез 153 сигуавте. 
АП Грег Шеотетз ап@ дейю1Ыопз 4еа1 ИВ 8 зрасе. 

Опдег а сотр1ее сопуех зигЁРасе ме ипдегзапЯ а соппесёе4 сотро- 
пепф о! Ве Боипдагу о{ а сопуех 30119. То 1Ъе сотр1еёе сопуех зигГасез 
\е а44 6\1се соуегей р1апе сопуех с1озей геззопз ('). 

ТНЕОВЕМ 1. А сопоех зит}асе 15 фотеотогр@ес №0 а тевюп оп а 
зрйете ап рюг апу тевзоп оп а зрйеге 1®ете ея; а сотрае сопсех 
зитрасе потеотогр/с 10 и. 

ТНЕОВЕМ 2. Гра сотшех о} рапе роёувопз #5 фотеототр№с 10 а 
зрйете ап4 1йе зит о} \е ап81ез або еасЁ о} 215 оетисез 15 < ж, йеп 
{Йете ех1515 а сопоех роуйе4топ ПаШе 10 а зифагляот зотогр№ёс апа 
тзотеите 10 з сотрех. 

Тре ргоо{ 4о0ез поф @1Мег еззеийаПу {тош Ша слуеп шт (*) {юг ще 
зате \Теогет 1п Фе сазе о? \Ше Еле И1ап зрасе. 

ТНЕОВЕМ 3. Ге! сотрёее сопоех зит}асез ЁЕ„ сопоегее ю Е ап4 
рот: Х„ апа У, ййпв оп Е„ сопеегее 0 Х апа У, Шев 


На в (Х„У,„) ЕР (ХУ), 


чуЙеге р, ап4 в Чепые Ше 41яаптсез теазитей оп Е„ апа Е. 

А. тре ргоо! о! 418 (Феогет 13 олуеп 11 $13 рарег. 

ТНЕОВЕМ 4. Ге 1т а тезоп С оп а зрйеге бе поеп а Ппе @етеп 
ФИЙ Ше ситомите > К,. Тйе тете аейпе4 т С у Ше ИПпе @етем 
Бетя сотр ае, й 1$ геайза 1е Бу теапз о} а сотр ае сопоех зиг}асе, 

Тжо !оПоулпя ргорозИ1оптз оп зтаП сео4ез1е 171апо]ез аге зе пт 
{Ве ргоо!. (А М1апе 15 зтаШ И по 1\0 0 Из рой сап Ъе ]оше4 Ъу 
4\0 зео4дез1сз 1уте т Из ИЛапае.) 

ТЕММА 1. 11 АВС 15 а зтаЙ ичапие ат Ше телоп С апа А. В.С. 
". р(апе тата. Ро Ь ге з14е; о} 1е зате (еп йз: А.В, = АВ 


‚еп А, о ВЕРЫ о НЕЗЫРА 
ТЕММА 2. Ге ВС апа А,В.Сь ве Ше 1тапез; о} Гетта 1. Ге Х 


апа У фе рой оп АВ ап4- АС, ап@ роз Х.,У, оп А, В, апа А.Сь 
фе зи Ё Ша А.Х. =АХ, АУ, =АТ. Пепе ХУ=д, ХУ, =, К Ш 
тастит о} Ше Саизяап ситоаште зп АВС апа а йе Фатеег о} АВС. 
Треп 


| = ! 
а 
2 


чфйете М 15 а питфег сей 1$ фоипае4 аз 5001 аз а 15 фоипаеа. 

Тре ргоо!з оЁ Бо 1еттаз аге {огта|! шоб1Исайопз ог {Тозе дует 
10 (2) {0г Фе зиаЦаг ]еттлаз. 

№\ ме “Ш оц те Фе ргоо! о! 'ТВеогет 4 зоррозпе {Ве гез1оп С поф 
{40 соуег 1Ъе зрЬеге (юг, С Ъешр Фе уВое зрЬеге Ве ргооЁ Ш Бе 
еу14еп у зпирИНед). 
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Опдег 15 аззитраоп 1Ъе гезлоп С сап Ъе гергеземей аз ФЪе зим о 
ап ех{еп41ио зедаепсе о? зео4езсе ро1ухопз Н,,Н,,.-.,Нт. Таке а ро]у- 
сопе И»; №з Бочидагу сиёз ой о{ С а пишьег о{ тер1отз М1, ..., Мл 
\ЬсЬ аге 1юйпце 1п \Ве шейлс <луеп ш С. ТаКе м МЕ а рош® АА апа 
Йп@а \БаЕ согуе [А жсь 15 4Ве зВог{езь опе атопх а! 4\е сагуез соп- 
цапия Ак, Лушё ш МА (с1озаге!)` ава Вопз0]0503 40 Ще роипдагу оп 
МК (засЪ а сагуе ех15{з ото 10 Ше сошр!еепезз о{ фе тейлс). ТБе 
сигуе /^ 15 а сеодезс ро]уроп УИВ ап апе аёф АХ ап@, роз у, УИ 
‘ап21ез ар зоше уегсез оЁ фе гехлоп МХ: Ве 1аМегз аге > х, И теазигей 1 
ЩФаф рагё ог МЕ ураеь ех1епаз $0 \е шйпиу; [1% раз по о!Тег апз]ез 
эп шау Взуе по апз]ез аф аП. 

бисй сигуез ГА. ... › [т реше сопятасфед 1п а &Ве тес1опв М1,..., Мт, 
епс10зе а реодезас ро1ухоп О„ сощашя Н». 

1ЧепЁу оп еась сагуе [А 1Возе роз урасв Пе аф 1Ъе заше 41з$апсе 
(ппсазигей а1опх ГА) тот АХ. Тье сигуез /4,...,Гт ъешто {Тиз аооеа, 
Ще ро]ухоп О„ ресошез а гез1оп А вошеоштогрс 10 а зрвеге. А шейле 
13 деппед т А дайе паштаПу. Те \уБое ап]е афойё апу уемщех о! 
Ве Чо ед ГА 13 < т. 

‚ О4е А шю эта зеодезс &т1п8]ез з0 \Таё \е пез ГА (4очЫеа) 
факе рагь зп Ще илапощайоп. Вар1асе еась лапе у а р1апе опе миВ 
\Ве э14ез о{ Ве заше 1еп2Мз. 'ТЬезе р]апе итапо]ез {огт, пафигаПу, а 
сошр!ех Вотеотогрь1с $0 а зрпете. 

Озте Тешта 1, опе зеез (Таф \фл1з сотар!ех замзЙез {Ве сопдИлопз о! 
'Греогет 2 ап 8 \1еге ех1зёз а сопуех ро1уБейгоп геаЙзтя фе шейчс 
о{ 615 сошр/ех. 

Еигблег, изшх Тешша 2, опе сап еазёу уегМу а \№е Ппаег Ше 
паприай оп о{ А, \Ше пеагег шее о{ \Ше соттезропдше сотр]ех ар- 
ргоасвез {Ваб о{ А,„. Таз, арр1уше 'ТБебтет 3, \е еу14епь раззасе {0 
$Ве пищ 1еа4з 10 а сошр!ейе сопуех заасе Ё;‚, \Ь1еь гез!12ез Ще ше- 
51с о{ Ще гег1оп А„. Апа Шеп Бу 1е те п—> < ме соше № а зитасе 
Е — Ме Ппц о{ а сопуегоепь зирзедаетсе о{ {№е зитасез Р„ — теаШиия 
Фе мое шейлс слуеп и! \Ше има] гезлоп С. 

Тп а гесепф поце (") Т Вауе збафе4 а зе о{ сопа\лоп \Ъ1еВ свагасбегите 
«м Ме зшаП» &Ве шпег шейлс о{ а сопуех заМасе ш а ТофасвеузК1ап 
зрасе. №\, изих \Ше 1егшз питодисей 1 аб по, ме Ш име 
а сепега| {Веогет \ЪасВ зВо\з аб \Возе сопд1опз аге поф опу песез- 
загу, риф а1зо за Нлелель, «1 Фе ]атсе», аз \е!] аз \Пеп соипещеа у Ще 
песезвагу соп4\отз Гог сотр!еёепезз апа {ог ВошеотогрЬиезз {0 а зрье- 
г1са] герлоп. 

ТНЕОВЕМ 5. [6 ат а тезгоп С оп а зрйете ап атпег сотрае те- 
‘те фе вбоеп, умей раз а Запвет сопе @ есегу ройё ап4 1$ сопсех фий 
гезресё 10 1йе тейчс о} сопяат ситоаште К.. Тйеге ех54$ (Йев а сотр 
сопоех зитрасе теайатв Ши; татс. 

Тропев Ще 14еа о! \\Ъе ргоо{! 1$ 36 Ще заше аз аб о{ фе ргоо{ о! 
'ГБеотеш 4, \е 4ейаз; ате шоге сошрПса\е4, \еу 40 поф 91Иег еззеп- 
па1у {том Фе деёаз о{ \№е ргоо{ слуеп ш шу Боок «Шпег сеошейту о! 
сопуех зитГасез» ога итЦаг \Теогеш оп геаЙтайоп шп фе Еяедеап зрасе. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЕШЛУХ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЭСТЕМСЕ$ РЕ [20В$$ 


Серия математическая + (1945), 191—143 5еше таметайдие 


Ф.И. ФРАНКЛЬ 


О ЗАДАЧАХ С. А. ЧАПЛЫГИНА ДЛЯ СМЕШАННЫХ 
ДО- И СВЕРХЗВУКОВЫХ ТЕЧЕНИЙ 


(Представлено академиком С. А. Хриетианоничем) 


В работе исследуются: задача истечения сверхзвуковой струи из 
сосуда с цлоскими стенками и задача о набегании сверхзвукового по- 
тока на клин, когда между головной волной и клином образуется зона 
дозвукэвых скоростей. 


Введение 


В данной статье предполагается знакомство читателя с работой 
С. А. Чаплыгина «О газовых струях» ("), а также с методом расчета 
плоскопараллельных сверхзвуковых течений, данным Прандтлем и Бу- 
земаном (*) [см. также (°) и (*‘)]. Рекомендуется предварительное озна- 
комление с работой Ф. Трикоми «Об уравнениях в частных производ- 
ных второго порядка смешанного типа» (3), методы которой, несомненно. 
удастся еще использовать при доказательстве существования решения 


рассматриваемых нами задач. 
Так как везде в дальнейшем мы пользуемся обозначениями 


С. А. Чаплыгина, приводим здесь важнейшие для нас формулы и 


обозначения. 
Чаплыгин пользуется методом годографа. В качестве независимых 


перемелных он берет, во-первых, величину 


=. (1) 


где У — скорость потока в данной точке, У„— максимальная скорость. 
соответствующая характерной для данного потока температуре тормо- 
жения Т, (т. е. температуре, возникающей перед внесенным в поток 
препятствием). При этом 

ть, ©) 
где /— постоянная Джоуля, &— ускорение тяжести, с, — теплоемкость 
единицы веса при постоянном давлении и Т, — абсолютная температура 


торможения. 
В качестве второй независимой переменной берется угол наклона 
скорости 9. В этих независимых переменных в случае незавихренного 


нотока функция тока ®Ф удовлетворяет уравнению 
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9 2% 04| | 1—(28+0* 0% 
р Кынри ан © 


1— 3}8 д* 95 {1 ув 90 
где 
Я 
= —1 (За) 
и 
бр >. 
Е + | 
х г. ( > ›) 
— отномтение теплоемкостей при постоянных давлении и объеме. 
Значение 
1 
УВ (8) 


отвечает критической скорости, т. е. скорости потока,.равной соответ- 
ствующей местной скорости звука. 
При введении вспомогательной переменной 


С8+0 я 
1— = 
о \ ся 4< (5) 
уравнение (3) принимает вид 
ь 9 9$ , 
её + К оз = 0, (6) 
где 
тие вЬ О ю 
аа (7) 


Таким образом, уравнение (6) при дозвуковых скоростях будет 
эллиптического, а при сверхзвуковых — гиперболического типа. 
Далее, Чаплыгин рассматривает частные решения уравнения (3) вида 


фу (<, 6) = 2, (<) аа 258, (8) 
где 
2, (3) = <» (<), (9) 
а у,(<) — гипергеометрическая функция 
уу (<) 5 Е (а, 6; 2-1; *). (10) 
причем 
а.о, =2—В, а,6,= — Ву (2-1). (10а) 


В теории Чаплыгина играет существенную роль также вспомога- 
тельная функция х, (*), 


У РокА. 0 

Рассматриваемые Чаплыгиным задачи при скорости потока, остаю- 
щейся везде ниже звуковой, сводятся к задаче Дирихле и решаются 
при помощи рядов, составленных из частных решений вида (8). К ка- 


ким краевым задачам для уравнения (3) сводятся задачи Чаплыгина 
при смешанных до- и сверхзвуковых течениях, оставалось неизвестным. 
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Опираясь на работу Трикоми (°), автору удалось найти формулировку 
этих задач и установить единственность их решений. 

В дальнейшем автор надеется дать математически обоснованное и 
п актически пригодное решение поставленных задач. 


$ 1. Сведение проблемы истечения сверхзвуковой струи к задачам 
Трикоми для уравнения С. А. Чаплыгина. Теорема единствённости 
для этой задачи 


Задача Трикоми заключается в следующем. 

Пусть дано линейное уравнение в частных производных второго 
порядка, которое по одну сторону кривой С в плоскости независимых 
переменных имеет эллиптический тип, а по другую — гиперболический 
тип. Рассмотрим область О, ограниченную кривой Г, лежащей в эллип- 
тической области с концами, лежащими на кривой С, и характеристи- 
ками х, и 1,, принадлежащими к разным семействам и исходящими 
с концов кривой Г, (фиг. 1). Пусть значения решения заданы на кри- 
вых Г иф,, но не на х,. Ищется решение в области О. 

Эта краевая задача была впервые формулирована Ф. Трикоми (*) 
применительно к уравнению 


а а 


Удав 5-0. (1) 


д: 

Триксми доказал единственность и существование решения этой 
задачи. 

В этом параграфе мы сведем проблему истечения сверхзвуковой 
струи к некоторой задаче Трикоми для уравнения С. А. Чаплыгина 
(см. Введение, уравнение (6)): 

2) 2 52. 
бак =0. (2) 

Коэффициент К при малом х или большом с равен единице и падает 
при растущем = (убывающем ©). При “= (1-- 28)" (или ‹=0) имеем 
К=0, а при <> (1-28) * (или ‹ < 0) К< 0. 


0 


| 
Фиг. 1 Фиг. 2 


Итак, уравнение (2) эллиптического типа при с >0 и гиперболиче- 
ского при с < 0. 
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Докажем сперва единственность решения задачи Трикоми для урав- 


нения (2). 


Рассмотрим в плоскости (0, ©) конечную область, ограниченную дугой 
АВС, лежащей в полуплоскости с<>0, и характеристиками АР, СР, 
лежащими в полуплоскости с < 0 (фиг. 2). Предположим, что в этой 
области дано решение $ф уравнения (2), равное нулю на АВС и на СР. 


Докажем, что это решение равно нулю во всей области. 
Рассмотрим сперва В в треугольнике и докажем, что 


Преобразуем уравнение 
\\ 5 (ак! ) 48 =0 
АРС . 


путем интегрирования по частям. Имеем 


о 26 65 С Га ) 
5 В Я 2 
| —@-— И и 
оба 4е =4 в 0 А (2 2 | 
0 0 ух 
62 р 0> | 
9% 9% [63 га? 
2 00 — “_ —*: 
\ 3 э4 ` 00 6, \` 26 48 ) 
9. 9 


Следовательно, 


г 
АГ аа 


АОС 


К) о (- 218—114) 


Вдоль характеристики ДА имеем 


498—УИ| К] ас =0, 
а 
4 = Е : 
в УЕ? 49 =уУ | КТас. 


Следовательно, 


> 


(хак) = ПИТЕТ, ‘аа--° 148) = 


ы 1 аук] > 
с |. ОР 9 45. 


о Спа 2 
м РА 
так что 
95 
ду Е М Ве 9$^\* 94 
7" и“ * 46 - —к1(% 
) дс |с—0 ы 4° 9 \\ [> С 4945. 


(6) 


(3) 


(9) 
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Вычислим теперь ИТ, 
чу|к| _ 1 ЕТУ г 
а »)= 


АЗВУИЙК (1— 8 ^^ и» 


Таким образом, для доказательства неравенства (3) остается пока- 


=) ‘к! ] 494 =0. (11) 


Для доказательства перейдем к характеристическим координатам: 


зать, что 


4). = 4 - У|К|аз, |\ (12) 
4 =@8— У [К | 43, 
Отсюда получим определитель Якоби: 
к (13) 


Дифференциальное уравнение (3) и вид: 


ре ‚ ЧУГК| (9$ _ 94 _ 
ие. о 90: (14) 


С другой стороны, 


9ф д Е 
(Ик) = “15 5, (15) 
или 


У [С 1) —1к1(Я `] 44 = —2 ик я ла», (15а) 


где интеграл в правой части берется по площади С’А’О” (фиг. 3). 
Для вычисления этого интеграла перепишем уравнение (14) в сле- 


дующем виде: р 
2' _ 
ит (8-2) мо. в 


где ( 


М т ор / 
а . Фиг. 3 
УИ ааа - иван мя и, 
Иер (ет И - 


ети КНМ (7 


тан как при малом с 


М=О (<*), (17а) 
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2% 
а при непрерывных 26 т 
9% _ — 1/2 
он 0 (1<] ). (175) 


С другой стороны, 
| (2+9 =—2 18 
И ТУ Е ИГЕТ за. 69 
Это выражение отрицательно, если во всем треугольнике АСД 


< и (19) 


Последнее неравенство выражает, что число Маха М должно быть 


ы 
меньше двух. В самом деле, при Е 


о Ве #2 ЕЕ. ай .. 
М а ТЕ 2х 1) =4. (192) 


Это значит, что при х= 1,4 основание 68, треугольника должно удовле- 
творять неравенству 


0, < 6= 54°. (19) 
Необходимо ли это ограничительное условие для доказательства нера- 
венства (3) по существу дела или же оно связано только с нашим ме- 
тодом доказательства; остается пока невыясненным *. 


Рассмотрим теперь область АВС. Интегрированием по частям полу- 
чим, как выше; 


бо 
С й а К г у В й 9 
ое (ея ) 44 — 95| 
АВС 0 А 
ЕЕ 620) 
откуда 
м 
\з 5480 (21) 
и, узитывая неравенство (3): 
#° 
9 5 
\ ы р. с=0 4—0. (22) 
йо 
Из уравнений (24), (`22). (41), (17а) и (19) следует теперь: 
0, (23) 


что и требовалось доказать. 


* Доказательство остается в силе для любого уравнения вида (2), где К—регу- 


ак 
лярная функция от © при с=0ди т 0 при ‹=0 и К (0]=0, если только с 


в треугольнике 1ОС остается достаточно малым. Применительно к уравнению (1) 
доказательство остается в силе для сколь угодно больших треугольников АБС. 
То же самое относится к доказательству единственности в целом. 
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к Пл ЖЕ 


Приведенное доказательство единственности применимо при условии 
законности встречающихся преобразований. Соответствующее дополне- 
ние к доказательству единственности мы намерены дать после исследо- 
вания свойств решения 
нашей задачи. у 

Вернемся к задаче 
истечения сверхзвуко- 
вой струи. Рассмотрим 
сосуд с симметрично рас- 
положенными стенками, 
заключающими между 
собой угол 20° (фиг. да). 

Мы утверждаем, что 
при достаточно малом 
давлении во внешнем 
пространстве задача ис- 
течения сводится к сле- 
дующей задаче Трикоми: 
вобласти ОА’ В’С (фиг.4) 
ищется решение © по Фиг. 4 
условиям 


18 пре: на ОА’В’; 


ы (24) 
оо на ОС. 
Аналогично на границе области ОАВС должио быть; 
Гы = на ОАВ; 
Е | (24а) 


И в Ь (28 | 


Полученное решение дает отобра- 
жение области ОА’В’СВАО на пло- 
скость (х, у); тем самым получается 
область дозвуковых скоростей, ли- 
ния звуковых скоростей и часть 
сверхзвуковой струи, примыкающая 
непосредственно к этой линии. Про- 
должение сверхзвуковой струи до 
бесконечности получаем по методу 
Прандтля и Буземана (°). 

Докажем это. Согласно  усло- 
виям (24) и (24а) радиусам ОА’ и ОЛ соответствуют стенки сосуда, 
радиусу ОС — ось симметрии сосуда. Что же касается характеристик АВ 
и А’В’, то им в плоскости (х, у) соответствует по одной точке — именно 
края отверстия сосуда Аи А". 

В самом деле, соги вдоль характеристики уравнения (4) функция 
тока Ф постоянна, т‹ тотенциал ф также постоянен [(*); глава Ъ фор- 


Фиг. 4а. 
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мулы (1.15) и (1.16)]. Но если вдоль некоторой линии © и ® постоян- 

ны, то координаты х и у также постоянны. Остается показать, что 

‘полученное течение можно продолжать в виде струи © постоянным да- 

влением (постоянной скоростью) на ее границах. Такое продолжение: 
Ру 


возможно; если отношение давления „- меньше (или равно) некоторой 
о 


функции угла 8: 


Р 


< РВ —=/(6,) (рв— давление в точке В). (25) 
Ро Ро 


Приводим здесь табличку значений этой функции: 


6 — 10° 20° 30° 40° 50° 54° 
В 


Рарсмотрим сначала случай р, =рв. Проведем дугу окружности ВВ’ 
с центром в начале координат; а характеристики А’В’и АВ продол- 
жим до их пересечения ДР. 
Й ; м — 4 р Убит 
Найдем теперь решение ®-=%, уравнения Чаплыгина в треугольнике 
В’СВ, переходящее вдоль характеристики СВ в ‚предыдущее решение 


=, и равное (+ _ вдоль ВВ’. Далее найдем решение ® =, в тре- 
угольнике ВВ’С, переходящее в решение Ф=®, вдоль СВ’ и равное 


(-3) вдоль В’В. Далее найдем решение =, в четырехугольнике 
СВ’ЮВ, переходящее вдоль СВ в %, и вдоль СВ’ в %.. Далее найдем 


решение %., равное %, вдоль В’) и равное а вдоль В’В и, симмет- 
ричное к последнему, решение %,, равное ®, вдоль ВД и равное (-3 
вдоль ВБ’. Далее найдем решение %., равное ®, вдоль ОВ и рэвное %, 
вдоль ОВ’ ит. Д. 

Области в плоскости (2, у), соответствующие этим решениям, обозна- 
чены на фиг. 4 соответствующими номерами. Таким образом, мы полу- 
часм, очевидно, струю с давлением р» на границе. 
уу Если давление во внешнем про- 

| и Е странстве меньше р}, то поступаем 
| следующим образом (фиг. 5). 

Проведем дугу окружности ЕЁ’ с 
центром в начале координат с ради- 
усом, соответствующим давлению 
р, <Рв. Точки Еи Е’ должны ле- 
жать на продолжениях характери- 

Фик. 5 стик АВи А’В’. Пересечения этой 

окружности с продолжениями харэк- 

теристик СВ и СВ’ обозначим через Ри ЕЁ”. Проведем, наконец, через РЁ 

и КР’ сопряженные характеристик; они пересекутся в. точке ДР на 
оси и. 


А 
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Найдем теперь решение ®, в четырехугольнике СВЕЕ”’, переходящее 


в %, вдоль СВ и равное >. вдоль ВЕЁЕ’, затем решение $, в четырех 


угольнике СВ’ЕР, переходящее в ф, вдоль СВ’и равное ( — © вдоль 


В’Е’Е’. Далее найдем решение Ф, в четырехугольнике СР’ОЕ, перехо- 
дящее в $, вдоль СР’ив $, вдоль СЁ. Затем находятся два решения 
в треугольнике РЁ’С ит. д., как указано в предыдущем случае. 

Таким образом, получаем струю с постоянным давлением р, < Рв на 
границе. 

Для доказательства существоваиия установившейся непрерывной 
сверхзвуковой струи при истечении из сосуда требуется, следовательно, 
только доказать существование решения задачи Трикоми*. 

Строгое доказательство существования, как уже сказано во введе- 
нии, нам до сих пор дать еще не удалось. Но то обстоятельство, что 
решение задачи Трикоми для уравнения (1) существует и для уравне- 
ния (2) доказана единственность решения, дает все основания не 
сомневаться и в существовании решения задачи Трикоми для уравнения (2). 

Но следует обратить внимание на то, что доказательство единствен- 
ности нам удалось только для значений 0, < 54°. Если это соответ- 
ствует существу дела и если и доказательство существования удастся 
только для значения 8, < 54°, то это означало бы, что истечение из сим- 
метричного бесконечного сосуда с прямыми стенками возможно в виде 
установившейся непрерывной сверхзвуковой струи, если эти стенки 
заключают между собой угол не больше 108°. Напрашивается предпо- 
ложение, что при 20, >> 108° истечение сверхзвуковой струи без скачков 
уплотнения невозможно; это предположение было бы интересно прове- 
рить экспериментально. 

Что касается полученных решений, то в них линия скоростей звука 
‚ исходит от краев отверстия. Обращает на себя внимание, что при р=Рв 
характеристикам А’В’и АВ, а в случае р, < рь характеристикам А’Е’ 
и АЕ соответствует по одной точке плоскости (х, у), а именно края 
отверстия. Это значит, что течение в окрестности краев отверстия имеет 
характер течения Прандтля — Мейера [(°); гл. Ш, $ 7|, т.е. характер 
обтекания угла с расширением. При этом угол отклонения границы 
струи по сравнению с направлением стенки должен быть не меньше, 


в 
чем о * 


* Это доказательство нужно, конечно дополнить доказательством того, что якобиан 


2 (У) или величина (1) + К (я : для каждого из решений %/, $.,... 
ДР (и, 5) дс 99 

имеет постоянный знак; в противном случае составляющие не были бы одно- 
значными функциями координат; в этом случсе следовало бы ожидать появления 
скачков уплотнения в струе. Нетрудно установить, к каким типам по Христиано- 
вичу [(*), $ 9] принадлежат рассматриваемые течения: течение ф, в своей сверх- 
звуковой части, а также течения $, и {ф, являются смешанными течениями, тече- 
ние 4, — течением разрежения, течения 1 и \, — смешанными течениями, тече- 
ние 4, — течением сжатия и т. д. 


5 Известия АН, серия математическая, № 2. 
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Течение внутри сосуда, поскольку оно полностью определяется ре- 
шением задачи Трикоми Фф., не зависит от внешнего давления р,, если 
только р, <рв; следовательно, расход воздуха в секунду также не зави- 
сит от р., что вполче соответствует общеизвестным экспериментальным 
фактам. 

Указанными выше путями не удается, однако, найти решения, если 


ОЕ 9) 


В этом случае задача сводится к краевой задаче, являющейся обоб- 
щением задачи Трикоми. Решение ищется в области ОСО’В’А’. 

При этом А’В’и СО’— дуги эпициклоид Буземана, а В’О’— дуга 
окружности, соответствующая заданному внешнему давлению.“ Точки 
О, А. С’— те же, что на фиг. 4а. 

Краевые условия следующие: 


ф= — 5 на ОА’Р’В, 
| (27) 
ф=0 на ОС. 
Единственность решения нами еще не доказана, но весьма вероятна. 
х 
д о *—1 
В пределе при р= р” = та Ро указанная краевая задача пере- 
*/ 


ходит в задачу Дирихле, а ее решение—в решение Чаплыгина. 


$ 2. Сведение задачи обтекания клина еверхзвуковым потоком в случае 

образования дозвуковой зоны перед клином к краевой задаче для 

уравнения Чаплыгина в заранее извеетной облаети плоскоети скоро- 
стей. Теорема единственности для этой задачи 


В рассматриваемом здесь случае энтропия за скачком уплотнения 
переменна; в связи с этим в уравнении Чаплыгина для потока появ- 
ляется правая часть, пропорциональная производной энтропии по функ- 
ции тока [(°); гл. Ш, $ 2]. В дальнейшем мы будем пренебрегать этой 
правой частью, как и вообще переменностью энтропии. В связи © этим 
(С); стр. 78] поток остается потенциальным, остаются в силе и уравне- 
ния Чаплыгина 


О ЩЕ 
99 дс ? 

1) 
9 _ 9% . ( 
45 = К э6 й 
ду 99 _ 
Ков =0. (2) 


Теперь зэдача обтекания ‘клина может быть сведена к краевой 
задаче в области ОАВШОЕ плоскости (и, 0) (фиг. 6). Здесь ОА — отрезок 
оси и; АВ— дуга строфоиды, дающей скорости за головной волной, ле- 
жащая внутри круга дозвуковых скоростей. Уравнение этой строфоиды 
[(); гл. Ш, $2] 


‹ неее 
12 их 7, Е ь] 
(И. —и) а р) Я а ) (3) 
х + 4 Г 7, АЗ 
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ВО и ЕР — дуги характеристик (эпициклоид), причем В и Е лежат на 
окружности звуковых скоростей, а ОЕ — радиус под углом 8, а 0,— 
угол между сторонами клина и направлением набегающего потока. 

Краевые условия таковы: 

ф=0 на АОЕР, (4) 
"=фрв в точке В, (5) 
где фз считается заданным. 

На дуге строфоиды должно быть выполнено такое условие, которое 
обеспечило бы непрерывное изменение функции тока при прохождении 
через головную волну. 

Соответствующее отображение плоскости (и, $) на плоскости (х, у) 
показано на фиг. 6. Как и в задаче истечения, характеристике ЕД со- 
ответствует одна единственная точка Ё —Д в плоскости (х, 9). У этой 
точки (угла у основания клина) возникают течения типа Прандтля — 
Мейера. Продолжение течения за линию Маха ОВ не представляет инте- 
реса, так как оно не влияет на течение перед этой линией (впрочем, 
это продолжение может быть определено методом Прандтля — Буземана). 


В 


А 


Фиг. 6 


При таких условиях в плоскости (и, о) будут, очевидно, выполнены 
те краевые условия в плоскости (х, у); которые вытекают из формули- 
ровки второй задачи Чаплыгина *. Значение ф» при этом пропорцио- 
нально высоте клина. Остается еще уточнить краевые условия на дуге 
строфоиды АВ. 

Пусть р, — плотность в невозмущенном потоке и \Х—угол наклона 
скачка уплотнения в произвольной его точке (фиг. 7). Пусть У, —ско- 
рость невозмущенного потока, р, — плотность в точке остановки. Напом- 
ним, что р, @Ф означает разность расходов в двух бесконечно близких 
точках. Тогда вдоль скачка 


ро @Ф=р.Т, ау. (6) 


* Из трех условий, которые выполняются на головной волне, мы отбросили 
одно; но это неизбежно, поскольку мы пренебрегли изменением энтропии. 


5* 
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С другой стороны [("); т. И, стр. 41], 


д 9 бо С0$ 8 эт 0 Ид)’, 0$ = 
ау = оу 54% = ФЕТ ле 


__ 0.5% е зп 0 9% 4). - 
й 2 и. И 24) (7 
Из уравнений (6) и (7) следует 
1 с05 0 __ 911 0 907 _ 0% р 8 
(7: а (Ка 0 р - (8) 


Далее (фиг. 8), 
У, с03 ^=У с03.(%\ —0) =, (9) 


(т. е. касательные скорбети не меняются при прохождеиии через ска- 
чок) и 
И, эм = И эт (^— 89) . (10) 


(т. е. расход не меняется при прохождении через скахок) [(°); гл. ИТ, 
$ 8|. Отсюда 


1 соз 0 Я $11 (1 — 0) соз6 
——=—- —— | 
Ро а (и $1 А ) ое 
и 
У Л с05 9^ _ с0$ 4 (1—9 (1 — 0) соз Г =9=“ (12 
а (ти => р. 510605 (1 — 6) т 2 о = 
Следовательно, краевое условие (8) принимает вид 
к 
К 4—5 и4=ь се 40. (13) 


Так как 8 вдоль строфоиды — известная функция от 5, то уравнение 


.9ф _дъ 
(13) представляет собой однородно-линейное соотношение между _ ие 


Фиг. 7 


Итак, мы установили все краевые условия: они даются уравнениями 
(4) на АОЕР, (5) —в точке В и (13) на АВ. 

Докажем теперь, что условия (4), (5), (13) определяют решение 
уравнения (2) в области ОАВЬЕ единственным образом, или, иначе 
выражаясь, что однородные условия (4) и (13) определяют функцию 
тока с точностью до постоянного множителя. 

Для отой цели необходимо и достаточно доказать, что решение 
уравнения (2), удовлетворяющее условиям (4), (13) и (5), 9(В)=0 
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должно тождественно равняться нулю. Для доказательства достаточно 
показать, что из выполнения условия (4) вдоль АОЕ, (13) вдоль АВ 


и (5) в точке В следует 
Е 


9$ 
\ фо. 49 < 0, (14) 
в 
где интеграл берется вдоль линии с=0. В самом деле, в$ 1 было уже 
доказано, что благодаря выполнению условия ®=0 вдоль ЕД *, 
Е 


с 


9.4 >0 (15) 
в 


и что из (14) и (15) следует 
Ф==0. (16) 
Итак, докажем неравенство (14). Имеем: 


т - Кр ) 44 =— ЕЕ ук (5 "46 4е + 


ОАЕВ 
фе (кдь ан) = Ок ва 
Е аш. | о. (17) 
Следовательно, 


оби — Очки едь чо. и 
А 


Тем самым теорема единственности доказана **. 

Поскольку здесь предполагалась законность произведенных преобра- 
зований, потребуется после доказательства существования решения 
дополнить это доказательство единственности. 

К вопросу о существовании и эффективном нахождении решения 
надеемся вернуться в дальнейшем. 

Если давление за клином больше того, которое имеет место в точке 
Р (фиг. 6), то область в плоскости годографа и краевые условия ме- 
няются так же, как в случае истечения струи (см. примечание к $ 1). 


$ 3. Две леммы к теории уравнения С. А. Чаплыгина. Вопрое о 
возможности применения рядов типа Чаплыгина к задаче истечения 
сверхзвуковой струи 


В этом параграфе мы доказываем две леммы к теории уравнения 
С. А. Чаплыгина, которые мы в дальнейшем надеемся использовать для 
доказательства существования решения задачи Трикоми. 


* Конечно, при этом нужно, кан и в $ 1, предполагать, что в точке Л будет 
ло 


М <2 (или, что центральный угол дуги ВЁ меньше 54°). 
** Доказательство единственности применимо только, пока центральный угол 


дуги ВЕ меньше 54°. В связи с этим получается также ограничение для угла 
(фиг. 6); предельный угол ву вах зависит от числа Маха набегающего потока. При 


М ={, бщ.; =5°; при М =оо, 0 вах =99°. Вопрос о том, имеет ли этот предель- 


ный угол физическое значение, остается пока открытым. 
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Первая из этих лемм представляет собой асимптотическую формулу 
для логарифмической производной функции Чаплыгина 2у(<) [см. Вве- 
дение, формула (11)] при == (28- 1)-! и больших у, а именно 


о 
НА = +01), () 
“() 


где С — постоянная, не зависящая от у, а символ 0\(1) означает огра- 
ниченную величину*. 

В подготовленной к печати работе «К теории сопла Лаваля» нам 
удалось уточнить эту формулу. Мы получили асимптотическую формулу 
для больших у: 


.. Эк _ 2к+2 
У —2 
а, | 1 СНС, "+. бьу *400 °). 
о ВР 
В случае «= г эта формула является усилением неравенства, 
доказанного уже Чаплыгиным, именно неравенства 
И 125+ ЕН >> У ТЕ (2) 
где 
29 си 15 2, 
ра а (2а) 
и 
с 
сете (25) 


Перейдем к доказательству уравнения (1). Согласно определению 
функции 2у(“), функция 
фу = 2, (т) з1т 20 (3) 


удовлетворяет уравнению Чаплыгина. Если переменную < заменить 
переменной с [(:); глава У, формула (91)], то из уравнения 


9 94, 
дез К дз =0 (4) 
следует 
<, (<) — 4" КЗ, (<) =0, (5) 
где 
| ь@)==(3. | (5а) 
Напомним, что 
2, (=) = <, (<), (6) 
где у,(=) является решением гипергеометрического уравнения 
т (1 — <) уу-Е [2 1-Е (В — 2—1) «| уу Ву (2-1) у,=0, (7) 


регулярным при т=0. 
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Уравнение (6) имеет еще второе независимое решение вида 
У? (т) =, (<), (8) 


где 8, (<) —регулярно при ч=0. Следовательно, уравнение (5) имеет 
второе независимое решение 


$) (с) = 2) (1) = Ув, (<). (9) 


Из формулы для коэффициента К [$1, формула (4а)] вытекает, что 
вблизи с =0 


К = ас 6с*--..., (1+0) 
а=2( тт". (108) 


Так как при *< (284-1)* (или <> 0) К ограничено, то из ‘уравнения 
(10) следует, что 


причем 


| — ав | < Вв* приз>0. (11) 


Заменим теперь в дифференциальном уравнении (5) коэффициент К 
приближенным значением его, равным 4с. Получим уравнение 


©, — 465 =0. (12) 


Под $, (с) мы будем теперь понимать то решение уравнения (12), которое 
прис—> © (=—>0) стремится к нулю и которое равно <, при с =0. Это 
решение имеет следующий вид [(°); гл. ПТ, ем (12)]: 


= (Иа в) - — (13) 
где 
ва \ а бо. (С я: в) ар. (14) 
А 


Для дальнейшего существенно, что функция ^ (#) для любого поло- 
жительного т удовлетворяет неравенству вида 


1^©9|<= (>0. (15) 
Обозначим теперь через 855, функцию 

С, | (16) 

Эта функция удовлетворяет неоднородному дифференциальному урав- 
нению Е 

(53,)” — 4у*КаС, = 4} (с), (17) 

где а 
1 (в) = (ав —К) %, (°). (17а) 


Согласно общей теории однородных линейных дифференциальных 
уравнений из (17) следует 


во“ [576 116 269449 © 1656944 } + 
0 с 
+55 @+С5э), (9 
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где 
| > `_ 
т. 
Легко установить, что 
0. (19) 
В самом деле, при малых < (больших 9) 
7 о 4х 
<, (3) =О0 (=), Ф=0(=*), @в=—5.0(1, (20) 


1()=0(°)=0 (=) =0 (=), 


где = — сколь угодно малая величина. 


Итак, 
с (ав) 
74’) 2) "= \ ое )ае, (21) 
\ 1”) 5’) ав’ = \ 0 (<=) 4 =0(®-9. (22) 
с 0 


Из уравнений (18), (21); (22) следует 


65, (<) =0 (+9 С (6). (23) 
Следовательно, если бы не было С,=0, то 
Нм 55, (<) = ©; (23а} 
б>< 


что противоречит определению этой функции. 
Вычислим теперь С,. Имеем 


5, (0) = "^ < (0) сос ае" +50 =0. (24) 
0 


Отсюда получим для постоянной 


у 60 (0) и’ й ; ОЕ 
а Хы (25} 
и для производной 65°, (0): 
хр / ДУ? (3 С 7\Р ’ , ы 
0 =тх [59 0) | 169564" | + 6,5, = 
б 


со [.®) 


НУ? 7 , , Лу? ( и ; |] х . 
= = \ 365 = —10 \ х(у ДУ?а с ) (ав —КЮ) (3) 45’, (26) 
0 


0 
так что 


_ = 2 М (0) (0) ЧУ? Е О ’ 6. (5^) , ‹ 
50 -И "о — 26 \ ^(И 44) (а°'— К) = а м, 
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Однако, согласно Чаплыгину [(*); т. П, стр. 307, 
6. (©) 


0<- Е то) < <1 при 0<-<(1--28)-! (28). 
(или 0 < с). 
ны 
Х(И 4ау а5'—К <\ ^( Би 195. 
\ (Изя) (К Ио 4") (аз а 0(=)- 


Таким образом, согласно (27), 


м ы А! (0 
2 = И 4" 7 т +0 (1). (30) 
Тем самым формула (1) доказана. 
Вычисление величины о на основе формулы (14) и известных 


свойств Г-функции дает 


о (30а) 


Вторая лемма вытекает из первой. Она заключается в следующем: 
Пусть $ — ограниченное решение уравнения (4), определенное в обла- 
сти 


00-9. (31) 
Предельные значения при 8=0 и 9=8, пусть будут 
$ (в, 0) =% (в, 6,) = 0. (32) 


`Тогда существует ядро К (8, 8'), не зависящее от ®, особенности` кото- 
рого определяются уравнением 


К (= (0—1 — (0-6) — 0 —26.)-*)+0(4), (33) 


которое позволяет выразить краевые значения %® на дуге з=0 через 
краевые значения °* при с=0, так что 
6 
9 (0, = К(6, 1) 4+ (0,9) 48°. (34). 
б 
Для выполнения уравнения (34) требуется только, чтобы функция 
(0,0) была с интегрируемым квадратом. 
Докажем это. Вычислим сперва ядро К (0, 60°), предполагая его суще- 
ствование. 
В частном случае 


(<). 
у=ф,= =) 91 20 (35) 
имеем 
О а О 26, (36) 
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Вводим обозначения 


9 = 26. 9, (37) 
с 
о а (38) 


"Теперь уравнение (36) можно переписать в виде 


90 
0, 0 
$, (0,8) = ое \ К (6, 6") 9. (0, 6') 46’ (39) 
в 0 
или 
К 
28, ( К (08 ‚ _ 80 208" 
=) (9, 0) за 208 4" = о, (40) 
откуда 
К (60, = Ее | 5 м - 219’ $ (44) 


Остается. исследовать сходимость этого ряда. Согласно уравнению 
{30), 
х: А” (0) 


= 0) = И 44 [4+0 (п-**)], (42) 
И 1 (0 
= ут “О (и-^), (42) 
Ютсюда 
аа А (0) т зп 218 311 273” = ы : р 5’ —а/ 
К (9,0') = в (0) УЗ Ре ГИ о зш 2709’О (п-\?з). (43) 


Второй из рядов в правой части сходится равномерно, а ряд 


со оо оо 
з 1 и 21$ од о 0$ 2пв 3 жи И — с05 2% КР ) (44) 
п=1 п=1 п=1 
‘может быть суммирован в явном виде, 
Достаточно рассмотреть ряд 
со 
Уи ФЕ еж. (45) 
п=4 


Из известной формулы для Г-функции 


\ #1 =Г (2) 
о 


вытекает 


ыы (+) п еп:® — \ 1-2 е-п(х-—1$) ах, (46) 
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откуда 


ео С -х-: 
еее тНувь ео 


п=? 
формула (47) получается из (46) путем суммирования геометрического 


ряда, если учесть, что 


[1—е=+® | > заф при 


. 5 З= 
с ы 
| [< чп при 5 <.<5, 
м, следовательно, 
(©) 


со 
3 1—е 2+ [ 1 | \ 


РИ ) №*з —>0 при М> 0 


о риафр. 


эмли, соответственно, 


со р е \(-=+1$) а о а) 
ее 
[7 

Взяв действительную часть формулы (47), получаем искомую сумму 

ряда (45): 


со 


со 
2 608 пФ В ра об 
у ( 3 > па! ХТ \ ы > 1—2е® со Ф +е 23 ах. (48) 
п=1 0 


Перейдем к исследованию особенностей функции (48) при Ф®=0 и 
$Х= 2. Достаточно, конечно, исследовать функцию (48) вблизи ф=0. 


Имеем: 


с08 пф ВаАы е? с05ф —1 
(2х д/з =: 2 е2*—2е? со ф-- 1 47$ 


ы (1-2) созф —1 
и (1-5)2—2(1 -{ 5) с0$ а 9) = 


| 


| 
2. —>?- = © 
8 
ы 


(1-52) созф —1 2 
Н (1--5)*—2 (1+2) сов Ф-+1 4+0 (1) = 


—1з 
г 


2/3 т р. а | 49 
НО =. \ я оО. (49) 
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Последний интеграл проще всего вычисляется при помощи вычетев * 


Далее, 
+1 е: к р а г = эт 
Ре Е а 
нео и ооо не 
0 0 ь 
] п : 
+0(*)} = ГО”). (50) 


(Первые члены здесь происходят от вычетов, а член 0 ($'/з) от интеграла 
по полуокружноети радиуса Ф`"/з). 
Итак, окончательно 


. 2 < с0$ 7$ 7: п т | 
Рае ету 06 (51) 
что дает для ядра К (6, 0’) 


4 
© в 8-9) 


ть (+) (0) аз“ 


О 0—1) } +0(1). (52) 


К (6,6') = 


Что полученное ядро К (9, 0”) действительно выражает краевые зна- 
чения $(9,0) через у. (9, 0), устанавливается сперва в том случае, когда 
9‹ выражается через конечный тригонометрический ряд, а в общем слу- 


Чае путем предельного перехода, пользуясь представлением Ф в виде 
ряда Чаплыгина. 


Таким образом, вторая лемма доказана. 
Аналогичная лемма доказана Трикоми для уравнения 


Она играет у него существенную роль при сведении рассматриваемой за- 
дачи к интегральному уравнению Фредгольма второго рода. 
Перейдем теперь к вопросу о возможности представления решёния 
задачи истечения при помощи рядов типа Чаплыгина. 
Напомним формулировку этой задачи. Ищется ограниченное реше- 
ние уравнения (3) в области плоскости (и, 5) (см. фиг. 4) такое, что 


$ =0 на ОС, = —® на Од’В’. (53). 


* За это замечание, сильно упростившее первоначальный вывод, выражаю благо- 
дарность А. Никольскому. 
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Рассмотрим теперь другое решение ®’ уравнения (3), определяемое 
уравнением 


= ты (54) 


ОО ОС. 
= А’ 
— на ОЛ’, (55) 
ии на А’В’. 
о 


91’ 
Предположим, что это решение существует и что при <=0 > удовле- 
[9 ° 


творяет условию, доказанному Трикоми в случае уравнения (1) * 


=0(9—'1з) (56) 


в=0 


или вообще, чтобы функция &(8) была с интегрируемым квадратом. 
Тогда 


(8) = У, бэ 258, (57) 
1 
где 
пп Е 
= 20. (57а) 
и рь. сходится. 
п=1 
Тогда, согласно Чаплыгину, решение ® 


и 


в секторе круга ОСА’ будет 


0” — би бу(@ 1 п 29, (58) 
ПЕ Я Су 6. (0) 


де 
6. (0) 


и. (58а) 


В частности, на дуге СА” 


9' (0,0) =1 (0) =У* 7. НЬ 250. (59) 


п=1 


Как показали результаты, полученные Чаплыгиным, сходимость ряда 
(58) в секторе ОСА’ обеспечивается; в характеристическом треуголь-. 
нике СА’В’ о сходимости ряда на основе этих результатов еще ничего 
нельзя сказать. Нами, однако, было доказано в другой работе (°), что 
при непрерывном изменении данных Коши на дуге переходной линии 
{с =0) решение уравнения Трикоми в соответствующем характеристиче- 


* В случае аналитических сопел Лаваля это условие действительно имеет место. 
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ском треугольнике меняется непрерывно. Отсюда следует, что постав- 
ленная нами задача Трикоми решается в виде ряда 


+; #100 < 
о" пр. =)“ 1т 256, (60) 


причем коэффициенты а„ определяются из условия 


= 5,9 (891 ог6 ив 
о 20)" 029 =© (5—1) приз <8 <, (61) 


где с =с (0) означает зависимость с от @ вдоль дуги эпициклоиды. 

Таким образом, наша задача при приведенных предположениях 
сведена к решению бесконечной системы обыкновенных линейных урав- 
нений. 

Эту систему можно было бы пытаться решить приближенно, сохра- 
няя только конечное число членов в бесконечной сумме (61) и требуя 
вместе с тем этих приближенных уравнений только пля конечного числа, 
соответственно выбранных значений 0. 


Поступило 
16. ХГ. 1943 
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Е. ЕВАМЕГ. ОМ ТНЕ РВОВГЕМЗ ОР СНАРГУСТМ ЕОВ МИХЕО 
5ОВ- АХО ЗОРЕВЗОМ1С ЕГОУ5 


ЗОММАВУ 


1 Ш: агысе имо ргоетаз аге ежепаед $0 \№е сазе о# пахе заЪ- 
ап зиретзоплс 110%, уЪлев меге езфаЪзВе4 ру $. А. Свар1ур ша Ве 
сазе о! заЪзоп1с По\з ла 13 могК «Оп баз ]еёз» (1902). 

Тье #186 ргоБ]ета 18 Та оЁ а зарегзоп1е ]е, Помлас ойё оГа уез- 
зе], Боппдеа Ъу Паф \аПз. 1 13 зВо\п, {Та 18 ргоет шау Ъе ге- 
Чисе4 10 а Ъоппдагу ргоеш {ог пихе еШрисо-пурегроес ечиаайопв,. 
отлуеп Ъу Е. Тисопи (1923). п ог сазе, Ве рго ето 13 езкаЪ ИзвеЯ 10 Ме. 
р1апе о &Ве Водортарь геамуе $0 Свар1уз’з Чегета] едааймоп. 

Тье зесоп@ ргоБ]еш 13 {Таб 0{ а зарегзопле По\ оуег а медве ш \е 
сазе, увеге Ъете 13 а 2опе 0 1оса1 заЪзопле уе] оси вез Бе{оге $Ве \медсе. ТЫ». 
ргоБ1ета 13 гедисе4 {0 а пеуу Боип4ату ргоеш, зиаПаг 40 Ваф о{ 'Тг1соп: 

Тье ип1аепезз оЁ зопиоп. оЁ &1езе &\%о ргоБетз 18 ргоуед ш ог 
рарег; Баф \Ъе Теогет оё ех1збепсе 18 поф уеё ргоуе4. 
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С. Н. БЕРНШТЕЙН 


КОНСТРУКТИВНАЯ ТЕОРИЯ ФУНКЦИЙ, КАК РАЗВИТИЕ ИДЕЙ 
ЧЕБЫШЕВА 


Статья содержит изложение доклада на заседании Отделения 
физико-математических наук юбилейной сессии Академии Наук СССР, 
посвященной 220-летию Академии Наук. 


$ 1. Конструктивной теорией функций мы называем направление тео- 
рии функций, которое ставит себе целью дать возможно более простую 
и удобную основу для качественного изучения и вычисления как эмпи- 
рических функций, так и всяких функций, являющихся решениями 
естественно поставленных задач математического анализа (например, 
решений дифференциальных или функциональных уравнений). Это на- 
правление ‘весьма близко по духу математическому творчеству Чебы- 
щева; не удивительно поэтому, что современная конструктивная теория 
функций в большой степени использует и развивает идеи нашего по- 
койного великого сочлена. 

Исследования Чебышева в области математического анализа, свя- 
занные с важными конкретными задачами, группируются в основном 
около трех проблем. 

1. Проблема определения выражения, зависяшего от данного ко- 
нечного числа параметров, например, многочлена Р„(х) степени п, из 
всех многочленов степени п наименее уклоняющегося от рассматри- 
ваемей функции ]}(х) в том смысле, что уклонение, т. е. максимум 
модуля разности 


в данном промежутке, должно быть наименьшим. 
2. Задача интерполирования по способу наименьших квадратов. 


3. Проблема моментов. 
Первая проблема, как известно, была поставлена Чебышевым в связи 


с его теорией механизмов. Вторая имела целью усовершенствование 
способа наименьших квадратов Лежандра при построении эмпирических 
формул, соответствующих большому числу ваблюдений, и послужила 
исходным пунктом для создания Чебышевым теории разложения функ- 
ций по ортогональным полиномам. 
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Третья — проблема моментов, поставленная Чебышевым для в03- 
можно общего доказательства предельной теоремы теории вероятно- 
стей, имела целью установить, в каких пределах должна быть заклю- 
чена вероятность нахождения случайной величины х в конечном про- 
межутке (а, 5), если известны математические ожидания ее последова- 
тельных степеней. 

Я В мою задачу не входит подробное рассмотрение отдельных ре- 
зультатов, полученных Чебышевым и после него другими авторами. 
Я хотел бы лишь вкратце обрисовать обширную область конструктив- 
ной теории функций, примыкающую к вышеуказанным трем проблемам. 

В настоящее время известны вычислительные приемы, позволяющие 
разрешить с любой степенью точности задачу нахождения многочлена 
степени п, наименее уклоняющегося от произвольно ‘заданной функции, 
непрерывной в данном конечном промежутке. Однако с увеличением 
степени п практически вычисления чрезвычайно усложняются и тогда 
0с0б0 важное значение получают теоретические асимптотические методы, 
соответствующие бесконечному возрастанию степени п и нахождению 
многочленов. А„(х) степени п, дающих приближения того же порядка, 
что и наилучшие приближения ЁЕ)„}(х). 

Как известно, пользуясь интегралом, связанным с уравнением 
теплопроводности, \У\е1егз\газз показал в конце прошлого столетия, 
что функции }(х) — непрерывные в данном конечном промежутке — ха- 
рактеризуются тем, что они могут быть равномерно приближены при 
помощи многочленов возрастающих степеней, т. е. тем, что Е,„/(5)—>0 
при п—> <>. Таким образом, многочлены являются естественным кон- 
структивным элементом для изучения непрерывных функций на конеч- 
ном интервале, и многочлены, наименее уклоняющиеся от данной 
функции, потенциально содержат все ее свойства. В связи с этим особо 
кажное значение имеет исследование качественных или экстремальных 
свойств многочленов, подчиненных определенным условиям. В частности, 
фундаментальным является классический результат Чебышева, согласно. 
которому многочлен степени п вида 


д - р." "+... Ё Ри, ь 
старший коэффициент которого равен 1, в промежутке (—1, 1) не 


а 
может оставаться по абсолютному значению менее, чем „=; при это№ 


единственным многочленом этого вида, для которого уклонение от нуля 


а 
не превышает -„=, является многочлен Чебышева 


а 
=: 608 (7 агс с0з 2). 


Другим весьма важным для конструктивной теории функций резуль- 
татом оказалась теорема А. А. Маркова, дающая ответ, на вопрос, по- 
ставленный ему Менделеевым: каково наибольшее возможное абсолют- 
ное значение производной многочлена степени п в заданном промежутке. 
где сам многочлен не превышает по абсолютной величине единицыт 
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Эта новая алгебра многочленов, основанная Чебышевым, обогати- 
лась впоследствии открытием ряда аналогичных теорем, играющих важ- 
ную роль в конструктивной теории функций. На .них опирается воз- 
можность установления прямой связи между наилучшими приближениями 
функции. и ее дифференциальной природой, которая открывает общий 
подход к последовательному решению первой проблемы Чебышева и 
позволяет дать единый принцип для классификации всех непрерывных 
функций по степени их близости к многочленам. В частности, этим была 
положена основа новой теории аналитических функций вещественной 
переменной, в которой аналитическая функций (1) характеризуется 
особо быстрым стремлением к нулю Е„}(х), а именно тем, что при воз- 
растании ее наилучшие приближения Е„]}(т) в данном промежутке 
убывают быстрее, чем в геометрической прогрессии со знаменателем 
р < 1. Точнее говоря, для того, чтобы непрерывная функция }(х), за- 
данная, например, в промежутке (—1, +1), была регулярной функ- 
цией комплексной переменной внутри эллипса Р с фокусами в точках 


—41, 1, сумма полуосей которого равна г, необходимо и достаточно 
выполнение соотношения 


тзир ИЕ, /@)=*. (1) 


Замечательное свойство аналитической функции, выделяющее ее из 
общей совокупности непрерывных функций, как известно, состоит в том, 
что она представляет собою органическое целое, вполне определенное 
во всей области существования, если она задана в любом произвольно 
малом промежутке. 

С точки зрения вышепредложенной классификации естественным про- 
должением непрерывной функции }(х), заданной в интервале (а, 6), на 
большую область (а, 6-е) следует считать такое ее продолжение, при 
котором ее близость к соответствующим многочленам на расширенном 
промежутке была бы возможно тесной. Иными словами, наилучшие 
приближения Ё„[](2); а, 6+ =], относящиеся к расширенному проме- 
жутку (а, 6+ :), должны при п—><0 возможно быстрее стремиться 
к нулю. Благодаря одному свойству многочленов, открытому Чебыше- 
хзым, было не трудно показать, что в случае (1), когда Е, [7 (2); а, 6] 
не превосходят членов некоторой геометрической прогрессии со знаме- 
нателем р<1, такое наилучшее продолжение функции }(х2) на несколько 
больший промежуток всегда возможно и притом единственным образом. 
Это и есть аналитическое продолжение. 

Если убывание Е,„[](т); а, 6] не столь значительно, т. е. если 


1т зар УЕ [7 (2); а, 6] =1, то задача вообще не имеет единственного 


п>со 
решения, и лишь для некоторых классов функций возможно поставить 
ее так, чтобы в случае существования решения оно было единствен- 


ным, например, если Иший ГЕ, [7 (2); а, 6] <1. Такие классы 


Пс 


(= 
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функций называют ивазианалитическими; они были предметом многих 
тонких исследований последнего времени, имеющих больтую теорети- 
ческую ценность. Однако вряд ли можно ожидать, что роль квазиана- 
литических функций в анализе будет столь же значительной, как 
аналитических функций. 

$ 3. Напомним теперь вкратце основные результаты, относящиеся 
к нахождению порялка убывания и точного асимптотического значения 
наилучших приближений конкретно заданной функции. 

Из равенства (1) легко видеть, что порядок убывания Е,}(5) для 
аналитических функций в основном определяется полусуммой осей’эл- 
липса ), проходящего через ближайшую особую точку функции } (г), 
а асимптотическое значение Ё„ зависит только от свойств особых точек 
функции, находящихся на периферии этого эллипса, подобно тому, как 
порядок убывания и асимптотическое значение коэффициентов строки 
Тейлора зависит от особенностей функции, лежащих на круге 
сходимости. 

Многие оценки, относящиеся к наилучшим приближениям, получа- 
ются благодаря использованию разложения функций по многочленам 
Чебышева 


Т„ (4) = соз (и аге с0$ 5х); 


здесь и далее для определенности мы будем рассматривать интервал 
(—1, 1). Эти разложения, связанные со второй проблемой Чебышева, 
получаются при рассмотрении задачи обращения в минимум 


ое 


Ты 


У! — = 


— 


— взвешенного квадратичного уклонения функции }(5) на указанном 
интервале —, решением которой является 


В, (*) т р а,Ть (+), 


К=0 
р 


я | 19 Ть (©) 7 — ое = 


@ — 2 
—1 


Если обозначить через /„}(х) приближение функции }(5), даваемое 
многочленом В, (2), то, очевидно, Е„}(х) < 1,](2). С другой стороны, 
благодаря неравенству Лебега для любой функции 


. т? 
Е? (2) > пов! (®) (С=ъ. 

Таким образом, порядок наилучшего приближения почти совпадает 
с порядком приближения, осуществляемого разложением по многочле- 
нам Чебышева, и обычно совпадает с последним. 
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Асимптотическое значение приближения 


Г, 1 (2) = тах | 1 (2) — У; а Ть (2) | 
к 


вычисляется без особых затруднений и во многих случаях удалось уста- 
новить простую зависимость между асимптотическими значениями 
Е} (5х) и Г,}!(т). Отметим, например, случай, когда ближайшая 0со- 
бенность функции „](2) есть алгебраическая или логарифмическая о0со- 
бая точка с, |с| > 1, ‘находящаяся на вещественной оси. В этом случае 
известны асимптотические значения Ё„ и Г, и связь между ними опре- 
деляется соотношением 
|<! —1 


Е, } (2) == ® Г, 1 (2) (ние) 


Из этого равенства видно, между прочим, что при бесконечном 
Удалении ближайшей особой точки, т. е. при соответствующем превра- 
щении функции ]}(х) в целую функцию, приближения Е„ и Г, асимп- 


Е 
тотически совпадают, и, напротив, отношение т убывает по мере 
9% ` 


к \ 
приближения точки с к краю отрезка (—1, +1). Можно было бы 


: Е 1 . 
ожидать, ‘что при |с| =1 отношение РИ —— В действительности это 
7 


не так, и исследование случая, когда особенности функции }(х) нахо- 
дятся на самом отрезке, на котором мы приближаем функцию, значи- 
тельно труднее. Однако решение этой задачи за последние годы удалось 
продвинуть значительно вперед. 

$ 4. Первый этап на пути к решению этой задачи был осущест- 
‚влен более 30 лет назад, когда было установлено, что существует 
предел | 
ти Ё,|х|=и, 


и—со 
(приближенное значение р, равно 0,28). Недавно этот результат был 
дополнен следующим образом. Установлено, что 
Ни в, |= И 1Ь—с* (|< 1. (2) 
п>со 
Отметим следующее любопытное следствие из соотношения (2): если 
вершина с угла находится на отрезке (—1, -- 1), а стороны проходят 
через точки (—1, а) и (+1,6), где аи 6— положительные числа, то 
минимум асимптотического значения его наилучшего приближения на 
отрезке (—1, - 1) достигается, когда точка с расположена так, что угол 
падения равен углу отражения. 
‚ Далее, аналогичный результат получен для Е‚|х—с? где р— лю- 
бое положительное число, а именно, существует 


Р. 
В ПРЕ, | — с Р=ьр (1— с*)*, 
пи=оо 


где чр› — определенные константы. 


#50 С. Н. БЕРНШТЕЙН 


Как видно из этих асимптотических равенств, порядок убывания 
наилучшего приближения |х—с!Р тем медленнее, чем меньше р. По- 
этому, если на отрезке (—1, +1) имеется несколько особых точек 
с различными показателями р, то асимптотическое значение наилучшего 
приближения будет определяться лишь теми точками, для которых 
показатель р имеет наименьшее значение. 


Определение асимптотического значения наилучшего приближения 


в случае, когда на интервале (—1, -|- 1) расположено несколько особых 
точек указанного типа с одним и тем же показателем р, получается 


просто, хотя и несколько неожиданно, следующим образом. Положим 
для определенности р=1, так что 


(=) = ХА |=—е,| (—4 <, < +) 


в=1 


представляет собой произвольно заданную ломаную линию с абсцис- 


сами с, вершин внутри или на концах интервала (—1, +1). В таком 
случае 


Е,} (2) = М, 

где 
М = шах! АА /1—6| (Ё=1,..., 3), 
так как возможно приблизить асимптотически наилучшим образом каж- 
дый из членов 
А, |т—с, | 

при помощи многочлена п-ой степени В„, (1) (Е =1,...,5) так, чтобы 
вне сколь угодно малого промежутка, заключающего точку с’, разность 


Вик (1) — Ах — Ск | 


оставалась во всех остальных точках отрезка (—41, |1) сколь угодн® 
малой по сравнению с Е, [А,|5—с,|]. Поэтому, складывая все эти 
многочлены, мы получаем многочлен степени и, уклонение которого от 


}(<х) асимптотически не превышает значения НМ : 


Отсюда, между прочим, видно, что существует бесконечное мно- 
жество продолжений ломаной линии, обеспечивающих то же самое 
быстрейшее асимптотическое убывание наилучшего приближения, что 
и прямолинейное продолжение ее крайних сторон. В соответствии се 
сказанным ранее о продолжении непрерывных функций, ломаная ли- 
ния не имеет единственного наилучшего продолжения. 

$ 5. Благодаря замене переменной х = 058 многочлен степени п пре- 
вращается в тригонометрическую сумму п-го порядка относительно 
с0$ 0. Поэтому все результаты, относящиеся к наилучшему приближез 
нию произвольной непрерывной функции, заданной в интервале ( — 1, 1), 
посредством могочленов, приводят к соответствующим ` предло- 
жениям о наилучшем приближении любых непрерывных периодических 
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функций с периодом 2т посредством конечных тригонометрических 
сумм. , 

Несмотря на фактическую эквивалентность задачи приближения не- 
прерывных периодических Функций посредством конечных тригономет- 
рических сумм задаче приближения непрерывных функций на ‚конечном 
интервале при помощи многочленов, принципиально эти задачи отли- 
чаются тем, что в первой задаче рассматриваемая область приближе- 
ния бесконечна. В общем случае вопрос о приближении непрерывной 
функции на всей бесконечной оси вызывает особые трудности, так как 
элементарная функция — многочлен, как и в случае периодических 
функций, не может служить для этой цели. Возможно, правда, следуя 
примеру Чебышева, рассматривавшего задачу взвешенного наилучше! о 
приближения, ввести соответствующие неотрицательные веса *(5) с тем, 
чтобы для тех или иных функций }(5) возможно было подобрать много 
члены Р„(х), для которых взвешенные уклонения 


стремились бы к нулю при возрастании п для всех значений х от — со 
до + со. Обозначив произведение 


1 (2) *(2) =Е (2), 


мы видим, что задача обращения в минимум Л, }(т) раввозначна задаче 
нахождения многочлена Р„(т) степени п по условию, чтобы произведе- 
ние Р,(1)т(7) наименее уклонялось от Ё(л) на всей оси. В предполо- 
жении, что Ё(7)— непрерывная функция, стремящаяся к нулю при 
1—> + оо, установлены некоторые весьма близкие между собой необхо- 
димые и достаточные условия скорости убывания *(х) на бесконечности 
для того, чтобы рассматриваемые наилучшие приближения стремились 
к нулю при возрастании п. Для этого достаточно, чтобы 


< (2) < т, (2), 


где —{5)— четная целая функция первого рода с неотрицательными 
1 


коэффициентами. Напротив, если 


*(2) > чь (71), 


где аа целая функция рода нуль, то наилучшие приближения 
не могут стремиться к нулю. 

Возможно также в качестве элементарных функций, приближающих 
непрерывную функцию на всей оси, ввести рациональные дроби. Этот 
вопрос также был предметом исследований последних лет, но, несмотря 
на ряд полученных важных результатов, еще не исчерпан. 

- Заметим только, что наилучшее приближение функции посред- 


ством рациональных дробей требует во всяком случае, чтобы прибли- 
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жаемая функция стремилась к определенному пределу при х—> + < 
и, в частности, невозможно для периодических функций. 

$ 6. Рассмотренная выше задача о наилучшем асимптотическом при- 
ближении | д |? на отрезке (—1, {- 1) естественно привела к рассмотрению 
приближения функций на всей оси при помощи специального класса 
целых трансцендентных функций, обобщающего элементарные тригоно- 
метрические функции зш рх и созрх. Это функции 


5 (2) = а ®. 
к 


так называемого экспоненциального типа или конечной степени, облада- 
ющие свойством: 


Шт зир Иа, | =Р. 
Е со 


Число р называется степенью функции 5 (5). Таким образом, е?", с0$ рх, 
з11 рх являются функциями экспоненциального типа степени р. 
Оказалось, что указанное выше асимптотическое значение 
РЕ, |2 
равно в точности наилучшему приближению |х|Р на всей оси при по- 
мощи функций экспоненциального типа первой степени. 

Наиболее глубоким основанием необходимости введения функций ко- 
нечной степени в качестве конструктивного элемента изучения. непре- 
рывных функций на всей оси является следующее обстоятельство. Как 
известно, всякая непрерывная на конечном отрезке функция является 
в то же время ограниченной и равномерно непрерывной на всем отрез- 
ке. Напротив, непрерывность функций на всей оси не влечет за собой 
этих двух свойств. Однако при изучении непрерывных ограниченных 
функций на всей оси естественно выделить в первую очередь те из них, 
которые подобно периодическим, почти периодическим и алгебраическим 
функциям являются также равномерно непрерывными на всей, оси. Усло- 
вие же, необходимое и достаточное для равномерной непрерывности функ- 
ции, непрерывной и ограниченной на всей оси, состоит в том, что ее 
наилучшие приближения на всей оси при помощи функций экспонен- 
циального типа степени р стремятся к нулю при неограниченном воз- 
растании степени р. 

Эта теорема тесно связана с одним из важнейших экстремальных 
свойств функций конечной степени, широко обобщающим соответствую- 
щие ранее известные свойства многочленов и конечных тригонометри- 
ческих сумм, а именно, если функция 5р(2) конечной степени р такова, 
что при всех значениях х, |5, (1)| <1, то при любом целом И для п-ой 
производной имеем |5") (1)| < р", причем знак равенства в последнем 
неравенстве достигается только когда 


Эр (2) = с08 р(х— =), 


где «— произвольная постоянная. = 
Отметим еще, что в случае периодических функций задача о наи- 
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лучшем приближении посредством функций конечной степени совпадает 
с соответствующей задачей приближения посредством конечных тригоно- 
метрических сумм, так что, например, функция ниже первой степени, 
наилучше приближающая на всей оси периодическую ‘функцию с пери- 
одом, не превосходящим 2п, есщь постоянная. 

Из указанной теоремы о максимуме производной функции конечной 
степени вытекает другое важное экстремальное свойство этих функций: 
если функция 65р(5) степени р при всех вещественных х удовлетворяет 
условию |65р(2)|<1, то |5р (2 - #)| <е?° при всяком с>0. С другой 
стороны, обозначая через А›{(2) наилучшее приближение функции }(5) 
на всей оси при помощи функций степени р, можно доказать, что 


Из этих двух свойств заключаем, что условие, необходимое и доста- 
точное для того, чтобы функция {(5) была аналитической, регулярной 
и ограниченной внутри бесконечной полосы —с<у< -+ с, переставая 
быть регулярной вне этой полосы, состоит в том, что 


т зар И Ар/ (2) =е << 1. (1 613) 


Таким образом, подобно тому как функции аналитические на конечном 
отрезке выделяются среди других непрерывных функций наиболее быс- 
трым убыванием наилучших приближений посредством многочленов воз- 
растающих степеней, аналитические функции на всей вещественной оси 
характеризуются той же самой наибольшей близостью к функциям ко- 
нечной степени. 

Существует также полная аналогия между соответствующими асимпто- 
тическими значениями наилучших приближений указанных двух кате- 
горий для функций, обладающих заданными особенностями. В частности, 
возможность аналитического продолжения (с сохранением ограниченно- 
сти) функции } (5), заданной в конечном промежутке, на всю веществен- 
ную ось зависит от того, возможно ли такое продолжение функции } (5х), 
для которой Е„](2) убывает в геометрической прогрессии (1) так, чтобы 
и А,/(2) убывали в геометрической прогрессии (1 113). Очевидно, что 
если такое продолжение возможно, то оно единственно. 

Существуют широкие классы задач анализа, которые естественно 
приводят к рассмотрению функций, аналитических и ограниченных для 
всех вещественных значений переменной. В то же время изучение свойств 
и овобенностей этих функций в комплексной области представляет не- 
преодолимые трудности. Таковы, например, функции, определяемые диф- 
ференциальными уравнениями небесной механики. В силу сказанного, 
при интегрировании таких уравнений целесообразно использовать в ка- 
честве конструктивного элемента, приближающего неизвестную функцию, 
ограниченные функции конечной степени так же и в случаях, когда 
нет периодичности или почти периодичности. 
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Известно также, что существуют классы дифференциальных урав- 
нений в частных производных, все решения которых являются аналити- 
ческими функциями независимых переменных. 

$ 7. Этих примеров достаточно для того, чтобы признать, что’ про- 
блема исследования свойств аналитических функций в вещественной обла- 
сти приобретает особый интерес. Одним из подходов к ней является изу- 
чение тех простых конструктивных элементов—многочленов и функций 
конечной степени, о которых только что была речь, и свойств приближе- 
ний при их посредстве. 

Но существует и другой путь, который связан с непосредетвениой 
характеристикой функций посредством соответствующих неравенств. На- 
пример, из ‘известной формулы Коши — Адамара о радиусе сходимости 
строки Тейлора вытекает без труда предложение: для аналитичности 


на некотором конечном промежутке (а, 6) функции }(5) вещественной 
переменной х необходимо и достаточно, чтобы 


м зар И пах р < со. 


Это условие можно заменить другим, из которого исключается непо- 
средственное рассмотрение быстроты возрастания последовательных про- 
изводных и даже самое предположение об их существовании. 

Назовем функцию }(5) абсолютно монотонной в промежутке (0, г), 
если все ее последовательные конечные разности в этом промежутке 
неотрицательны. Оказывается, что в этом случае она бесконечно диф- 
ференцируема и представима в виде строки Тейлора с неотрицательными 
коэффициентами, сходящейся внутри круга с центром в точке 0 ра- 
диуса г. Таким образом, условие, необходимое и достаточное для того, 
чтобы функциа }(5) была аналитической на отрезке (0, г) и регулярной 
внутри круга радиуса г, состоит в том, что в промежутке (0,г) (т) 
есть разность двух абсолютно монотонных функций. 

| Из сказанного видно, что аналитические функции вещественной пе- 

ременной представляют собой весьма частный класс функций с ограни- 
ченной вариацией, логически естественно возникающий из требования 
ограниченности вариации для всех последовательных производных. 
С этой новой точки зрения абсолютно монотонные функции являются 
простейшим объектом исследования теории аналитических функций в дей- 
ствительной области, причем возможиость продолжения абсолютно мо- 
нотонной функции в положительном направлении определяется требо- 
ванием неотрицательности всех ее производных. Дальнейшее продол- 
жение для х>г становится невозможным либо тогда, когда сама функ- 
ция }(х) или одна из ее производных становится бесконечной, либо 
если радиус сходимости строки Тейлора в точке г равен нулю. В по- 
‚следнем случае абсолютно монотонная функция } (5): осуществляет сум- 
мирование расходящегося ряда Тейлора, соответствующего особой точ- 
ке г, на некотором промежутке слева. Эта задача весьма близка к упо- 
мянутой вначале проблеме моментов, занимавшей Чебышева. 
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По существу она эквивалентна последней, когда промежуток абсо- 
лютной монотонности простирается влево до— со. Действительно, мож- 


но показать, что всякая функция ](х), абсолютно монотонная до — со 


у 
выражается интегралом 


(а) = \ "49, 
р 
где Ф (5) — произвольная монотонная функция. Таким образом, напри- 


мер, в точке х=0 функция ]}(5) и ее последовательные производные 
совпадают с соответствующими моментами: 


оо 
0) \ атс, 
9 
и задача моментов, состоящая в определении монотонной функции Ф ((), 
равнозначна определению абсолютно монотонной функции }(х). Нера- 
венствам Чебышева при условии, что заданы первые и-1 моментов 
(Е =0,...,ю), устанавливающим пределы, между которыми должна на- 
ходиться разность Ф (5) — Ч (а) (6 >а>0), соответствуют неравенства, 
которым подчиняется абсолютно монотонная функция } (2) при всех зна- 
чениях х, если заданы ее значение и значения п ее последовательных 
производных в некоторой точке. Экстремальные значения абсолютно 


монотонной функции осуществляются при этом соответствующими ко- 
нечными экспоненциальными полиномами 


У Ах е"**, А’>0, 9. >0. 
к 


Например, функция е” из всех абсолютно монотонных от — со до < 
функций }(х), удовлетворяющих условию }(0) =} (0) =1, при всех х 
получает наименьшее значение, т. е. { (5) > е*, так что абсолютно мо- 
нотонная функция, совпадающая с е* еще в одной точке, тождественно 
равна е”. 

Весьма важным является вопрос единственности в проблеме момен- 
тов, который в нашей трактовке соответствует вопросу об однозначной 
определенности абсолютно монотонной функции по ее значениям и зна- 
чениям всех ее производных в заданной точке. Не останавливаясь на 
формулировке относящихся сюда общих результатов, упомянем о связи 
этого вопроса с теорией квазианалитических функций. При этом следует 
однако, обратить внимание на то, что в то время как при суммировании 
расходящихся степенных рядов квазианалитическими функциями квази- 
аналитичность имеет место во всем промежутке суммирования, здесь 
на всем промежутке суммирования, за исключением единственной 
особой точки ‘0, функция должна быть аналитической и вдобавок 
абсолютно монотонной, но рост последовательных производных в этой 
особой точке, в противоположность условию квазианалитичности, ни- 
чем не ограничен. Условия, налагаемые на последовательные пре- 
изводные }(") (0) и вытекающие из абсолютной монотонности де 
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— < функции ](5), являются весьма ограничительными; они есте- 
ственно ослабляются, если промежуток конечен, и тем слабее, 
чем меньше промежуток абсолютной монотонности. Решениями соответ- 
‘ствующих экстремальных задач для функций, абсолютно монотонных 
в конечном промежутке и удовлетворяющих конечному числу усло- 
вий (например, заданным в определенной точке значением функции 
и п ее последовательных производных), являются в данном слу- 
чае вмебто упомянутых экспоненциальных полиномов соответствующие 
обыкновенные алгебраические многочлены с положительными коэффи- 
циентами. 

$ 8. Упомянем еще о следующем обобщении абсолютной монотонности 
функций, которое приводит к интересному классу аналитических функ- 
ций, а именно к классу регулярно монотонных функций. Если вместо 
того, чтобы требовать? неотрицательности всех производных в данном 
интервале, мы потребуем лишь, чтобы ни одна из производных не 
меняла знак (заметим, что здесь также нет надобности предполагать 
существование производных и достаточно подчинить тому же условию 
последовательные конечные разности), то такая функция также оказы- 
вается аналитической в рассматриваемом промежутке и регулярной по 
_ меньшей мере внутри круга, имеющего данный отрезок своим диаме- 
тром. Такие функции |!мы называем регулярно монотонными, и здесь я 
хотел бы остановиться лишь на одном типе регулярно монотонных 
функций, в котором чередование знаков последовательных производных 
в некотором промежутке совпадает с чередованием знаков последо- 


ь па 
вательных производных 51152 в промежутке (с, ) т. е. положи- 


тельные и отрицательные производные чередуются группами по две. 
Этот специальный класс регулярно монотонных функций, который 
назовем циклически монотонными, замечателен тем, что все эти функции 
оказываются целыми трансцендентными функциями экспоненциального 
типа конечной степени, о которых мы говорили раньше. В частности,» 


к 
циклическая монотонность в промежутке длины — влечет за собой 


следствие, что функция —не выше первой степени. И, с другой стороны, 
всякая функция первой степени представима в виде разности между 
двумя циклически монотонными функциями в любом промежутке 


длины « =, но не может быть представлена в таком виде в проме- 
жутке, большем > б 

Область мыслимых математических функций неизмеримо обширнее 
конкретных функций, встречающихся в действительности, и одной из 
труднейших и ваязнейших задач теории функций является выбор путе- 
водной нити, обеспечивающей прочную связь между абстрактным миром 
математики и естествознанием. Все изложенные выше — исследо- 
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вания проникнуты этим стремлением, и то обстоятельство, что рассмо- 
тренные выше классы функций являются естественным обобщением 
важнейших элементарных функций, служит, как мне кажется, залогом 
пледотворности их изучения. В заключение считаю не лишним указать, 
что все идеи и основные результаты, о которых шла речь, являются 
почти целиком достижениями русской и советской математической мысли. 


5. ВЕВМЫТЕТМ. СОМЭТВОСТТУЕ ТНЕОБУ ОЕ ЕОМСТГОМ$ АЗ А РЕУЕГОРМЕМТ 
ОЕ ТСНЕВУСНЕЕ?5 ТОЕА$ 
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зу оЁ ГапсИоптз 1Баф аге зо Мопз о{ е ргоешз га1зей ш а паш- 

_га] жау 1п \Ъе шафеша са] апа1уз1з. ТВе сопзёгасыуе Веогу оЁ Ёапс- 
4100$ ‘1зез ап@ @4еуе]\орз 11 фе Б1оЪ Ч4естее Тев®ЪусвеЁ!з 14еаз. ТеБе- 
БусвеРз 1туезисайопз ш ЧВе шаФешайса] апа1уз1з соппесбед \иь 
ргасЫсаПу ппрогёапь сопстее ргоешз сепег аБоиё Фе ГоПоуйис гее 
Типдашета] ргоБ]етаз: 

1. ТЬе Безь арргохипайоп о! ГлосИопв. 

2. Пцегро]аМоп Бу Ве 1еазф здчагез теоа. 

3. Ргоеш оЁ тпотетз. 

Тве ргапс1ра! сопзёгаейуе е]ететз {ог Ш№е Нгзё 60 ргоетз аге 
ро]употла1з. ТЬе ро]упот1а1з арргох1тайиос 1т Фе Без а олуеп сопИ- 
пиойз апсмопз оп а Нийе ицегуа| 4еп@ ипИого]у №0 113 Гаосыоп аз 
Мег Чеотгеез феп@ 10 шНпШу апа аЙ \е ргорегйез ор \№е ши пс- 
моп аге 1аеп у 1пВегепф ш Ве арргохитайпе ро]употла1в. Шш 613 
соппесйоп, а отеа® 1ппрогбапсе 15 №0 Бе аМасБей, оп \Ъе опе Вапа, 10 
Фе 1туезисаИопз, 1иае а1зо Бу Теверуспе!, о дааШамуе ог 
ехгета! ргорегез оЁ \№е ро]упопа1з заБ]есе@ $0 семалп сопа1йопз, 
апа, ой Ще оЪег Вата, 0 Фе сВагасбег12амоп оЁ Ще Гапейо0з Бу Ще 
еогее 0Ё ргохшу 10 ШМеш Без арргохитаМле ро1употла1з. ТЬ1з 
у1е\уротт отуез г1зе 40 а имаче с1аззИсамоп 0 сопйпиаомз Гапсопз 
о{ опе геа] уаглае. 

Апа]уйс ГапсМопз сап Бе Чейпед гот 11$ у1емрошб аз Иозе (Паф 
Чеу1афе 1 \Ше ]еазь {гот Ме ро1употла1з. ТЬе апа]умс сопипчайов 
(ог Из оепегаЯтамоп) 13 зисВ а сопыпааМоп оЁГ а ГипсИоп, фог моей. 
ШФе ргохиим у 10 Ше ро]упого1а]з 0Ё 1погеаз тя Чертгее 13 Ме с103е8%. 
ТБе соппесмовп Беб\ееп \Ъе 41Йегепйа] ргорегЫез 0! а Глосйоп ап@ из 
Ъезь арргохтамопз у1е14з ап арргоасв № \Ше ПтзЬ ТоевеБусвеЁз 
ргоет. Твегеру бе зо} Моп о! Ме зесоп@ ргоет, а Ваз 1еа4 
ТевеЬусве? 60 Ме 4еуейортепё оЁ Гапсйопз Бу зеуега] ог Мозопа] роу- 


пото1а1з, сап оНеп Бе зе Гог арргохипабе зооп оЁ Ме тоге 


Ч11си® 186 ргоет. 
ТВе зо!амоп о{ бе Ъезь арргохитайоп рго ет се тоге сошрИ- 
сабеЯ аз п 1шегеазез; а тетагкае зпарИйЙсайоп, по\еуег, баКез расе 
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4п \Ъе сазе п—> со. ТЬ1з азушрюйс ргоеш оЁ4Ве Безё арргох1тайов 
о{ Гапсопз оп а г1Уеп ицегуа1 Бу ро!упогпла]з оЁ 4ергее п 15 зо\уед 
Гог а! ргасйсаЙу 1трогбаюь ГапсИопз. ТЬе зо] а оп 0оЁ е 1аз ргоБетз 
43 соппемей, т а пайга] ау, \ИВ а пем ргоБеш оЁ Ме Безё аррго- 
х1шамоп оп {Те уВо]е геа] ах1з Бу Рапс@опз о{ а зрес1а] с]азз, паще]у, 
Ъу Гапсйопз оЁ ехропепиа] буре оЁ а элуеп 4ертее. Ша рагйсщШаг, \е 
е]етешагу и1сопотег1са] Гипс 10103 311 рх ап@ соз рх Бе]опх 40 Ше <1азз 
о{ Гапсйопз о! дезтее р ап4 аге 413 поиазВе ашопо Ве Рапсопз о{ 13 
с1азз Бу зоше Гопдашепба| ехйгета] ргорегыез. ш сепега1, Ве апсИоп$ 
0{ Йпце Дергее {огт а дайе пайга] сопзьгисмуе е]етепё, уВлсь р1ауз 
Бе заше гб]е {ог Ве Глпсолз апИогт]у соп паз оп {фе уБое геа] ах1$ 
аз е ро]упошла1з Гог \Ъе сазе о а Нице пцегуа!. ТЬ1з апа]осу геЁегз 
аз 10 \№е соппесмоп Бебмееп &Ъе 41егепиа] ргорегыез ап {Ще Безё ар- 
ргохипамоп о! апсопз, з0 {0 Ше сБагасцег1еайоп оЁ арргохитайоп о 
апа1уйсе ГапсЯопз. ТЬе песезз1фу о{ зва4у оЁ апа!уймс Гапсйопз 0 
а геа] уагла ]е ш4ерепдеп у о! Вел БеБаулоог оп \е уБое сомр\ех 
4ота1п, аг1зез 11 а паха] мау {ош ‘Фе огдарагу а1егепиа] еда- 
м 0пз, {ог 1иапсе, тот \\№0зе о! сеезма] плесВап1сз, аз ме! аз {тот 
рагиа] аегепИа] ефаа\юопз оЁ{ та етайса] рБуз1сз. Вез1ез 13 ро 
о{ улеу, ШШе сопзтасМуе \Беогу зассезфз апо\фег с1озе1]у ге]аце ми 
Ве Ша Теверусве’$ ргоеш. УМе Ъауе Беге \№е \Ъеогу о! гези]аг1у 
тшопоф0п1с Гапеопз роззеззие \Ше ргорегбу \№аб по опе о! {Вет Йпце 
41 {егепсез свапзез Ве з19п ш а сефаш заЙ1с1лепИу зша ицегуа|. 
Весшаг]у шопофопас РапсИопз аге шйоце]у а1егепяа ]е ап4 апа]уйе 
т а шоге ог 1]ез5 у14е аотатш 4ерепд11х оп \Ъе аЦегпайоп оЁ 1213 
о{ \Те зассеззуе Чемуайуез 1п \Ъе абоуе и\егуа1. Ша рагисл]аг, 
1{ аЙ демуайуез аге поп-пехамуе, Фе шпсМоп 13 за1а 10 Бе аБзоие]у 
попо{ю0п1с. Еуегу апа]уйс ГапсЯоц 13 гергезена е аз Ш\е 41Шегепсе 
о{ мо аБзопице]у попобоп1с псйопз. 

Тье рго ет 10 Чеегшаие ап азо\це\у попобюп1е Гапсоп Бу Ще 
уаез о{ аП Из Чегуамуез аб а #1хе роз 13 еашуае0ё © Ше рго- 
Бет о! пошепёз, ргоу1Че4 {Табе 1пцегуа], \Ъеге №е апейоп 1$ аЪзо- 
це]у шопоюп1е, з\геюВез {40 — со. 

Тьеге 13 а с]азз оЁ гераг1у попоюп1е лис опз, УВВ 15 оЁ езресла1 
1легезь: {Ве с1азз о{ сусПсаШу кпопофоп1е Гапсмопз мБозе Чемуайуез 


сВапре Ве з1сп реглод1саЙу Пке ззпх ш Ме ицегуа1 (о, =) . АП су- 
сйсаЙу топобоп1с Гапс@опз оп ап ицегуа| оЁ 1еп2\Ъ А аге Гапсйопз 0 
десгее р < 5 ап еуегу Глпсйоп о! десгее «р 13 гергезеща е аз Ше 


Ч1Иегепсе о! б\уо сусПеаПу топо{0т1е [апсИотз оп апу ицегуа|, \Возе 


]еп2 (№ доез поё ехсее4 эт. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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Серия’ математическа» ® (1945) 159—168 5еме ша\АёшаНапе 


И. М. ВИНОГРАДОВ 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ 


Статья содержит изложение доклада на заседании Отделения физико- 
математических наук юбилейной сессии Академии Наук СССР, посвя- 
щенной 220-летию Академии Наук. 


Начало аналитической теории чисел было положено знаменитым 
математиком, членом нашей Академии Наук Л. Эйлером. Ему принад- 
лежит метод, основанный на рассмотрении коэффициентов ряда, полу- 
чаемого перемножением степенных рядов. Таким путем Эйлер вывел 
классическое тождество 


Е а 
о ЖА 
п=1 


п - 
ь Рз 


имеющее место, если вещественная часть $ больше 4. Здесь в левой 
части стоит не что иное, как функция $(5), играющая важнейшую роль 
в современной теории распределения простых чисел; в правой части р 
пробегает все простые числа. Сам Эйлер извлек из этого тождества 
немного, но впоследствии оно явилось исходным пунктом важнейших 
исследований Чебышева, Римана и других ученых по теории распре- 
деления простых чисел. Тем же путем Эйлер получил ряд замечатель- 
ных теорем о представлении числа суммою целых чисел; эти теоремы 
и метод Эйлера положили начало современной аддитивной теории чисел. 

Первые крупные успехи в теорий распределения простых чисел 
принадлежат другому знаменитому математику, члену нашей Академии 
Наук П. Л. Чебышеву. Он дал замечательные теоремы о приближении 
к функции ^(71), выражающей число простых чисел, не превосходящих х, 


я 4 х 
, а НОО 
посредством интеграла { = =› КАК известно, приближенно равно Е 


кя 
В частносли, Чебышев показал, что отношение п(2) к Тор ОТличается 


от 1 меньше чем на 0,4. Чебышев вывел также асимптотические фор- 


мулы для я 
0 р { 
м У ПЕЬ) 
р 


р<м р<м 
и доказал знаменитый постулат Бертрана о том, что в пределах №. 
и 2М имеется простое число. 
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Чтобы закончить краткий очерк важнейших дореволюционных работ 
по аналитической теории чисел, укажем одну работу нашего замеча- 
тельного математика, члена-корреспондента Академии Наук Г. Ф. Во- 
роного, касающуюся функции *(п), выражающей число делителей 
числа и. Для суммы У, (п) Вороной вывел нетривиальную асимпто- 

п<а 


1 
тическую формулу с остаточным членом порядка а’1оса. Эта работа 
дала толчок к развитию новых важных методов в аналитической теории 
чисел. 

Перейдем к послереволюционному периоду. В моих первых собствен- 
ных работах (1915 — 1918 гг.) рассматривались вопросы того же круга, 
как и в указанной работе Вороного. В самой первой работе (опубли- 
кована дишь в 1918 г.) при нечетном Р выводится неравенство 


и. т ЕЕ 


0<а< м 


дающее закон распределения значений символа Якоби; в других рабо- 
тах исследовался вопрос о разыскании асимптотических формул для 
числа целых точек (т. е. точек с целыми координатами плоской области). 
Если Т— число целых точек области, ограниченной неравенствами 
О << О-РЬ, то очевидно 


-= Х пЯ= У а- У и 


9<х<9-Р 9<=<9-+Р О <г<09-+Р 


где [2] обозначает целую, а {2} — дробную часть числа 2. Поэтому во- 
прос об асимптотической формуле для Т сводится к вопросу об асимпто- 
тической формуле для суммы 


У (1) 


© <х<9-+Р 


Для разыскания же асимптотический формулы для суммы (1) мною 
была опубликована в 1917 г. теорема, которая в упрощенном виде 
может быть формулирована так: 

Если В и Е — постоянные, 1<«Р < АА, и в интервале О<х<0О+Р 


имеем 
1 К 
А <Р (2) < =? 


то имеет место асимптотическая формула 


ы 5 


У (2) =5 Р+О ((А1юз 4) 


© <2<09-Р 


»)- 


Метод доказательства по основной идее был близок к методу Вороного. 
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В том же 1947 г. я опубликовал и второй метод, основанный на 
разложении {](5)} в ряд Фурье 


{1 (®} = 1 >. — 


Этот метод сводил вопрос к оценкам при не очень больших т суммы 
вида 
` У х е?тёт 2 (2) 
9<=<9-Р 


Независимо от меня аналогичными вопросами занимались и за гра- 
ницей. Для пользы дальнейшего изложения здесь 6ледует привести 
некоторье из полученньх там результатов. Еейль еще в 1914 г. дал 
метод, пригодный для оценки сумм вида 


$ 3 е?тт‘отдт +... +12, (3) 
О9<=<9+Р 


голусаемых из суммы (2) при замене }(5) целым многочленом. Эти 
оценки даются в зависимостии от гриближения к «„ посредством рацио- 
нальной дроби; например, пусть 


0 \: Я 
т=14, о На (а, а) =1, ОР, [09| <1 (4) 


е — гроизгольное положительное постоянное; тогда, применяя метод 
Вейля, получим 


1 
$5=0(Р’ и), ие. 


Пользуясь частично оценками, получаемыми по методу Рейля, знамени- 
тые английские математики‘ Харди и Литтльвуд разработали (1919 г.) 
на основе идеи Эйлера метод решевия гроблемы Гаринга (предложен- 
ной Рарингом в 1770 г.), гласящей, ‹то всякое целое положительное № 
может быть представлено суммою вида 


№М=аи-... 2 


с целыми неотрицательньми х,,...,21,; здесь показатель К — целое, 
превосходящее 1, и число $ слагаемьх зависит только от КЁ. Харди 
и Литтльвуд указали, при ростатохно больших М, гля $ верхнюю 
границу порярка А2^, а также вывели асимптотисескую формулу рля 
числа представлений. 

В 1934 г. я нашел новый метод решения ряда важнейших вопросов 
теории чисел, основанный на возможности при известных условиях 
весьма точно оценивать суммы вида 


уму (2) 1 (у) с @, (5) 


Известия АН, серия математическая, № 3. 
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где суммирование распространяется на вое целые точки (х, у) некото- 
рой области 9. | 

Первым вопросом, при рассмотрении которого обнаружилась необы- 
чайная сила нового метода, была проблема Варинга. Для числа $ 
слагаемых вида 2”, суммою которых может быть прэдставлено всякое 
достаточно большое целое число ЛМ, теперь получилась граница 
$<Ё (3105 -- 10). Эта граница порядка 105 К и в этом отношении 
близка к окончательной; действительно, можно тривиально установить 
существование сколь угодно больших Л, уже не прэдотавимых суммою $ 
слагаемых ‘вида 2” при <. Отмеченный мой успех явился следствием 
возможности такого видоизменения схемы доказательства Харди и 
Литтльвуда, которое позволило вместо оценок по методу Вейля при- 
менять оценки сумм (5). 

Существенное улучшзэние новый метод внес и в оценки самах сумм (3). 
Например, в указанном выше случае с условием (4) вместо и= 2" "Не 
теперь можно брать новое значение и порядка п, где с — постоянное 
(последнее и = 3л* 10° 5п). Такое улучшэние еще весьма далеко от 
окончательного; если, например, считая т =1 и взяв у равным одному 
из чисел 1,...,П, заставим о, пробегать числа интервала 0 < а, < 1, 
не меняя остальных коэффициентов многочлена &„л”--...-Н ах, то сумма 

1 
длин интервалов, для которых при с > 2 не верна оценка узор яя 
будет < Ре < что с возрастанием Р стрэмится к нулю. Отсюда следует, 
что в действительности в оценке «почти всех» сумм 5 можно брать и = с, 
где с — любое постоянное, превосходящее 2. 

Однако даже и такое, далекое от окончательно-о улучшэние оценок 
сумм (3) дало возможность (в 1936 г.) сотруднику Математического 
института Н. Г. Чудакову на основе последних достижений теории 
функции $(5) установить, что в известной асимптотической формуле 


х 


<(=) = ( 


2 


аз 
10 3 


+ 0 (хе*) 


число й можно брать равным (105 5)%, где с, > 0,5 (последнее с, = 0,6 —е), 
вместо прежне. ой = (105 5) с У! 1055. Далее, Чудаков получил су- 
щественные результаты и в вопросе, являющемся уточнением постулата 
Бертрана: он показал, что при достаточно больших М в пределах М 


и М № ** имеется простое число. 

Новый метод позволил также коренным образом улучшить прежние 
оценки (получаемые по методу Еейля) точности приближения к заданной 
правильной дроби посредством рробной части мно. очлена а„2”“--... ох, 
значительно уточнить остато‹ные члены в асимптотических формулах 
для числа целых то-ек (5, у, 2) в областях трех измерений и т. д. 

Совершенно неожиданные результаты были получены мною в 1937 г. 
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Оказалось, зто мой метод пригоден и к оценкам сумм вида 
о ест! р» (6 
‚ } 
р<м 


‚ тде р пробегает простые ‘исла; гри этом получаемые оценки в случаях, 
важных для гриложений, не отличаются существенно от тех, которые 
получаются этим методом для сумм (3). А между тем среди ученых, 
занимавшихся вопросами распределения простых чисел, общераспро- 
страненным было убеждение, то существенные успехи в оценке сумм (6) 
невозможны без значительных сдви.ов в награвлении разрешения так 
называемой расширенной гипотезы Римана, состоящей в предположении, 
что нетривиальные нули 5=с--И как самой функции $($), так и ее 


обобщений, так называемых Г-рядов, лежат на прямой с = 


> 


5. 

`Эти оценки сумм (6) дали возможность решить множество важных 
вопросов аддитивной теории чисел, относящихся к представлению 
чисел суммою слагаемых вида {(р), где р— простое; например, был 
решен вопрос о представлении М суммою вида 


М=р... + 


и, в частности (Е =1), была решена, для нечетных чисел, знаменитая 
проблема Гольдбаха (переписка Гольдбаха с Эйлером 1742 г.) о том, 
«то всякое достаточно большое нечетное число .М есть сумма трех 
простых чисел: 


М=р, | Р.Е Рь, (7) 


причем решение сопровождалось выводом асимптотической формулы 
для числа Т (№) представлений. В частности, асимптотическая формула 
для Т (№) в проблеме Гольдбаха настолько проста, что мы ее здесь 
приведем. 
Число представлений Т (№) целого М в форме (7) выражается фор- 
мулой 
Т (№) = (1-8 (М)) Ф (№) 5 (№, 


где 1т5(М№)=0, Ф (№) — возрастающая функция от М, асимптотически 
М№М-—со 


. 2 
равная 


2 (108 №)? 


МП) И (1-я), 


причем П распространяется на все простые числа, а П” лишь на про- 
стые делители числа М. 

К сказанному следует добавить, что решение аддитивных проблем 
© слагаемыми вида }(р) было в значительной мере подготовлено рабо- 
тами английских математиков, в пергую очередь работами Харди и 
Литтльвуда, но нехватало моих оценок сумм (6). 


и, наконец, 


9* 
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Потребность улучшения остатосных членов в аддитивных проблемах 
с слагаемыми вида }(р) выдекнула вопрос об уточнении асимптотиче- 
ских формул, относящихся к распределению простых чисел < М среди 
арифмети‹еских прогрессий с разкостью а в случае, когда с возраста- 
нием М эта разность может медленно расти. Мой ученик, талантливый 
ленинградский математик Ю. В. Ливник добился в этом вопросе зна- 
чительных успехов посредством особого метода, основанного на сообра- 
жениях густоты распределения нулей Г-рядов, позволившего ему 
обойти расширенную гипотезу Римана. В частности, Линник доказал 
следующую замечательную теорему: наименьшее простое число вида 
ах-- 6; (а, 6) =1, 1<6<а мевьше а°, где с — абсолютное постоянное. 

Закансивая свой очерк, не могу не отметить, что несмотря на 
кажущуюся случайкость гоявления русских работ го аналитической 
теории чисел, они связаны между собою тесной преемственностью; 
Чебышев использовал основную идею Эйлера для получения первых 
нетривиальных результатов о простых <ислах, а в свое время толчком 
для моих исследований была работа Вороного. Слерует также отметить 
тот факт, что работы как раз нашей Академии Наук сыграли большую 
роль в развитии аналитической теории чисел. 
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Г. УГМОбВАООУ. АМАГУТТСАТ ТНЕОВУ ОЕ МОМВЕВ$ 
БОММАВУ , 


Тье апа]уйса] {Веогу о! пишЪегз ог1о1пабез {тош Ще {атопз шате- 
ша с1ап Г. Ещег, МешЪег о? ошг Асадему оЁ Зс1епсез. ТВе те о@ 
Базе оп сопз1Чегаоп оЁ сое! Ис1епз оЁа зеглез оБбалпей Бу фа шо Ве 
рго4исф о{Ё зеуега] ро\ег зеглез 13 4ае 10 Ещег. Та 613 мау Ещег Баз 
оБбашей \Ъе 14епё у 


АВаф 1тапз{огиаз 4Ве Гапсмоп 5(5) 10г В(5$)>1 шю ап шй_оИе ргодись 
‚ех{еп4е4 оуег а 4Ве ргипе пишЪегз. ТЬ1з 1Чепфу \маз Ве з&апдро1шь 
о{ фе шуезИсаМопз о! ТеБеБусве!, В1етапп ап о{Вегз 11 Ве ‘№еогу 
оЁ Ч1зыарамоп оЁ ргиаез. Ешег Базе! оБба1тед 1 Фе затше \ау зоше 
“Беогешз оп гергезещайоп оЁ а пашЪег аз &Ве зат оЁ и\цесегз; {Везе 
\Веогегз 101абе +4Ве шодегп а441уе {Ъеогу о! пишъегз. 

Р. Г. ТевеБусье!, МешЪег о! омг Асадешу оЁ Зслепсез, а’!атопв 
шапета слап, Уаз фВе Ёгзь 60 с1уе {Ве {Ъеогетз {Ва сВагасбег12е4 4№е . 
Чепз16у 0 ргипез атопо а ицесегз: паше]у, Ве гауе азутр\ойс 


Гогша[ае {ог 
4 а 
ОЕ 
р<м р<м 


ргоуе4 Вегёгап4’з розиафше оп 1Ъе ех1зйепсе о! а ргипе Бебуеев 
У апа 2М№ ап, ЙпаПу, сауе \\е И гзё \Веогетз оп арргохипайоп о{ 


Ме мосйоп х(5)—Ше пишЪег о! ргиоез поф ехсеедте х—Ъу 1Ве 
еы 


106есга] \ =. То рагаси]аг, И, \ав зВо\п Бу ТеВеБусвеЁ +$Ваф Ве гам о 
й 


т . 2 
оЁ п(2) 10 т’ {Ве 1амег Ъешо арргохипаце]у ефиа] 140 4Ве аБоуе 


\пфеога1, А1Ёегз {гота 1 1езз ШЪап Бу 0,1, ргоу1Че4 х 15 зиееп у 
1агое. Те шоге ассигафе гези1&: 


х 


п(2) = \ 48-0 (хе-/ взТовТоЕт ), К 


‘`\аз оашей а ег\уагаз 11 4Ъе могкз о! В1етапп, Надатага, УаПёе- 
Роизз1т, Наг4у апа Тл\емоо4. Ап апа]од0из геза]6 \уаз оБ{а1тей а1зо 
Гог 3Ве ГапсИопз п(х; а, 6) \Ъ1сЬ гергезепф, {ог а>0, (а, 6) =1, е 
питЪег 0? рглиез Бе]опоте 40 4Ве ргосгезз1оп а2-- 6 ап4 поф ехсеед- 
182 2. ТЬз гезаЙ, Во\еуег, 1 поп-м1у1а] оу 1 Ше сазе, \уВеге а 
13 пов 100 1агое аз сошрагед %ИВ х. 

Тве гезеагсвез 4ие № С. Уогопо1, Соггезропа1ше МешБег оЁ 1Ъе 
Асадету 0! Зслепсез, \уеге а]з0 0Ё ргеаф 1прогбапсе {ог {Ве деуе]ор- 
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тег 0! 1\№е апа1у са] ‘Ъеогу о! питЪегз. Уогопой} хауе ап азутр Ис 
дз рамой 1а\ {ог Ще шпсМоп (п) —\е пашЪег о! 41у1з0гз о{ Те 
пишЪег в—: 


1 
ла < (п) =а (105 а+-2Е —1) О (а? 10са). 


0<п<а 


ТВ1з рарег о! Уогопо! сауе ап ппри]зе {ог шу о\п Ёгзь гезеагсвез 


(1915 — 1918). 
1 Ше 11т56 рарег о! пипе (раб зе 12 1918) Ве @а1зиаБайоп ах 


\аз о1уеп Гог 1щЪе уа!ез оЁ 4Ве УТасофл зушо!: 


|Х ($) <ИРвР. 

0<л<а 
ш \е 10По\ушс рарег (раБИзвей т 1917) ап е@ешегёагу шешфо@ \аз 
4еуе]оре4, зиаИаг 10 1Таб дие 40 Уогопог Бу Из шаш 14еа, мБаев 
сауе азушрёойс {огшае {ог Ве пишЪег 0{ ]а се роз (1. е. роз "ИВ 
11берга1 соог1пабез) аш а р]апе даоташ: О < 2< О-Р, 0 < ух] (2). 
Тве Гап4атеп{а] \Ъеогеш оЁ \№е рарег, 12 зошемВаф зпарИйЙе4 1огю, 
сап Бе {югшиайе@ аз 10Поуз: 1её А ап4 Ё Чепойе роз\уе воп- 
3бап{з, 1«Р-АА, ап@ \Ъе 1педиа! Иез 


В Г: 
я<7 (1) < д 


Бе Гей оп фе и\иегуа1 Оз < ОР; Фев 


уз 
я И@=ЬРЧО (А1юв АУ), 
9<=<09+Р 
\Веге {2} Чепофез \Ъе {гасйопа] рагё оЁ! Ве пишЪег 2. 
№ шу Шиа рарег апо\ег ше\о4 уаз 4еуе!ореё Базед проп Ш\е 
ехрапз10п оЁ {}(5)} 1п Ше Копглег зеглез \Маб гедасез 4Ве ргоеш 
\Ве езатайоп оЁ зитз оЁ Те !огш 


р е?тит} (=) 


9<=<9+Р 
Гог т поф {00 ]агое. 
Еоге1рп ац{\Ъогз Ва4 Бееп могк1ие зиссеззаШу аб {Ъе "затзе рго ета 
ап4 ак Ще зшоПаг опез шдерепдеп у оЁ ше. ш 1914 У\Уеу! сауе а 
шео4 {ог езатайпр оЁ зиз оЁ \Фе !огт 


= я е?тЯ (акк... оля) (2) 
О<5<09+Р 


дерепд 117 оп \\№е арргохипамоп 0{ а, Бу гайопа\] Чтасйопз; юг 
1лазбапсе, 1 


ара 8, (49-1, Р<а<Реи, [9] < (3) 
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Феп У\УеуГз ше\фо@ з1уез 


Й 

95=О(Р =), иж, °(&) 
УТеге с 15 ап агЬИтагу розШуе сопзёапф. ТЬе {атойз Епо!13В шае- 
шайс1апз Наг4у ап ТлИ]е\уоо@ уогке@ оф, оп \№е Ъаз1з оЁ Ещег’в 
1Чеаз, а зсвеше {ог зо оп о! №е поз 1трогапё адатауе ргоегав. 
[п 1919 4Веу аррШеа 11$ зсреше, мИВ езйшафез оашед Ъу УГеу!в 
ше фо, {40 \УУагто'5 ргоМеш, \В1сВ Ба@ Ъееп ргорозеЯ 1п 1770. Нагду 
апа ГЛИ1е\оо@ зиссееде 10 зВо\ше аб 40 еуегу > 1 Шеге соггез- 
роп@з ап ицерег $ 0{ ог4ер К2^ зись \Ваф еуегу заЙ1е1еп у Тагое ие 
ег М 13 гергезеае Бу а зам оЁ Ъе !огт 


И. а, (5) 


\Веге х,,..., 2, аге поп-перайуе. ТЬеу зауе \\егефу ап азушрюс {0г- 
ша {ог фе пишЬег оЁ засЬ гергезетбамопв. 

т 1934 1 91зсоуегей а пе\у штеёбро4 оЁ зоо оп оЁ &№е поз 1трог- 
{ап ргоетаз о{ {Ъе Шеогу о? паишЪегз. Тье ше фо 1з Базе проп \е 
розу оЁ евмтаИоп уегу ассигайе]у, ип4ег зоше сопаИ1опв, \е 
зитоз 0 &е !югм 


ХУ На летие (6). 


ехбеп4е4 оуег а1] ]а се ро1пёз о{ а доталт. 

Ву шоаИуште Нагау — Та ежооа’з зсВеше о? ргоой зо аз вю гер1асе Фе 
езтацез Бу У’еу’з шефод Ъу’\Те езтафез {ог Фе зитаз (6) [ рауе 
а пе\у роип4агу {ог \№е пишЪег $ т !огшло]а (5): 3 < Е (3105 Е-+ 10). 
ТЬ1з Боипдагу 15 0{ ог4ег А10о5 К ап@ 15 уегу пеаг 10 \Ъе дей хе опе; 
11 {асф, {Беге ех156 агЬИтаг у ]агое № \Ъаф аге поф гергезеша е Бу 
Бе заш (5) {юг $<А. 

ТВе пех шефоЯ епа ей 5 10 1тргоуе сопз1дега Лу \№е езИтацез 
01 Фе заш (2) {ог ]агое А; Фе! ог4ег оГ и зщ (4), чо4ег \Ве сопаИлоп 
(3), \аз ргоуе4 це Ъе А‘, мВеге с 1з а сопзбапь (Ве гесепё гези!6 18 
и = ЗК? 102 5). ТЬ1з геза 13 уе уегу {аг тот Ще дейпие опе; И, 
а3512 пе 40 с опе 0{ 4Ъе уа]иез 1,..., Ё, ме шаке х‹ {0 1шсгеазе {гот 
0 \ю 1, у№Ие Ше о\Вег сое 1с1епйз оЁР \Ъе ро]упошла] ол“... ах 
аге Керь {1хе, {Веп 4Ъе езатайе (4) уиЬ и=с, Ш Во14 {ог «ато 
21 5 Гог © > 2. 

ЗисВ ап 1тргоуетепь о{ ез1 таёез, Божеуег, епа]еа М. Тероцдакох, 
а рирЙ о{ шше, 10 1тргоуе, оп Фе Баз1з оЁ 4Ве шодего \Ъеогу оЁ Фе 
‘опсйоп $($), \№е азутрюйс Ёогол]а (1) {ог п (2). 

ТЬе пез гета1пдег офф а1тед Ъу ТсВочдакоу 13 о! {Ве ог4дег 


де-ов =)8, 
уБеге а ({Ъе 1а{езё гези: 8 = 0,6 —е). Могеоуег ТевочдаКкоу ргоу- 


е4 аб 4Ъеге ех13ш а римше пишбег ат \№е ииегуа! тош М ® 


3 
М № м Рог заН1еет у 1агое №. 
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Та 1937 1 звоме \№аь Ше пе\у шео@ а1зо с1уез 5004 езИтафез 
Гог \Ве зитз 07 Фе Гогм 


У ет», 


9<=<09-+Р 


\Веге р гипз оуег ргишез, “Бе а атеаф шапу о{ ще штафеша- 
Ыс1апз бМабь Ва заде4 \№е ргоегтз оЁ 41зы1раМоп о! ргипез Ба@ 
Бееп о! \Ше орш1оп Ва е\етепагу ше'о4з соша уе] по еззепйа] 
гези163 1а 13 доталт. 

Тьезе езйтафез, ‘цюзе ег \УИВ Ше сепега! зсВеше че {0 Нагду 
апа Тлемоо4, Бауе орепе# а гоа4 мау 0 Ше зошЫоп о{Ё аад1ыуе 
ргоетз \ИЪ цегз оЁ Ще {огш Р (р). бо ш 1937 Т зо]уе4 Ш\е рго ел 
0{ гергезеща оп 


М=р-... Ре. 
[п рагисйаг, Ве {аточз Со]АБасВ ргоеш, \Ь1сЬ Ва4 аг1зеп том ше 
соггезропдепсе Ив Ещег т 1742, аз з01уеф; паше]у, 16 \аз ргоуеа 
\Ъа6 еуегу заЙ1е1еп Иу 1агое ода патЪег М сап Ъе гергезее4 аз Ве зип 
о! {Вгее ‚ргипез: 


М=р, 4 Р»- Рз- 
Ап азупрфо{1с {ога {ог Ве пишфег о{Ё {Ве гергезещайопз \аз элуеп 
Ъегеъу. . 

[п соппесмов УИ ада1иуе ргоешз о{ № 1аз{ фуре агозе Ве рго- 
Ыеш о{ паргоушс Ве азумрю с {ога Ёог п (2;а,6). Весеп у (1 1944} 
шу рар! С. Глаюм\к ша4е Беге еззеп а] ргосгезз. Не зВо\ме4, 11 рагИ- 
си]аг, ВаЁ п (т;4,6)>0 агеаду Гог а] х о{ 1Ъе ог4ег а°, мВеге с 1за 
сопзфап4. 

Ть1з Бе! геулем зВо\уз Ва \Ше гезеагсЬез 0{ ошг зауаш{з за Ве 
апа1у{1са] №еогу о! пашЪегз Бауе р1ауе4 ап очёз{ап то гб]е за {Ъе 
деуеоршепё оЁ {№13 БгапоВ о! шаешта сз. [6 13 азо мог помеая 
{Ва {Ве 036 ппрогфапё о{ \Ъезе гезеагсВея Вауе Ъееп сагглей ом 1а ойг 
Асадету оё Зелепсез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСЕМСЕ$ ОЕ [0В$5$ 
Оерия математическая . © (1945), 169—900 зёме татетайаие 


0. В. САРМАНОВ 


ОБ ИЗОГЕННОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


Работа содержит решение задачи об определении всех видов изогенной 
корреляции, являющейся естественным обобщением нормальной корреля- 
ции; это обобщение допускает практические приложения. 


Введение 


В своей работе «Еопдетепиз обошёет1ачез 4е 1а {вое 4ез согт&]а- 
и опз» (г) С. Н. Бернштейн положил геометрический принцип. в основу 
классификации различных видов корреляции, обобщающих нормальную 
корреляцию между двумя случайными величинами. 

Так, если изменение одной случайной величины х вызывает лишь 
такое изменение функции распределения (дифференциальной) вероятностей 
другой [,(у), при котором },(у) остаются конгрузнтными между собой, 
претерпевая сдвиг (величина его зависит от х), как твердое тело, и если 
изменение у оказывает такое же влияние на функцию распределения 
первой величины $ф,(х), то корреляция между д и у называется твер- 
дой. 

Всякая корреляция между х и у аналитихески выражается функцио- 
нальным тождеством 


Е (5, у) =р(х) 1, (у) =Р(У) : Фу (т), (1 


где Р (х, у) — поверхность корреляции, р (1) — функция априорных вероят- 
ностей х, Р(у) —функция априорных вероятностей у, ], (у) — функция 
условных вероятностей у при данном х, ф, (2) — функция условных вероят- 
ностей х при данном у. Все это положительные нормированные функции, 
т. е. интегралы от них по областям, где’корреляция определена, равны 
единице. 

В твердой корреляции функции }, (у), Фу(2) имеют вид 


(у) =р(у- 9 (2), 


Фи (1) = р, (х-, (У)), (п) 


где функции Ф(5), ф, (у) и определяют величину сдвига соответствующей 
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кривой условных вероятностей. Нормальная корреляция есть твердая 
корреляция; так, например, при пора корреляции 


— (82 — 15) * 
1. 9)= ст ГУЕа (1 — т. 
‚в нормальной корреляции сдвиг $ (2) = —В =. х есть линейная функция. 


Далее, если изменение одной случайной величины вызывает лишь 
упругую деформацию кривой распределения другой величины, — например, 
сжатие в одном направлении и компенсирующее растяжение в другом 
направлении, так что интеграл остается равным единице, — то корре- 
ляция называется упругой. 


В упругой корреляции функции }, (4); Ф,(2) имеют вид 


1. (у) =Х (2) (@); У); № 
Фи (2) = ^, (у) 1, (^, (у), 5 ) 


где функции ^ (5), », (у) определяют величину упругой деформации. 

Твердая корреляция между х и у превращается после замены пере- 
менных е*=& е’=ч в упругую корреляцию между &, 1. 

Наконец, если изменение одной случайной величины вызывает упру- 
гую деформацию кривой распределения другой, сопровождающуюся также 
и сдвигом, то корреляция между этими двумя величинами называется 
изогенной. 


‚В изогенной корреляции функции }, (у), Ф,(2) имеют вид 


1: (у) =Х (2) 10% (уу Ф(2)), 
Фи (2) = ^, (у) р (^, (у) + $, (у). 
Таким образом, основное функциональное тождество запишется так: 


Е (2, у) =Р (т) № (т) 7 (® (2) у-+ $ (2)) =Р (у) ^, (У) Л 0, (У) 2 9, (9). 
Здесь функции ^ (2), Х, (у) определяют величину упругой деформации, 


(1) 


(ТУ) 


а отношения т, ТУ — величину сдвига. Поэтому, если в изогенной 


корреляции ^ (5) ==0036 и ^, (у) =013%, она превращается в твердую, 


а если = 018%, 7 ъ мик, —= с01$4, то, она превращается в упру- 


гую корреляцию. В последнем случае перенос начала координат, вызван- 
ный заменой переменных х=Х —_,; у=У—, приводит упругую нор- 
реляцию к каноническому виду (ПТ), так как функции ф(Х) и $, (У) для 
новых переменных Х, У обращаются в нуль. 

Понятно, что линейное преобразование координат, состоящее лишь 
в переносе начала и изменении масштаба, преобразует изогенную кор- 
реляцию в изогенную же корреляцию. 

В работе С. Н. Бернштейна (*) получены дифференциальные уравне- 
ния, определяющие все виды твердой корреляции, и фактически построе- 
ны наиболее важные поверхности твердой корреляции. Кроме того, об 
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изогенной корреляции доказана теорема, гласящая, что если логарифмы 
функций 
АХ (2) уф (@)) =1 (=), 0, (у) я, 9)) = А). 


— полиномы, то степень их не выше двух, причем в этом случае факти- 
чески построены поверхности изогенной корреляции. 

Изучение твердой и изогенной корреляции интересно потому, что эти 
виды корреляции представляют собой наиболее простые и естественные обоб- 
щения нормальной корреляции, допускающей наиболее глубокое теоре- 
тическое обоснование и имеющей широсайшее практическое применение. 

Виды изогенной корреляции, близкие к нормальной (особенно виды 
прямолинейной изогенной корреляции), допускают непосредственное прак- 
тическое применение для выравнивания по корреляционным таблицам 
во всех случаях, когда имеется корреляция, близкая к нормальной. 

Многие из кривых распределения; входящих в изогенную и твердую 
корреляцию, представляют собою кривые Пирсона ПП, УП, ХТ типов. 

Цель настоящей работы — рассмотреть все возможные виды изогенной 
корреляции, а также дополнить изучение твердой и упругой корреляции. 


$ 1. Дифференциальные уравнения изогенной корреляции 
Из основного функционального тождества изогенной корреляции 


Рр(2) ^ (2) (0. (х) у ®(2)) =Р (у) *, (У) ЛО, (У) =, (у)) (1) 


мы должны определить все восемь входящих в него неизвестных функ- 
ций. Для этого тождество удобнее предварительно прологарифмировать: 


Е (2) + Ф(\ (х)у- 9 (1)) = Р, (у) Е Ф, (\, (у) + 1 (9)); (2) 
где м. 

Е (2) =18 р (т) +15 №(х); РЕ, (у) =Р (9) [18 ^ (9), <) 

Ф (2) =18 1 (2), Ф, (и) =18 Л (и). 


Заметим; что перенос начала и изменение масштаба, т. е. замена х и у 
на ах Ъ и ау--6,, преобразует изогенную корреляцию в изогенную 
же корреляцию (см. Введение); поэтому если тождество (2) удовле- 
творялось парой функций Ф (и) и Ф, (5) 


Е (2)  Ф (и) = Р, (у) + Ф, (5); 


то оно будет удовлетворяться и парой функций 
СФ (42-4 В)+-0; С.Ф, (А-В) 


так как, кроме ‘того, ') и О, можно отнести к Ё (5) и Е, (у), причем 
нужно будет еще положить С=С:. Поэтому в выражении для Ф (и) 
и Ф, (5) должно быть по меньшей мере четыре произвольные постоян- 
ные. Это наводит на мысль, что Ф и Ф, можно определить из диф- 
ференциальных уравнений не ниже четвертого порядка. 

Предположим, что все функции, входящие в тождество (2), имеют 
непрерывные. производные до четвертого порядка включительно. Для 
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составления уравнений относительно неизвестных функций Ф и Ф, про- 
дифференцируем (2) четыре раза по у: 
Ф’ (^ (2) у-ЕФ (2)) ^ (1) =. 2: 
=, (У), ()., (у) Е фи (9)) (А, (у) 2+9, (у))* — =Р1 (т, У), 
Ф” (1 (2) у-ЕФ (2)) №" (2) = ь | 
ее =! (у) + $, (®, (у) = фи (9)) (№! (У) -х, (у)) + 
+, (^, (у) = т, (9)) (®, (у) |, (9)) =Р, (х, 9). 
Ф”' (^ (5) у- °(х))^3 (2) =. 7 ? 
=, (у) --®; (У) = РФ (4) (№, Фа, + _ 
+3, (№, (у х- 1 (9)) (№ (у) «т, (у) (1 (у) = 9, (у)) 
-Ф, (5. (у) НФ, (9)) (%, (уз-т, (9) =Р, (2, у) 
ФТУ (^ (2) у $ (2)) №* (#) = 
в = Р:У(у) + ФУ (у) 2-Е 94(9))(\; (у) #+ т, (у))*-- 
+ 6Ф, (^, (у) = т, (9) (Х, (у) 9, (9) (№1 (у) «9, (у)) + 
+ [3 (0%; (у) + 9, (у)* + 4 (Х, (у) я. (4)) (№ (у) =” (2))] 
: Ф, (№: (у) 2 Ф, (у)) Е Ф, (%, (у) 2-Е, (4)) (®; (4) = >, (у)), =Р, (х, у), 
что можно короче записать так: 


Ф” (^ (=) уф еде, ] 

ФА (уе) СИ, | (3) 
Ф”” (^ (х) УФ (2)) = пе у | 
Фу) =. | 


Совершенно аналогично, дифференцируя (2) четыре раза по т, получим 
9; 02+ (у) =, | 
19) 
$: (^, (9) ж- Ф (9)) и О, (ч,2) 


43 (9) › 


ме 
Ф," (Х, (У) 2-Е, (у)) = 5 | 


(3 Ъ1з) 


Аи’ 
ту — 94 (955) | 
Фе (учи. | 
Функции 0, (у,х) получаются из приведенных выше выражений для функ- 
ций Рь(х,у) заменой 5 на у и всех функций с индексом 4 на функции 


без этого индекса. Продифференцировав первые три соотношения (3) 
по т, 


Ф"(® (Фу (2) (С (фу-о" (в) РА 


12 (2) , 
а р я Р;.А (=) — 2Р.4' (х 
©” (9) 9+9 (20) 0 уче ей, 

р х) — ЗР.4/ (х 
ит (8) 949 (2) (д уе" (ад) ея 


и сравнив их с тремя последними соотношениями (3), получим 
(^' (2) у $' (=)) Р, =Ры (2) —Р.^' (2), 
(№ (2) у $’ (2)) Р‚ = Рег (2) — 2Р.\' (2), 
(%' (2) у’ (2)) Р. = Ры (2) —ЗР,^' (2), 
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или 


ме) а 
Ри ЕР И 
27 (2) | 


А/ х) Е : 

Р, (5 (2) у +=] + 2Р, Я (2) — Рз», (3°) 
47 (х)} $’ (х] 4' (4) ‚ 

В У) +3, = Ру. } 


Веобходимым и достато‹ным условием совместности этих трех уравне- 
У. и й 

ний с двумя неизеестными ей и Г а). 

У п Е: |: Я является равенство ну- 


лю определителя, составленного из коэффициентов: 
Р, (ту) Р: (2,9) Раз (ху) 


Р, (2,9) 2Р, (2,9) Р:х (х,у) =0. (4) 
в. (%,9) ЭР, (т,у) Р’+ (2,9) 


Совершенно аналогично, исходя из системы (3113), получим 


0, (у) 0, (у,=) Ош 
9. (9,1) 20, (9,1) 0, =0. (4 Ь1з) 
9, (9,2) 30, (9,2) О 
При соблюдении условия (4) неизвестные можно определить из двух 
первых уравнений (3): 


Р. Рас а Р. 
А’ (5) а Рз_ Ех Я” (<) $* (1) ыы РВ 
Я ев УТ) = = р, (5) 
Р. Ро Р. и 
и аналогично, при соблюдении условия (413): 
й о. Оу | Оту о 
(9) 10 Оз, Я: (у 93 (У) _ | Озу 2081 : 
ОО ООН В 
0; 20, Оз 20, 


Необхолимым и гостатохным условием сущестеования и единственности 
решений (5), (513) будет неравекство нулю определителей: 


р, Р,| 
р эр |0, (6) 
.. м +0. (6Ъ) 


На протяжении этого гараграфа мы будем предполагать выполнение 
этих ггух услогий. Дальше мы тьясним, °то поз учается, когга одно 
или оба услогия ве соб; юрактся, и как мы угидим, соблюдение (6), 


(6513) не ограничивает общности. 
Урагкне вие (4) прерставляет собою сбыкновенное гифференциальное 


уравнение ‹етвертого поря;рка откосительно функции Ф, ()., (у) +, (у)); 
точно так хе и уравнение (413) того же типа отвосительно фувкции 


Ф() (2) у-Ф (2)). 
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Для исследования этих уравнений и их решений удобнее ввести сле- 
дующие обозначения: 


Ф, (7, (у) 2-Е, (у)) =$, (2,5), ФС (Фу- $ (1)) =Ф (9,2), 


тогда 
о а 0› а ] 
оо, я-а а" = де, | 
№ (9) дл 4 ; (*) 
ь : 1 0Ф(у,2) 1 (к 
0“ (А (еду (а) ры (уз). | 


Далее положим: 


| 24° (у) ры 
Е® (у) = Ак (9), а = @к (7), пя =8‹? (2), ы 
1 (у) $” (=) 


и (1) = Ву (2), (9) =: [0 (9), А НЕ в (1). ) 


В этих обознасениях четыре соотношения, полученные от четьрехкрат- 
ного дифференцирования по у основного функционального тождества, 
могут бьть записаны следующим образом: 


$, (9,2) = А, (9) Е $,. (2, (а,(у) 2+6, (у))  =Р. (ел) ] 
Ф (9,2) 5А, (у $;, (т,9) (а, (уз-ЬЬ, (у) 
+ $. .(2,) (а, (у) = в, ()) =Р, (9) 

Ф, (у,2) = 4, (у) $, (2,9) (а, (У) = в, (9))* + 
+34, (2,9) (а, (у) 2-Е, (у) (а, (у) = 6, ())-+ 
| + $, (2,9) (а, (у) +6, (у)) =Р, (ху) г (1) 
Фу” (4,2) = А, (у) + ФУ (х,у) а, (у) 6, (у))*- 
+64. (2,9) (а, (у =-Ь, (ч))* (а, (у) 5, (у)) + 

+ [3 (а, (у) #- В, (у))*-- 
+4 (а, (У=+Ь (9) (а, (у) 5, (у))1$;, (ву) + 

+. (х,у) (а. (у) =- Ь. (у)) =Р. (х,у) ) 


Аналогичные изменения произойдут в выражениях для функций 
О: (9,5). В формулы (4), (& 15), (5), (5 8), (6), (6 53), содержащие 
функции Р(х,у), О(у,х), нужно внести изменения, происходящие от 
нового выражения этих функций. В частности, уравнения (5), (5 51) 
запишутся так: 


, | Р, р. Е: Р, | 
а РИ, доу те (8) 
р. ор, т т 
|9, ©, о, ©, 
а, (у) = жа ‚ а, (у) 2-6, (у) = то (8113) 
0, 20, ‚9, 20, 
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Уравнение (4) содержит только частные производные функции Ф, (х,‚у) 
по 2, поэтому оно может быть рассматриваемо как обыкновенное урав- 
нение, зависящее от параметров а,(у), 6,(у), А,(у) (Е=1, 2, 3, 4); 
кроме того, сама неизвестная функция Ф, (%,9) зависит от параметра у. 
Точно так же уравнение (415) есть обькновенное уравнение относи- 


тельно функции Ф, (у,х), зависящее от нараметров а, (2), &? (2), „Ву (5х) 


(К =1, 2, 3, 4). Неизвестная функция Ф, (4,2) гависит от параметра д. 
Исследуем, какие ограничения нуяно наложить для того, чтобы 

для уравнения (4) были вьполнены условия теоремы единственности 

решения. Развернем определитель (4) по элементам третьей строки: 


О Р.В, р 
| ор, | Р=+ | ор, в | Ре =| р, р. | ЗР= © 
На основании формулы (8) 
ава [4 84|, 
М И Ре В. 
подставляя это в (9), получим 
Р.В р и М 
(Ры о) Р)=| 5 | ЗР.. 9' 
Р. 2Р, 3 1 4 Р, Р’. 3 ( ) 


Согласно формулам (7) старшая гроизводная Ф!У (5,у) входит лить в Р, 
иР.., причем коэффициент при этой гроизводнойв Р, равен (а, (у) х- 6, (у))* 
ив и равен (а, (у) 2-6, (у))*; кроме того, в обе функции она входит 


в первой степени. Таким образом, коэффициент при ФТУ (ху) в (9') име- 
р 74 р 12 (7,У 
ет вид 


25) в 
| | (а, (Ы-Ь, (4))* М-Н ат (2) (а, (у) =- в, (9))]. (40) 


Р, ЭР, 


Уравнение (4) или эквивалентное "ему (9’ азрешенное относительно 
Ё 7 


ф'У (х,у), представляет, как то видно из развернутых выражений (7) 
для Р,(5,у), рациональную функцию младших производных и двенад- 
цати параметров а, (у), 6,(у), А, (у), с знаменателем (10). 

Выражение (10) не может быть тождественным нулем. В самом деле, 
второй и третий множитель не могут быть тождественными нулями, 
так как если а, (у) =, (у) ==0, то ^, (у) ==е0тз%, ф, (у) ==018 и величины 
х и у были бы независимы, а если одна из скобок есть нуль без этого 
предположения, то х и у связаны функционально; следовательно, как 
то, так и другое предположение противоре‘ит наличию корреляции 
между х и у. Наконец, первый множитель (10) не тождественный нуль 
по условию (6). Следовательно, во всякой области, где знаменатель (10) 
не обращается в нуль и параметры, входящие в (4); ограничены, — а такая. 
область найдется по непрерьвности всех функций, входящих в (4), — 
будут выполнены условия Липшица и теоремы зависимости решения 
от параметров и, следовательно, внутри этой области найдется другая 
область, где задача Коши будет иметь единственное решение. 
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оореаЬ аналогично коэффициент при старшей. производной в урав- 
нении (415) имеет вид 


9, 0, 
0, 20, 
и, следовательно, при единственном условии (6 13) найдется такая об- 
ласть, где уравнение (415) будет иметь единственное решение, завися- 
щее от параметров 

а? (2), 67(2), В, (х) (Ё=1, 2, 3, 4). 


(а) (2) у- 60 (2))* [1 а, (9) (а® (т) у-Е В? (2))] (10513) 


Итак, предположив, что в некотором прямоугольнике одновременно 
выполнены условия (6), (6 Ъ13), мы найдем внутри его другой прямо- 
угольник, где существуют единственные решения уравнения (4), (4 513), 
которые можно записать следующим образом: 


$, (2,9) = 9, (з, С, (у), С, (9), С. (4), ак (9), 6% (9), Ак (У), 1) 
4, (у,2) 9 (у, С, (6), С), С. (а), а4® (2), 59 (2), Вь (в), | 


где С, (у), С,(у), С. (4) — произвольные функции у, а С.(х), С, (2), 
С. (5) — произвольные функции х. 


8 2. Общий интеграл дифференциального уравнения изогенной 
корреляции 


В выражении (11). общих интегралов уравнений (4), (413) содер- 
жится всего 30 параметров и произвольных функций. Покажем, что 24 
из них могут быть однозначно выражены через 6 остальных. 

Прежде всего, согласно замесанию в начале $ 1, если Ф (и) и Ф, (5) 
удовлетворяют основному тождеству, то и функции СФ(АУ- В) +) 
и С.Ф, (Аль В,) + О, ему удовлетворяют, поэтому в функции Ф,, (х,у) = 
=, (у) Ф, (Х, (у) т, (4)) за две произвольные функции можно взять 
Х, (у) иф, (4), а третья войдет произвольным множителем. Таким обра- 
зом, общий интеграл (11) должен иметь вид 


ни у) = С, (9) 5, ©, (У) = $, (9), 44 (9), (9), А (9), 
Ф, (у,2) = С. (2) 8 (® (2) у--Ф(2), а‘? (2), 6% (2), В, (2)). 
Примем теперь за произвольные функции >, (у), ф, (у), Ё (у) =А, (у), 


^ (2), Ф(=), Е’ (1) = В, (1) и покажем, что все остальные 24 параметра 
и функции выражаются через них однозначно. В самом деле, 


| 1’) 


2 (1 Е 
а (у-Й, Б-®, (49 (у) | 


А® (5) 

=, 5, вв а) | 

(Е =1, 2, 3,4; 1=2, 3,4). ) 

Для нахождения С, (у) и С,(х) обратимся к соотношениям, полу- 

чающимся от однократного дифференцирования основного тождества (2) 
по уи шо 5: 


(12) 
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$; (9,2) = А, (у)+$;, (2,9) (а, (у) + в, (9), | @°) 


Ф,, (2,9) = В, (у) Ф, (4,2) (а (2) у-+- Ы? (2)). 
Первые из них предотавляют собою первое соотношение (7). Подставим 
в (7’) выражение для Ф,, (2,у) и Ф, (у,х) из (11’), тогда 


4, (у) =С. (2) 8 (А (в) у+Ф (2), ак (2), в’ (а), В,(2))- | 
— С, (4) 8, (0, (у) 2$, (9), ак (у), вк(9), Ак (9) (а, (у) 2-Е, (9), 


В, (2) = С, (9) 8, (%, (У) 2+9, (9), ак (9), 6% (9), Аь(у))— 
— С. (2) 9 (^ (2) у Ф(2), ал’ (2), 6’ (2), Вь(2)) (а? (ру (2)). 


Пока че очевидно, что эти два соотношения не представляют одного 
соотношения и что, следовательно, из них можно однозначно опреде- 
лить С, (у) и С, (1). Для доказательства независимости полученных с00т- 
ношений умножим первое на а“? (2) у-+- 6? (2) и сложим со вторым, 
а второе умножим на а, (у) х- 6, (у) и сложим с первым, тогда полу- 
чим два новых соотношения: 


А, (9) (а? (2) у-- 5% (2) В, (#) = 
=С (14) 9, (^, (у) = $, (у); ак (у), 6, (у), А, (у)). 
- М — (а, (у) 2-6, (9) (а? (2) 9+ 5 (2))], (42) 
А, (у) + В, (2) (а, (у) #6, (у) = 
= С. (2) 9, (® (+) у Ф(т),ак (2), г (2), В,(2)). 
[1 — (а, (у) =-Ь, (4)) (а? (2) у-- БФ (2))]. 


Отсюда С, (у) и С,(х) находятся однозначно и выражаются через ранее 
найденные параметры. 

Резюмируя, можем утверждать, что если 6 параметров произвольны, 
то остальные 24 параметра можно выразить через них однозначно. 

При доказательстве этого утверждения мы для выражения одних 
параметров через другие пользовались дифференцированием и, таким 
образом, еще не доказали, что из выражений для общих интегралов (11) 
можно исключить 24 параметра, но если мы теперь это докажем, то 
из только что приведенных рассуждений об однозначности выражений 
24 параметров через 6 остальных будет следовать, что такое исключе- 
ние возможно только одним способом. 

Считая попрежнему ^ (5), (2), ^, (у), ф, (у), А, (2), В, (х) произволь- 
ными функциями, покажем, что общие интегралы (14’) удовлетворяют 
24 независимым соотношениям, из которых, таким образом, можно опре- 
делить 24 параметра и исключить их из выражений общих интегралов. 

В самом деле, прежде всего имеется 4 соотношения (7), не зависи- 
мых между собой, как полученных последовательным дифференцирова- 
нием, и еще 4 аналогичных соотношения, получающихся дифференциро- 
ванием основного тождества по 5. Любое из соотношении первой группы 
не зависит от любого соотношения второй грунпы, в чем можно убе- 
диться аналогично тому, как была доказана независимость двух первых 
соотношений обеих групп, а именно соотношений (7’): после преобразо- 
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вания их к виду (12’) независимость их становится очевидной, так как 
эти соотношения содержат различные нроизвольные функции: первое— 
», (у) и $, (9), а второе — ^ (1) и $(2). 

Кроме того, имеются соотношения (8), (8 13); оба эти соотношения 
после подстановки в правые части их выражений (11’) можно записать 
так: 


а, (2) = Г, (2, С, (у), №, (у), $. (9), ак(у), бк (у), Ак (у), (8) 
6? (2) -- уаз? (2) = М, (х, С, (у), ^, (4), $. (9), ак (у), 6к (У), Ак (У) 


и 


а, (у) =[, (у, С. (1), ^(2), Ф(7), а? (2), 6? (2), В, (1)), | в) 
, (у) - ха, (у) =М (9, С (<), № (2), $ (2), а? (2), В? (т), В, (2)). 


Продифференцируем теперь (8’) три раза по х, а (8’Ъ13) три раза 
по у. Тогда получим еще 12 соотношений. Нужно заметить, что пред- 
положение о существовании четырех производных у функций › (2), 
^, (у), $(2), $, (и) влечет за собой (согласно формулам (5), (5 Ъ13)) суще- 
ствование у функций Ф и Ф,, а следовательно, и у функций Фи Ф, 
производных до шестого порядка включительно. Формулы (8’) и (8° 13), 
следовательно, можно дифференцировать три раза, так как их правая 
часть не содержит производных Ф, Ф, выше третьего порядка. 

После дифференцирования (8’), (8’р13) можно выразить производные 
параметров, стоящих в их левых частях, через сами параметры; произ- 
водные же правых частей, как легко видеть, производных параметров 
не содержат (например, в (8’) функции СЁ, и М, содержат лишь пара- 
метры, зависящие от у, а дифференцирование ведется по 2). Это выра- 
жение легко получить, если принять во внимание обозначения (12). 

Например, для производных параметров, зависящих от у, имеем сле- 
дующие выражения: 


О 
а” (1) = ар — а, 
ао" (1) = а? ый За? в Е 242% 
а” (2) = а — да? а) — За: | 12493 аФ — ба, 
БУ (2) = 50 — а, 


ау (2) = 5) — 26(дабо- 26а? — Фасо, 


Бо” (2) = 5:0 — З{Фаб® ++ вая — З6;Раг — бра + 
ее 667 аа т а 


и аналогичные выражения для производных а,(9), 6,(5). 
Окончательно мы будем иметь 16 соотношений следующего вида: 
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о —ы 


а (=) = Г, (1, С, ^, (9), 9, (9), ак (9), (9), Ак (4)), \ 
абу (2) = т (х, С, А, (9), $: (9), @к (9), 5х (9), Ах (у), 
а" (г) = И (т, ...), 
Е | 
ве (2) = М, (1, С., №, фи, ав, 6», А,) — г (13) 
— УГ (2, С,, А Ф,, @к, Ь,, А к) 
фах () = М’. (© З ..) — У. (1 р. 3 
т, (пе Муз (2, ЕЕ (=, ...), | 
>" (= Миа, .. УЕ, ...). ) 


а, (у) =Г (у, С. (1), $ (2), ^ (2), а\р (т), 6% (2), В» (2)), | 

а, (у) =Ё, (у, ...), 

а, (у) =Г, (у, -..) 

Ь, (у) =М (у, Си $, Х, аъ, 6%, В») — $ (1345) 
— 2Ё.(у, С д) Ф, ^, ‚7%, г. ‚ В,), 

ы Ме...) 28 51), 

6, (у) =М, (у, -..)— =Гу (у, т 


После подстановки в левые части формул (”“) и им аналогичных 
для производных а, (у) и 6,(у) соотношения (13), (13513) не будут 
содержать производных параметров. Соотношения (13) -и (13 513) неза- 
висимы, так как получены последовательным дифференцированием; 
каждое соотношение (13) не зависит от каждого соотношения (13 13), 
так как они содержат разные произвольные функции. 

Таким образом, мы имеем на самом деле 24 независимых соотноше- 
ния для исключения 24 параметров; кроме того, очевидно, что в выра- 
жении для параметров, зависящих от х, не могут участвовать пара- 


метры, зависящие от у. Таким образом, общие интегралы окончательно 
имеют вид 


Ф,, (2,9) = Ч, (в, А, (у), ^, (9), Ф: (4), (44 
Ф, (ух) = Ч (у, В, (2), ^ (2), Ф (2)). 

Выражения (11’) были единственны; кроме того, мы убедились, что 
исключение параметров возможно лишь одним способом, следова- 
тельно, выражения (14) единственны. Если, таким образом, мы укажем 
какую-нибудь пару функций ЧФ, и Т, содержащую по три произволь- 
ные функции, то это и будет единственным наиболее общим решением 
уравнений (4), (4 №1). 

Из того, что 9, и Ф являются решениями (4), (41$) не следует 
еще, что они удовлетворяют функциональному тождеству с произволь- 
ными функциями, но когда У, и Т найдены, — непосредственная под- 
становка их в тождество (2) позволит определить функции А, (9), 
^: (9), $1 (9), В, (=), Х (2), Ф (2). 


3* 
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В следующем параграфе проведено фактическое построение изоген- 
ной корреляции, причем ‘там изогенная корреляция ищется в предпо- 


ложении, что функции Ф., (2,9), Ф, (у,х) имеют вид 


2С, (уч) +20, (и) 
Ф., (2,9) =С, (У) с. (у) 22 2С, =’ 


Е 2С, (2) у 2С, (2) 
Ф, (ухе) = С о а 


причем из функционального тождества немедленно следует, что 


С, (= С. (=) =С= 0018, 

С.) =, ут, 
ся, = Визит 
СУЕТ (2) ое Е, 
Е 


где А, В, О, Е, ЕЁ, С, Н, [— произвольные постоянные. 


8 3. Поетроение изогенной корреляции в общем случае. Предельные 
случаи. Прямолинейная и нормальная корреляция 


Будем искать функции » (2), $ (2), ®, (у), +. (У), предположив, что Ф 
и Ф, имеют вид 


Ф (=) =С1е )*- 
(=)  [(#-Н а) у] + у, } (15) 


Ф, (2) =С 1 [(2- а, )* у, ,- 
Тогда тождество (2) запишется так: 
Е (2) + С 18 [@ (ху уф (а) |= 
=Р, Св [(®, (уз, (ра, Е 
или 
Е (+) + С 18 [%° (2) у 2% (2) ($ (2) + а) у-+ ($ (2) «+1 = 
=Р, (у) НС 18 [№ (9) = - 2%, (9) ($, (У) +) = (Ф, (у) На)" 1]. 

Вынесем слева из-под скобок (ф (2) { а)*--1, а справа (ф, (у) «,)* + у,; 
тогда получим, деля на С, 

Е (2) +18 [г (ру 25 (ру Е, (9) 18 Г, (9) 2* 28, (У) 241], (°) 
где 


А? (2) #3 (м) 


т АН арааввнЕЕ: НУ ИМЕ ВВИЬ 
ай ат, т (= (фа (у) + а) +1 ? (16) 
$ (2) = т т - а) $, (у ее А: (9) (Фа (у) - ва) у 
оу” о (фа (У) + 1) +1, ° 


А о я ) два раза по х, а также два раза по 1: 


Р' (2). уе 29 (пу. 2: (У) 281) 
ее (и) 2" 4 25.) тв, 


ИЗОГЕННАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ 181 


Е" (п т (ху 25° (ду _ (2) у - 25° (2) у вт 
и мет т ОеРНОВ 
т: (у) в 2тт. (у) + 251 (ч) 
= 1 (4) 28 + 95, (у) да С РИО ЕЯ к 
2уг (=) + 25 (2) _ _ т: (9) 22 - 2$; (у) х 
са Е ИН 
27 (<) —( ие С ‚): ра 


т (2) у? о г (2) у? - 95 (1) у а 
Я) 2* + 251 (у) —( ге (4) 224 95 (1 у) г я 
ть )э* + 25, (у) +1 га (уу 2? + 25, (у) 2-4 ; 


Положим в двух первых равенствах х=0, в двух вторых у=0, обо- 
значив для краткости 


г(0)=а, $(0=6, г(0=е 0=е геЬ Фев, 
т (0) =а,, $1 (0) =6,, г. (0) = с, $; (0) =е,, ря (0) = },, 51 (0) = &.. 
Полагая во всех равенствах х=у=0, найдем, кроме того, 
Е’ (0) =26,, -Р” (0) —=2а, — убз, 
Р'.(0)=26, Е! (0) =2а—965°. 
Тогда 


64? -- 2еу 
25.26. дя т 


1? + 28 су" + 2е9 
о буран — Слики) = 26 (0. 


Подставляя сюда вместо 25, (у) только что найденное значение, получим 


и 89 су 2еу , 
27: (9) — оз оу на НУВ: ли у а 4 26- 


Совершенно аналогично 
сх? + 2е,х 
ад? 2-4’ 


9 112? - 2812 _с12? + 2х 
ИЕ 2 26,2 4 НУВ ия За а 


25 (1) = 26+ 


Не все входящие сюда постоянные произвольные; дифференцируя 23, (у) 
и 2х, (у) два раза и полагая у=0, получим четыре соотношения между 
ними: 

(бе 2С, 

(2) 22, = 2е- 866, 

(3) 2, = 28 ЕР Ве, В, 

(4) 2), =2/—886 - 86,8,; 
аналогично, дифференцируя 25(х) и 2г(х) два раза и полагая х=0, 
получим 

(5) 46—46 

(6) 22=2е, — 8е, 6,, 

(7) =2в, + 866; 

(8) 2/=2}, —88,6, + 868. 


182 О. В. САРМАНОВ 


(1) м (2) | () в=е 
(2) и (7) | (П) в. =с-— 406, 
(3) и (6) | сводятся к одному ] (0 #=е.—468, 
(4) и (8) } \ (У) 1=А-—4 (66, —66,) 


Имеем; следовательно, восемь произвольных постоянных: 4, 4,, 5, 6, 
Сисе а ; 

Приводя полученные выше выражения для функций $(2), г(57),. 
$, (9), г, (У) к общему знаменателю, деля на 2 и вводя новые обозна- 
чения постоянных 


А=а, В=Ь, 20=| 4 2аа, 2Е =с® 2а6,, 
Е=а, 2б=2а6-+с,, 2Н =466, + 2е, 1=6, 
получим окончательно 
_ О 2х + Е У т 29а 
(т) ровен, 7 = Ту › 


(г) — бе Нат _ Вуз + Ну+ В к 
о ОЕ ю 


Ввиду (16), ^ (2), 9(2), ^, (9), $, (у) следующим образом выражаются через 
функции Г, $, г,, $1: 


) г (2) ре дав вать 
(2) = Ут у ес (=) РЕ (2) ? ^, (у) Ут, Ут и-Я м (9) — 5? (у) ? 


(х Й 
р (+, = т 


т) —* (2) › (у) —$? ( у) ° 


ат 


или, после подстановки формул (17), 
И бра | Оз? | 2Ех + Е = 
УБЕ а ОЕ + ЕР) [62+ На + 7’ 


КЕ Ст? + Нх + Т 
КЯ =: а > 
м. Ут Рава + @) (Оле { ВЕ + В) —(@2 + НЕ + 1*’ 


^ (2) = 


(18) 


я ЕТ СЕ: Ру? + 2бу+ А ке 
"У (Бу + 219 +8 (Фу + 2бу+ А) (Ву? + Ну+ В)}*’ 
= Еу* + Ну + В 
&, —= а 
О У (Ву + 219 + ® (у? + 2бу + А)-Еу + Ну+ В*’ 


Теперь сразу можно найти функции Ё’(т), ЕР, (у) и, следовательно, р (т), 
Р (у) [см. формулы (2)]: 


Ра) =у-—— (05? | 2Е»х И 
5 У а р - м <; 
[(Ах? - 2Вх + 1) (р? - 2Ез + В)- (бт? + Нё+ 7 ^ =2 | 
м ‹ (19) 
Р(у)=» Фу 2бу+ 4) * ка 
| = 


[(Ру” + 214 + 1) (Ру* +2бу-+ 4) — (Еу*-- Ну+ в] 


Подставляя все найденные функции в тождество (1), получим (опустив 
числовой множитель): 
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[Р* у? - 2Сх*у -- ЗЕ ух Ах -- Ру + 2Нху- 2Вх -21у- 1]<= 
= [Р2*у* -- 2С у + 2Е ух + Аз - Ру? 2Нху + 2Вх + [у 11. 


Здесь уже вынесен общий множитель аргументов. Таким образом, 
в тождестве имеем 9 произвольных постоянных, не считая общего мно- 
жителя аргументов: 


ивие, р, В. С.Н, Г, 
Поверхность корреляции имеет вид 


Е (т,у) =8 [Рл*у* + 2С ту | 2Е ух - Аз? Ру? -2Нху--2Вх--21у-1]< (20 


Постоянная 8 определяется из условия, что интеграл, распространен- 
ный на всю плоскость (ХУ), равен единице. Все интегралы в беско- 
нечных пределах от функций (19), (20) конечны, если только 


и (21) 


На постоянные А. В, Ш, Е, РЁ, С, Н, Г нужно наложить лишь то огра- 
ничение, при котором полином 


027? + 2 Су 2 Еут- Ах + Ру + 2Нху+ 2 Вх 21у- 1 


не имеет действительных корней и сохраняет положительный знак при 
любых значениях хи У. 

Условные функции распределения вероятностей, ф, (2), }. (у), когда 
известны априорные функции распределения вероятностей р (х), Р (у) 
и поверхность корреляции (20), находятся без труда по формулам 


1,(у) =р-! (2) Е (%,у), Фи(2) = 2-1 (у) Е (1,9). (22) 


Таким образом, мы убедились ($ 2), что функции (15), (18), (19), 
(20), (22). представляют единственное и наиболее общее решение нашей 
задачи. 

В этих формулах содержатся все виды изогеннои корреляции при 
единственном ограничении, что Ф и Ф, не являются логарифмами 
от полиномов первой степени. Как мы увидим далее, это ограничение 
несущественно, что и понятно, так как логарифм от полинома первой 
степени представляет собою частный случай логарифма от полинома 
второй степени, каковыми являются Ф, Ф, в общем случае. 

Положим С=п (п>2 целое положительное число) и вычислим услов- 
ные средние, условные дисперсии и кривые регрессии для нашей корреля- 
ции. Тогда, используя интеграл 


а | 42 г (2—9) 20—59] 971 п 


(2 Е)" (2п—2) (21—41)... 4.2 ° рп 


—© 


получим 
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[<] 
6224 Не Т ) 
м.о.„у= \ У7» (у) 4у = —ПеаеЕЕЕ? 
С Еу? + Ну-+ В 
М.0.у д = \ ЕЕ и 
и: › (23) 
с? (у) = 1 (2л2-- 2 Ех -| Е) (.41?-- 2 В+ а)- (бл? Нх + Г)? 
ях 2—3 [о ) 
8: (®)== @ (Др 2бу-+.А)(Еу?+2 19+ —(Еч?-- Ну-+ В)? 
А Ее (Ру 2 Су 4)? в 


Таким образом, в общем случае изогенной корреляции мы имеем де- 


ло с криволинейной корреляцией, причем кривые регрессии даются урав- 
нениями 


а а? -- Н=--Т м. „Еу?- Ну-+ В 
У рае и ТЫ Рура бьА° 


(23°) 


Кроме того, как показывают две последние формулы (23), изогенная кор- 
реляция в общем случае гетероскедастическая. 

Оставаясь в рамках общего случая, можно привести корреляцию 
к каноническому виду, перенося начало координат так, чтобы коэф- 
фициенты при переменных в первой степени обратились в нуль (В =1=0), 
так что поверхность корреляции примет вид 


Е (4,9) =8 [227 у +2 С у-2Еу’х- Аз? + Ру? 2Нху-1]С. (20’) 


В этом случае обе кривые регрессии проходят через начало координат. 


15°. Изогенная корреляция С. Н. Бернштейна 


Рассмотрим предельный случай, когда С—> со, а все постоянные 
А, В, О, Е, РЁ, С, Н, Г стремятся к нулю. Это удобнее всего выпол- 


а Ь а е Г 5 
нить, заменив на Уре О ее ЧНЕСВИ Е 5 ЕС. ЕО — С], —\:С со- 


ответственно А, В, О, Е, Е, С, Н, Г, т, 1,. Тогда функции Ф, Ф,, опре- 
деляемые формулой (15), примут вид, 


Ф (2) = нЕ (2 <)" сопз, 
. (15 513) 
Ф, (2) = — ы (2х,)* -Е сот, 


т.е. Фи ХФ, — полиномы второй степени (именно этот случай и был 
рассмотрен С. Н. Бернштейном). 
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Совершим предельный переход в формулах (18): 


^®=У=е. 


Е 2 &-- -^ 


ИЕ и оа+ ) а 2-2 а ®)- (== 28 а Е 
=УТ ах" 2ез +} 
УД ие 5 (22? а 


Производя аналогичную подстановку в другие формулы и переходя к пре- 
делу, получим 
Х (2) =ИТИ 42 2е2-1, ^, (9) =Ут Иа 289+ 


ы а и © В (р 
И ини ЧУ зуда 


Проделывая то же самое с формулой (20), найдем 


Е (х, у) — бе—(4288-2 ох2у--2 еузх-рах?--7у2--2 пху--2 6х2 #1). (20 513) 
Положив, далее, С = —п (п>2) и устремляя п —> <, получим из (23) 
рев вх Ре? 
А ая ет+} › ] 
ву + ТУ Ь 
М. 0.2 —= © ичЗвите й 
у ву-а (23 Ъ15) 


а н 
ва (у) = г 41? +2ез-+ р} ? 
Е а аВЫ 

3 (7) — 2 утаву а ° ) 

Полученная корреляция остается криволинейной и гетероскедастической. 
Приводя эту корреляцию к каноническому виду, обратим в нуль две 

постоянных (1==0) и получим все формулы, приведенные, в работе 

С. Н. Бернштейна. 


2. Прямолинейная изогенная корреляция 


Положив 
ЙО 0) 


получим прямолинейную корреляцию, как это видно из формул (23). 
Выпишем все функции в этом случае: 


УгЕ ] 
УЕ!( Аз +2 Ва) (Н2+1 
`(а8 цег) 


Х (2) = 
о 
$ (2) + а=Ут У ЕЯ 2 Вх +1) (Нё+1 
И НУ п. 
№ (9) — узреатинНУЕ ВТ 
О Вт 
ФУ), У улет У В”) 
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р (х) = и ’ ] 
[Роба Ве ИеНИН | (19 ег) 
о 
АР ив) 
Е (х,4) =5 [ Аз? -- Ру? + 2 Нху-+ 2 Ве 219-15. (20 4ег) 


Корреляция, как и в общем случае, распространяется на всю плоскость 
ХУ): 

Необходимые и достаточные условия конечности всех интегралов 
выражаются неравенствами 


а Ре, О ый р бы: (24) 
Полагая снова С = —п (п > 2), получим вместо формул (23) 
м. оу = — ® (Н2+1), | 
1 

М. 0.ух = — ч (ВУ В), 

; 1 РАВЕН (НЕТ © (23 4ег) 

Е т Ранние лиры ЕС" 

а А(Ру-2Ту+а) —(Ну+В)® 
с (1) = а (Ру и у ; 


Перенесем начало координат в точку (Г, В) и тем самым приведем 
к каноническому виду; тогда 


1=В8=©, *м:0. 5 =М.0. у=0. 
В этом случае прямые регрессии 
Н ‹ 


проходят через начало координат. 
Коэффициенты регрессии р, у по хи рхпо у, соответственно, равны 


Н ‹ 
овакея ВЯ овес Е. (26) 
а коэффициент корреляции 
ь Н? - 
В =р= АЕ“ 1, 
Н 
В=——. 
У АЕ (27) 


Очевидно, |В| < 1, как это следует из (24). 

Мы получили прямолинейную гетероскедастическую корреляцию, 
непосредственно обобщающую нормальную корреляцию. Последняя, как 
мы увидим, получается из этой, когда С —> — с. Предлагаемая корреля- 
ция может с успехом служитв для выравнивания по корреляционыой 
таблице во всех случаях, когда имеют дело с корреляцией, близкой, 
к нормальной, причем у нас имеется возможность широкого выбора 
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поверхностей корреляции — беря разные п (чем больше п, тем ближе 
корреляция к нормальной). В отличие от нормальной корреляции все 
интегралы в случае данной корреляции, которую можно назвать 
обобщенной нормальной корреляцией, вычисляются совер- 
шенно элементарно и не требуют составления таблиц. Кривые (19) 
априорных вероятностей могут быть названы обобщенными нор- 
мальными кривыми. 
В отличие от нормальной кривой 


4 _@ (№ 
= —е 203 д ` 
у «Уж 
обобщенная нормальная кривая имеет вид 
Е У 
252п 


Определим параметры а $ и коэффициент у. Эти параметры 
имеют вид: 


= Е 2—3. 
== СЕ 
(28) 
у 2.4... (28 — 2) 
Ут! 3-28 —3)` | 
Окончательно обобщенная нормальная кривая имеет вид 
и 1 2.4... (2п—2) а 
У ву 313 (8—3) 1 = | (ОМ 
СТ (2—3) 


Это — симметричная кривая; нечетные центральные моменты ее равны 
нулю (см. кривую Пирсона УП типа [(®), стр. 198]). 
Четвертый центральный момент равен 


не > 
9" 5 : 4х? 
а т 
в то время как 
ЕЕ $. (29) 


Отсюда найдем эксцесс 
ие И м Е (30) 
а Х 5 : | 
2 а—— 1—— 
2% п 


Четвертый момент существует, если п > Э. 
Приближенные значения эксцесса для разных п приводятся в таб- 


личке 
п—= 34 5 6 10 20 00 200 


в, —3= 30,389 0,500 0,343 0,143 0,060 0,040 0,005 


(88 О. В. САРМАНОВ 


Таким образом, во всех случаях, когда бывает нужно выравнять 
симметрическое распределение с небольшим положительным эксцессом, 
выравнивание по обобщенной нормальной кривой (с соответствующим 
значением и, определяемым по эмпирическому эксцессу и по табличке, 
‚аналогичной приведенной) будет лучше, чем по нормальной кривой. 


3°. Нормальная корреляция 
Заменяя, как и в 1°, постоянные А, В, К, Н, Г, 1, |, соответственно 


ь В й 
на __ ее >, =. > —171С, —\.С в формулах (18), получим 


ри Ус ст. 
ое Е (— о 
Ут! 


су +1) ВС т. 


Переходя к пределу, получим при С—> — < 


(ета сопз$, Х, (у) =ИУ ра= 6013, 


= : = (18№) 
9 -++==У Те), ы-+а-у Вы Ь. 
Поверхность корреляции (20 ег) примет вид 
Е (х,у) =8е- (ахз-- Гуру 2). (20%) 
Положив С = —п (п> 2), п—>> со, из формулы (23 4ег) найдем. 
м. 0. у = —- $ (#9), } 
М. 0.ут = ту ь), | 
й (23№) 


Итак, на самом деле мы получили прямолинейную, твердую, гомо- 
скедастическую корреляцию, т. е. нормальную корреляцию. 

Коэффициенты регрессии и корреляции имеют тот же вид, что и в 
обобщенной нормальной корреляции: 


Е =, (26 №) 


р р ‹ 
В=——, В < 1 ‘ат > т (27№) 
ур Ш<Ь 4 


$ 4. Основные теоремы изогенной корреляции 


Выясним прежде всего, к чему приводит несоблюдение одного иэ 
условий (6), (613). Пусть, например, (6) не соблюдается, т. е. в неко- 
а = 2 В 


мы имеем тождественно 
а; < у В 


тором прямоугольнике ( 
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м—— и“ 


РЕВ 
в ЭВ 


Подставляя сюда выражение Р, через Ф, (9,2) по формулам (*) $ 1, 
находим 


= Р.Р, —2Р: =0. (6) 


Ф, (у) бы (9,2) — 24, (у,2) =0 
или, выразив Р» через Ф‘® () (х) у ®(х)) по формулам (3) и потом 
сокращая на ^“(2), получим совершенно аналогичное уравнение для 
функции Ф (^ (2) у $ (2)) =Ф (и) одного аргумента 
Ф’ (и) Ф”* (и) — 2$” (и) =0. 


Общий интеграл этого уравнения есть логарифм от полинома первой 
степени: 


Фи) = С, 8 ( 5 +с,)+С,; 

в предельном случае (при С, —> —со) Ф (и) может быть полиномом пер- 
вой степени. 

Важно заметить, что определенная в прямоугольнике функция 
Ф (и) =Ф(^ (+) уф (2)) = Ф (у,х) аналитически продолжается на всю пло- 
скость (ХУ) и на всю плоскость комплексного переменного и, следова- 
тельно; если условие (6) не соблюдается в прямоугольнике, то оно не соблю- 
дается на всей плоскости (ХУ). Точно так же, если (6 Ъ13) не соблюдается 
в некотором прямоугольнике, функция Ф, (5) =Ф, (%, (у) х- о, (4)) есть 
логарифм от полинома первой степени (или, как предельный случай, 


полином первой степени) и условие (6113) не будет соблюдаться 
во всей плоскости (ХУ). Наоборот, если найдется одна точка, где 
Р. Р, 
Р. ЭР, 
и их производных до третьего порядка, входящих в выражение Р,, Р,, 
Р., условие (6) будет соблюдаться в некотором прямоугольнике, и, что 
самое важное,в этом случае оно не может не соблюдаться ни в каком 
прямоугольнике плоскости (ХУ). 


0, т. е. (6) соблюдено, то по непрерывности всех функций 


Точно так же, если |9: 9 


| 9. 20, 


== 0 в одной какой-нибудь точке, то 


условие 


9 20 1_ 
не может иметь места ни в каком прямоугольнике плоскости. Следова- 
тельно, если условия (6), (6 13) соблюдаются каждое хоть в одной точке 
плоскости (ХУ) хотя бы в разных для каждого соотношениях, то всегда 
найдется целый прямоугольник, где они соблюдаются одновременно *. 


ОВО | 0 (6/Ъ1в) 


*В этом легко убедиться следующим простым рассуждением. пу&#, в точке 
1, у} соблюдается (6), тогда по непрерывности функций, входящих в Рь, оно 
будет соблюдаться и в некотором прямоугольнике С, содержащем (2%, у). Внутри 
этого прямоугольника найдется точка (х1, 9), где соблюдается (6 №15) (ибо в прь- 
тивном случае (6 1$) нигде бы че соблюдалось}. По непрерывности функций. 
входящих в Ок, найдется прямоугольник С;, содержащий (21, у,) и содержащийся 
в С. Это и будет искомым прямоугольником. 
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Таким образом, условие одновременногф соблюдения (6), (613) в 
целом прямоугольнике, предполагавшееся выполненным на протяжении 
‚первых трех параграфов, является чрезмерным и должно быть заме- 
нено следующим: 

Р, Р: 
Р. ЭР, 


9, ©: 
7” 10: 20, 


определители | 


| не должны быть тождественными 


нулями. 

В $3 найдено общее решение уравнений (4), (4Ъ13). Единствен- 
ность этого решения доказана в $ 2 в предположении (6), (6513). 
После приведенного замечания мы можем сформулировать следующую 
теорему. 

и ] Р. Р, | 9, ©! 

ГЕОРЕМА А. Если определители р ор, |0, 20, 
ственные нули, то уравнения (4), (&Ъ15) имеют единственные решения 
60 всей области комплексного переменного; в этих решениях функции 
_Ф, Ф, суть логарифмы от полиномов второй степени. 

Вернемся теперь от этих общефункциональных вопросов к задаче 
построения корреляции. 

Здесь мы должны на функции распределения наложить добавочные 
ограничения, в первую очередь — положительности функций и существо- 
вания интеграла от функции распределения, взятого по области, где 
определена корреляция. Если хоть одно из условий (6), (613) не со- 
блюдается, то корреляция не может быть распространена на всю 
плоскость (ХУ). В самом деле, пусть, например, (6) не соблюдено; 
тогда, как мы видели, 


не тожде- 


Ф (2) =С, 18 (& ЕС.) С, 
или 
Ф (^ (2) у-- 942)) = С, 18 (® (т) у-+Ф (2) + С,) + С.. 
В этом случае 
1(® (х)у-Ф (2)) = С1 (® (2) у-+ $ (=) С,) 1, 
поверхность корреляции (функция распределения) имеет вид 
Е (ту) =р (т) (2) (^ (х) у-ЕФ (2) + С,) 61 


и интеграл 


со 


\ \ Е (2,9) ат ау 


— < 


не существует, так как вдоль линии у = Не 


--Е$ (2) + С, обращается в нуль и ни при каком значении С, не суще- 
ствует интеграл \ 


выражение * (х) у-- 


оф у+е (+ ССвау. 
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Таким образом, с точки зрения теории корреляции, условия (6), (618) 
необходимы для возможности распространить корреляцию на всю пзо- 
скость (ХУ). Иначе говоря, мы доказали следующую теорему: 

ТЕОРЕМА Г. Единственной изогенной корреляцией, распространенной 
на всю плоскость (ХУ) изменения вещественных случайных величин т, у, 
является та, при которой функции Ф (2), Ф, (2) [см. (2)]| суть лога- 
рифмы от полинома второй степени; в предельном случае они могут 
быть полиномами второй степени ‚ таковой, в частности, является нормаль- 
ная корреляция. | 

Перейдем теперь к построению корреляции в том случае, когда одно 
или оба условия (6), (6Ъ1$) не соблюдаются. 

Из теоремы Т следует, что в этих случаях корреляцию нельзя рас- 
пространить на всю плоскость, но представляют интерес ‘и те случаи, 
когда ее можно распространить на полуплоскость или на один квад- 
рант. Итак, пусть (6) не соблюдено, тогда Ф (2) есть логарифм от поли- 
нома первой степени, и функциональное тождество (2) значительно 
упрощается: 

Е (2) - С, 18 (* (2) у ® (=) Е С,) = Е, (у) + Ф, (®, (у) = +, (у)). ° (2’) 
Вводя обозначение 
я А (<) 
аи 7 31) 
+6: —^ (#), в 
перепишем это тождество следующим образом: 
Е (2) С, 18 (т (2) у 1) = Е, (У) ХФ, (5, (у) 2+, (9). 
Теперь продифференцируем его два р&ёза по у: 


се = Е; (4) $; (ь (Ф2-, (9) 0; (9) 2+9, (9) = Р, (#5), 


(ен) =, +9: 0, Фа, (9) фт.) + 
+ $, (0, (Уз, (9)) (№, (У =- т, (9)) = Р, (9). 
Отсюда для определения Ф, имеем уравнение второго порядка 
Р; (х,у) - С, Р, (1,9) =0 (32) 


{ = 
или, обозначая, как и раньше, Ф, (^, (у) х- 1 (у)) = Ф, (х,у) и сохраняя 
те же обозначения для параметров, запишем (32) в развернутом виде: 


С: [Фу (2,4) (а, (у х-Ь (9) Фи» (2,9) (а, (у) =, (4) + А, (у + 
+ [Фи (2,9) (а, (у) В, (У) А, (у) =0. (32’) 


Общий интеграл этого уравнения должен зависеть от произвольной 
функции С, (у) и от параметров А,, А,, а,, а,, 6,, 6.: 


Ф', (у) =9, (2, С,,С, (у), А, (9), А, (у), а, (у), а, (4), В, (у), 6. (у)). (37) 


Заметим, что в этом случае мы предполагаем соблюдение условия (6 Ъ1$) 
и. следовательно, имеем соотношения (5 1$), которые вместе с соотно- 
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;пениями, получающимися дифференцированием функционального тожде- 
ства (2’), позволят, как ив $2, исключить из общего интеграла (32”) 
7 произвольных параметров, выразив их через три остальные; 


Ф.. (т,у) = 9, (, С, А, (9), А, (9), С, (у). (33) 


Опираясь на единственность решения (33) уравнения (32^), предположим, 
что Ф;, (х,у) имеет вид 


>» 2г; (у) х-+ 2$, (у) я 
Ф (2,9) =С, (у) г. Ся) 22-25, и 3 (33 ) 


т.е. Ф, (2) есть логарифм от полинома второй степени. 
Таким образом, тождество будет иметь вид 


Е (2) + С, 18 (№ (=) уф (2) + С,) =Е, (у) С, 18 Г), (у) 2+ $, (у) а)" 1. 
Вводя обозначения 


1 (2) 


Я! (9) Я; (9) (91 ()-ч) 
ф (2)-+С, 


— * = = 
= (5) ) (®, (у) те а)? Г, (у), (91 (у) а.) + т 5, (у), 
юкончательно получим, деля на С,, 


Е (2) --18 (г(2) 9-1) = Р, (у) 18 (г, (у) 2* + 28, (у) 2+1. 


Из этого тождества, поступая вполне аналогично тому, как в $ 3, 
найдем без труда 


а 34 
Ру С 
Г (у) Ду 36 . } 
Из двух последних равенств находим >», (у) и ф, (у): . 
5. Ду+ С 
^, =: — —» 
-Ут У (Ру+С) (Ау - (Ву | (35) 
9 (и) -а, И м 
: { У (Ру+С) (лу (Еу+В)* 


Подставляя же (34) в основное тождество, найдем ‘поверхность распре- 
деления 


Е (1,9) =8 (Бату 2Езу Ст + 2Вх $ Ау 1)с1. (36) 
*В этом случае мы определяем не #4(2) и $(л], а лишь функцию 
А (х : 
т (1) = ее: ‚ однако ее достаточно для нахождения поверхности распределения 
. 2 


со 
Е (2,у). Когда же найдена последняя, то априорная функция р (5) = (ве ау, 


| 
когда уже находят 4 (5) и $ (2) вфункциях от границы области (и -Е—со, так как 
область не может быть полной). 
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Интегрируя по у от р до со, где ь— любое число (не равное — со)» 
найдем р (5): 


Е (Р22-+2Е ++ 4) ВЕ Сава] 01+ 
Л.-?--2Ес-- А 
в зная г(7), находим ^ (5) и ф (2) |-С,: 
й. (2) д Р:?--2Ех-- А 
(Рз*--2Ех-- А) + Ся? 2Вх-1? = 
о С114-2Вх+4 (37) 
(рз*+2Ех- 4) иЕСя Ве, ; 
кроме того, 
у \—С1-4 
о. (38) 
[(2у-+С) (Ау-+а)--(Еу+в)] ^^ 


Этим и завершается определение всех функций, входящих в основное 
функциональное тождество. Для конечности интегралов, распространен- 
ных по у на интервал (№, со), а по х на полный интервал (— со, -{- со), 
нужно на постоянные наложить условия: 
С, <—1, 0ь+С>0, 4ь4+1>0, (+) (Ав) > (Ев 4 В)*. (39) 
`Как и в общем случае, когда С, —>— ©, получаем предельный 
‘случай корреляции, распространенной на полуплоскость, причем Ф (2) 
‘будет тогда полиномом первой степени, а Ф, (2) — полиномом второй 
степени. Этот предельный случай рассмотрен у С. Н, Бернштейна (*), 
Резюмируя изложенное, получаем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА П. Единственным видом изогенной корреляции, которая 
может быть распространена только на полуплоскость, является тот; 
при котором функции Ф (2) и Ф, (2) таковы, что одна из них —логарифм 
от полинома первой степени, а другая — логарифи от полинома второй 
степени. В предельном случае Ф (2) и Ф, (2) могут быть соответственно 
полиномами первой и второй степени. 
Наконец, осталось предположить, что и (6) (6 Ъ13) не соблюдаются, т.е. 


Р. 2 0, 0, 
„Р., 2Р,| |0 20, 


Тогда Ф (2) и Ф, (2) суть логарифмы от полинома первой степени и кор- 
реляция может быть распространена лишь на четверть плоскости. 
Основное. функциональное тождество примет вид 


Е (2-18 (т (т) у) =Р, (у) 1 (т, (у) = 1), 


где положено 


Иа . 
ар иена: ЗА (40) 


В этом случае определение всех функций не представляет никакого 
труда, причем в выражение функций должны входить параметры р, р — 
границы области изменения х и, соответственно, у. 
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- Выпишем все формулы для этого случая: 


и" БУ 1) С, (41) 
И к пез 0- Е (42) 
В я 
Ф (5) ах--1 
Е (2+ Вь-+ах-+ 4? (43) 
ен „^^ (е2-5) 
(=) = |С, (св аз -@* 
Аналогично 
$: (9) х | 
Сл а (суфа) а у+й › | (43 5з} 
о чу На. | 
№ (У) =16, Чоу ывучт ^ 
Если, например, положить @=ф=0, с=1, в=ы, =1, С, = —6, то 
для всех функций получим следующие выражения: 
.1 
Р(х,у) = лы Р (1 Е Р (у) = ут 
= , (у =учт, (= ие (ут: 
`Наконец, 
52 (#15 5у (у-+-1}5 


12 (У) =? Зи (1) = уда - 


Корреляция распространена на четверть плоскости, определяемую 
неравенствами х>1; у>1. Параметр у определяется из условия 


:\ | т. А и оказывается равным 1] = о ‚ С, выбрано так, 
м 1 в . 
что У всех кривых существуют моменты до четвертого порядка вклю- 
чительно. 
Заметим, кромё того, что 


52-1 
м. оу : м. од", 
5 2?-+-х-1 5 у-+у+1 
ое НЕ, (ау 8 НИЕ 


у — 
и, наконец, коэффициент корреляции 
‘В — 0,118. 


"Теперь мы имеем возможность подвести некоторые итоги. Нами 
исчерпаны все возможные виды изогенной корреляции, так как имеется 
всего три возможности: 1° либо соблюдаются оба условия (6), (6513); 
2° либо одно из них соблюдается, а другое нет; 3° либо, наконец, они 
оба не соблюдаются. Эти случаи нами и рассмотрены. 

Последний рассмотренный случай может быть выражен следующей 
теоремой. 
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ТЕОРЕМА Ш. Единственным видом изогенной корреляции, которую 
можно распространить только на четверть плоскости, является тот, 
при котором функции Ф (2), Ф, (2) суть логарифмы от полиномов первой 
степени; в пределе они могут быть также полиномами первой степени. 

Два вида корреляции, рассмотренные в настоящем параграфе, как 
оказалось, являются частными случаями корреляции, рассмотренной 
в $3. Таким образом, условия (6), (6 515) не являются дополнительными 
ограничениями, их роль сводится лишь .к тому, чтобы показать, на 
какую область могут быть распространены интегралы. 

Все три теоремы, следовательно, можно объединить в одну. 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Единственным видом изогенной корреляции, 
которую можно распространить на всю плоскость (ХУ) или на другую 
конечную или бесконечную область, лежащую в этой плоскости, является 
тот, при котором функции Ф (2) и Ф, (2) суть логарифмы от поли- 
номов не выше второй степени; как предельный случай, —онй могут 
быть полиномами не выше второй степени. 

С. Н. Бернштейн непосредственно доказал теорему, которая со-.. 
держится в приведенной: 

ТЕОРЕМА С.Н. Бернштейна. Если в изогенной корреляции функ- 
ции Ф (2) и Ф, (2)—полиномы, то их степень не выше двух. 


$ 5. Твердая корреляция 


Во всех предыдущих параграфах. мы молчаливо предполагали, что 
имеем дело именно с изогенной корреляцией, а не с упругой или твер- 
дой (см. Введение), т. е. что 


ме = сопзь, г = сопзё, ^№(5) Е сопз, Х, (у) Е сопз4. 
В случае твердой. корреляции* ^’ (5) = ^! (у) =0. При дифференцирова- 


нии тождества (2) получаются значительные упрощения и мы не при- 
ходим к уравнениям (4), (4Ъ13). В самом деле, система (3’) упростится: 


$° (2} _ р’ 
Р, ео Ру» ] 
“(2 р } 
Ре Ро (2. (%) = с0п5%) (3 ) 
$’ (=) т, 
10 Е] =, ] 
и для совместности двух первых уравнений мы получаем условие 
Р. 21| 
р.” (44) 


Из соблюдения (44) не следует соблюдение (4). 


* В случае упругой корреляции все рассуждения $3 1 сохраняют силу, — 
нужно только ф (у] иф (У) заменить соответственно на АА (х) и №, 1, (у), где К и 
,—постоянные. Все виды упругой корреляции получаются из общей формы 
мзогенной корреляции, как частные случаи. 


ГАН 
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Уравнение (44) — обыкновенное дифференциальное уравнение третьего 
порядка и его можно непосредственно проинтегрировать. 
Записав уравнения (44) в виде 
Р.Р. Р.Р, =0, 
подставим в него развернутое выражение Р, (стр. 167). Принимая, 
кроме того, во внимание, что ^1 (у) =0, и вводя обозначения 
й, (у) = А,, В (у) =А,, Ру’ (у) = А», | 
$: (у) =6, Ф1(у)=6, $7) =(5), (9) =6, 
получим 
[6 А, 6,62 (#-55)] Ф/" (2 ЕВ) —2516,ФГ (2+ — 4 
— (4.5, — 4,6) Ф; (#5) — (6,8, —6:) Ф, (#-5)Ф, (246) =0; (44.1) 
вводя обозначения 
Ф, (=>, 5, А, = а, 5,6: 56, 
(1.9. --АВ,) = — (6,6, — 6) =е, 
приведем ‘его к виду 
(а-- 62) =” — 262’ сё’ е22' =0. = (44.2) 
Принимая 2 за независимое переменное, а р=2’—за неизвестную 
функцию, получим 
(а- 62) рр’ —26р*-- ср егр= 0. 
Деля на р (нужно особо рассмотреть случай р=0*), получим линейное 
уравнение 


г 26 2 -- 
Р ее =0. а 
Его общим интегралом будет 
Р=С, (62 + а)" +255 (62а) + ке 


Введя обозначение 


а сф—ае _ 
О 9 В = 
получим 
аз 1 Чи : 4 и—а 
Се = \ (62 - а) — 2 62а В \ и? — Эви О ба 
где 
а=8-+уУ—№ В=Е-У#— №. 
Итак, 
1 : {а-я 
и тео 
Решая это уравнение относительно 2, полузим 
С:х 
ЕВ. (45) 
бе —1 


* Тогда Ф (2) есть полином первой степени; это соответствует случаю С =0 
в дальнейших формулах. 
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Если заменить А, В, С на —А, —В, —С и переменить знаки в чис- 
лителе и знаменателе, выражение (45) можно записать следующим 
образом: 

_ 4еб4. В 


ое (45 Ъ13) 


Итак, общий интеграл уравнения (44.2) имеет вид 


г АеС1® | В 

— сб 
где А, В, С. С, постоянные. Но 2=Ф, (хр, (у)) и интегрирование 
дает 


г АеСе - В АЗВС ы 
Ф, (оч, ))= сеет 42 = Вт Я 1 (Себе Е 1)+С,. 


Отсюда, наконец, находим две существенно различные (с точки зрения 
теории корреляции) формы функции Ф, (5х), соответствующие знакам — 
и -- соответственно: 


—25 т—59 


Ф, ()=гве т ‘-е 1 "р-и-м,. (46) 


а О ыы . 
Ф, (5) =д. 12[е* Че * |} —дад—т. (46 13) 
1 й 
Отсюда, наконец, для условных функций распределения вероятностей 
находим 


р. 
2—2 2—2, 2 
5 в 


Фа) = еле - ]бе о (47) 


2—1 2—5 2 


фи (2) = [(е = [ не. и "ва о (47 №13) 


где т‚, т, — функции у. 

Формула (46) получена в работе С. Н. Бернштейна [("); формула 
(24)]; решение же (46 Ъ13) осталосв незамеченным и рассматривается 
впервые *. 

Форма (46) функции Ф, (х) неприемлема, если мы хотим распростра- 
нить корреляцию на всю плоскость, так как в той полуплоскости, где 
(5 < 0, функция ф, (2), определенная формулой (47), будет неограниченно 


* В случае твердой корреляции функциональное тождество (2) имеет вид 
Е (=) + Ф(у-о(2)) =, (у) + Ф, (=—9. (9)) [(@); ф-ла (16}]- 
Обозначив через м логарифм второй производной 15 Ф”, Ф =— 18 у (2)}, и= 18 Ф”, 
5=12 Фу, получим уравнение 
ие = 5”е-?=@ [()); (ф-ла (19\], б=совз. 


Общий интеграл этого уравнения имеет вид 


мы 212 

их) = т—10 т—хо 2 
[ Е. "| 

@е -е с 
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возрастать и нельзя обеспечить конечности интеграла. Поэтому един- 
ственная твердая корреляция, которую ‘можно распространить на всю 
плоскость, получается в пределе, когда С —>0, Этот предельный случай 
я рассмотрен в работе С. Н. Бернштейна. 

Иначе обстоит с формой (46113). В этом случае функция ‘ф, (7), 
определенная формулой (47 }Ъ13), остается конечной на всей вещест- 


со 
венной оси и интеграл { ф,(х) 4х существует, если только выполнены 


—с 


условия: 
50, ДВС 0, |& [>14 
1 


Когда функпии Ф, (2), Ф(у) найдены, вычисление функций ф(т), 
ф; (У) не представляет труда. На этом мы не будем останавливаться, 
отсылая читателей к работе С. Н. Бернштейна [("); $ 2]. 


Выпишем все формулы твердой корреляции в окончательном виде: 


ТЕ ‚ Се + Ь рый Сейу а 
$ (2) = 2 № [С, | ета” ф: (У) = —х нь * 
5$е 2+1 
Ро) = дети рыла рьдн риа , (>) 
уе 1 , Улей 1 
В т 


1 
ОЕ Е = С1- 
(се -- Буа (аеК® 4-4) К (се -- в) К (Бекам 1) р: 


Кроме того, функции условных вероятностей имеют вид 


1 (4) = вей 9 О Е к | 


| Са у (49 
(2) — шей (#—ч1 (у)) Е р | | 
ы га ГС. | : ) 


Если С, < —1, а, $, с— любые положительные числа, то твердая 
корреляция (48) распространена на всю плоскость. При этом у всех кри- 
вых существуют моменты всех порядков. 

Рассмотрим теперь важный предельный случай, получаемый, когда 

1 
|С: ? 
ь 


С,—— со, а все постоянные а, 6, с стремятся к нулю как что 


удобнее получить, заменив а, 6, с соответственно на 


После перехода к пределу найдем 


9 = — 18 (22-8), Фа Семи а), | (50) 


р Кх ре Кх Ъ Ку 
Е (х,у) =8е=+9е О } 


В работе С. Н. Бернштейна рассмотрен лишь один случай 
21? 


2) = 2—0, 2—0, 2) 
не“ 


причем необходимое условие: С > 0. Теперь мы можем сказать, что (47) есть ре- 
шение [(1); ф-ла (19)] при С > 0, а (47 513) -при @ < 0: предельный случай С =9 
в обоих случаях совпадает. 


и | 
Ф” { 


ИЗОГЕННАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ | ‚ 99° 


. 2 . еаУ 
р ее, рут ев | 
(сей --ьуь геем а)" (50) 


ия __еКа ( (х ий —еК (#—91 (у) 
Ё (9) = шей (у $ (=)) е 1 (УФ №. фи (2) = ве! @ фа ())е-е $1 ()). 


Корреляция (50) была получена С. Н. Бернштейном. Оказывается, 
это — предельный случай более общей твердой корреляции, также рас- 
пространенной на всю плоскость и выражаемой формулами (48), (49). 

Интересно заметить, что твердая корреляция (46) может быть полу- 
чена из корреляции (41) — (43) $4 при помощи замены переменных. 
В самом деле, положив там и=в =0, мы получим не изогенную, 
а упругую корреляцию, распространенную на первый квадрант, так 
как при таком выборе в, р, 


а — 91 9) Е 
ая +С.=1, | (43’) 
ь 3 сх -ЕЬ к. су-+ а } 
2. (2) = [С, [зу а? А УТС: [ура } 
а функции условных вероятностей имеют вид 
ут с 6 Гоа Ь Су 
ПС [уч |] 2 (43") 
С су а Гсу-+ а Й Сл 
Фи (2) =| м ] а) 


Поверхность керреляции, конечно, сохраняет вид (41): 
Е (5,9) =8 (сту ах + ву- 1). 

Если С, <1,а,6, с — любые положительные числа, то все интегралы 
конечны в первом квадранте, так как полиномы 42-1, ву 1, су-а, 
ст 6, сту-+ ах + 5у--1 не имеют там нулей. Кривые (43”) похожи на 
ХТ тип кривых Пирсона у = у, х—", т>>0, распространенных на полуинтер- 
вал (а, со) [ср. (°); стр. 199]. Как известно [см. Введение и (")], замена 
переменных у=е№", х—=е* переводит упругую корреляцию (между г, У) 
в твердую корреляцию (между Ё,7). Эта замена преобразует четверть 
плоскости (ХУ), т. е. первый квадрант ес, во всю плоскость (7). Вы 
полняя эту замену под интегралом 


8( \ (сгу-- ае- бу 11а ау = 1 
90 


получим 


$ \ \ (се Ел - ае№ 4 фе мт 1)С1е + = 1. 
06 
Под интегралом стоит функция распределения твердой корреляции (48). 
Заметим еще один вид твердой корреляции, который получается, 
если в формуле (20), приводимой в (*) [см. примечание на стр. 192], 
положить й—=0 и раскрыть получающуюся неопределенность; тогда 
7 


" 2 — 
99 =сьь, ФФ=ва+е“ +ы+е. 
Выпишем функциональное тождество для этого случая 
ь е . 1 1 2 
[ея (#4) }. ее (+=) [++ 1+ а1 +8 [8 = 
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а — ы (++) Ра" — 
={е у+а (а) с}. е у [не а, ] с. (51) 
Поверхность корреляции имеет вид . 
Е (2,у) = ет [(д ++ а,) (у а)--1]°. (52) 


Если 0<С<.2, а, а,,6,6, произвольны, то корреляция распространена 
на тот квадрант, где х и у имеют разные знаки, соответственно с,6,, 6. 


Условные функции распределения [они в (51) стоят вне фигурных ско- 
бок] представляют собою кривые Пирсона Ш типа 


т 
В 
9—=% (1 т ) е * 
Теперь мы можем подвести некоторые итоги. Все виды твердой кор- 


реляции должны получаться из дифференциального уравнения (44). Об- 
щий интеграл этого уравнения выражается формулой 


Ф, (#9, (9) = + Ва АЕ в (Себе 1) С, 


или (46) и (4615) (первая соответствует знаку—, вторая знаку-). 
Как мы видели, в случае (46), (47) корреляция не может быть распро- 
странена на всю плоскость, кроме предельного случая, когда С —>0 или, 


а“ 
что то же, С,/—>— со, (с, == —5 ‚ причем этот предельный случай со- 
р - 1 
впадает © предельным случаем формы (46 1$), когда С, =; =%0. Таким 
$ 1 


образом, все виды твердой корреляции, распространенной на всю плос- 
кость (ХУ), получаются из (46 13). Итак, нами доказана следующая 
теорема: 

ТЕОРЕМА ТУ. Наиболее общий вид поверхности твердой корреляции, 
распространенной на всю плоскость (ХУ), определяется формулой 


Ну 
Е (2,у) =5 ЕН ое (53) 
при условии 
#>0, ды >0 И< С, |<, о = 69 


Корреляция (50) и, следовательно [см. (!)], нормальная корреляция — ее 
предельные случаи. 


Карачаево-Черкесский Поступило 
педагогический институт 3. ТУ. 1944 
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ЭНДОМОРФИЗМЫ ›-ПРИМИТИВНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП БЕЗ 
КРУЧЕНИЯ 


(Представлено академиком 9. Ю. Шмидтом) 


В работе изучается вопрос о кольцах эндоморфизмов абелевых групп 
без кручения. 
8 1 


Абелева группа С называется группой без кручения, если 
из всякого соотношения вида их =0, где СС, а п-— целое число, сле- 
дует: либо х=0, либо п=0. Система элементов {и.} группы С назы- 


вается линейно независимой, ебли из всякого соотношения 
# 


Упь, ии -=0 следует, что все п, =0. Во всякой абёлевой групце без. 
= : 
кручения можно выбрать максимальную систему линейно независимых 


элементов {и.}; такая система, вообще говоря, бесконечная, называется 
базой группы С. Тогда, если #С- С Не элемент группы С, 
то существуют такие целые числа п, пк, что пр = У пк; ик. Мощность 


#=1 


› максимальной системы называется рангом группы С; ранг группы — 
инвариант этой группы. Может случиться, что в группе С существует 
конечная база, тогда говорят, что группа имеет конечный ранг. 

Абелевы группы без кручения конечного ранга представляют. класс 
групп, который полностью описан. Первоначально А. Г. Курошем (“) 
было дано полное описание так называемых р-примитивных абелевых 
групп без кручения конечного ранга, а позже А. И. Мальцевым (°) и, 
независимо, О. Оеггу (*) дано полное описание всех абелевых групп без 
кручения конечного ранга. Так как в дальнейшем нас будут интересо- 
вать только р-примитивные группы, то ниже приводится формулировка 
некоторых результатов из работы (*), касающихся классификации только 
этих. групп. 

Пусть р— простое число. Абелева группа без кручения С конечного. 
ранга п называется р-примутивной, если в ней можно выбрать 
такую систему линейно. независимых элементов и,, и,,....и,„, Что для 
любого элемента 2С-С существует целое число А > 0, обладающее сле- 
дующим свойством: 

рЕа, и, и,--... + щи, 
тде а;,а,,..., а, — целые числа. 
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`А. Г. Курошем доказано (’), что любую абелеву р-примитивную 
группу С конечного ранга п можно задать системой образующих 
У . . 
а), о 
Ь,, И ВИ. ТЕ $=П 
и определяющих соотношений (помимо соотношений коммутативности) 


` и $ 
ра = а 9-- У аФЬ, (=1,2,...т;э=1,2,...), (1) 
У=1 


где «,;;, — целое р-адическое число с канонической записью 


ПИ 6 ) ) 
‚== (9, а, >. =. >9 а), .. .). 


Число г называется приведенным рангом группы С и одно- 
значно определяется группой С. Таким образом, абелева р-примитивная 
группа без кручения С ранга п и приведенного ранга г задается цело- 
численной р-адической матрицей 


А= (м) (=1,2,...,г;]=1,2,..., 5; г-Е =) 
В работе (*) можно найти условия, при которых две р-адические 


матрицы определяют изоморфные группы. Если мы введем в рассмотре- 
ние группы линейных на ранга п 


(у) (у) (©) 
Н, ={а`, Г ато бич. БТ Ь 
то легко видеть, что наша исходная группа С есть объединение возрас- 
тающей последовательности групп Я,, 


<=УН. 


в некоторые вспомогательные рамы а; — Целое р- адическое ` 
число, поэтому его можно мыслить в виде ряда по степеням р 


<>) ОУ : 

оу=а и ра-+.. ЕР а) |.-.; 
будем следующим образом обозначать конечный отрезок этого ряда: 
4 © т 


ай | Ра; |. ..-ЕР” о * == (94). 
После этого систему определяющих соотношений (1) группы С можно 
1 
записать В следующей форме: 


РР ОНА аби идет о Е О (2) 
1=1 
В дальнейшем мы будем пользоваться системой определяющих соотно- 
шений группы С как в форме (1), так и в форме (2). 

В настоящей работе изучается кольцо эндоморфизмов р-примитивной 
абелевой группы без кручения ‘конечного ранга. Поскольку мы умеем 
задавать эти группы р-адическими матрицами, естественно поста- 
зить такую проблему: по р-адической матрице, задающей абелеву 
группу без кручения конечного ранга, выяснить строение‘ кольца ее 
эндоморфизмов. В такой постановке проблема была формулирована 
А. Г. Курошем*. 


<. Настоящан работа выполнена под непосредственным руководством А. г. Ну- 
роша, за что приношу ему свою искреннюю благодарность. 
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Из опубликованных результатов в этом направлении можно указать 
только на результаты О. Оегту (°). В одном из параграфов своей работы 
р. Реггу изучает грунну автоморфизмов абелевой группы без кручения, 
Р-примитивной ранга п=2, гриведенного ранга г=1, неразложимой 
в прямую сумму, т. е. задаваемой целым иррациональным р-адическим 
числом а. Доказанная им теорема содержит, собственно говоря, два 
результата. Чтобы их формулировать, заметим следующее: всякая абе- 
лева группа С обладает двумя автоморфизмами: #—> в и #—>— в, где 
.8 — произвольный элемент группы С. Может случиться, что, кроме этих 
двух автоморфизмов, группа С других автоморфизмов не имеет; тогда 
будем говорить, что группа автоморфизмов группы С тривиальна. Если 
же группа С обладает еще и другими автоморфизмами, то будем гово- 
рить, что группа автоморфизмов группы С нетривиальна. Пусть С —р- 
примитивная абелева группа без кручения ранга п=2, приведенного 
ранга г=1, неразложимая в прямую сумму и задаваемая р-адическим 
числом я, а А — поле рациональных чисел. О. Петгу доказал: ` 

(1) Группа автоморфизмов группы С тогда и только тогда нетри- 
виальна, если х квадратично над полем А. 

(2) Группа автоморфизмов группы С изоморфна некоторой подгруппе 
мультипликативной группы поля А (а). 

В $$ 3 — 6 настоящей работы поставленный выше вопрос полностью 
решается для р-примитивных абелевых групп без кручения конечного 
ранга. Последние параграфы этой работы ($$ 7 — 9) посвящены несколь- 
ко более подробному изучению эндоморфизмов р-примитивных абелевых 
групи ранга 2 и приведенного ранга 1. 


82 
Кольцо эндоморфизмов очень просто разыскивается для групп ран- 
та 1 и для груип, являющихся прямой суммой конечного числа таких 
групп. Заметим, что множество всех групп ранга 1 совпадает со мно- 
жеством всевозможных подгрупп аддитивной группы рациональных чисел. 
Пусть р., Р.,..-, Ри, ... — Последовательность всех простых чисел. 
Рассмотрим последовательности вида 


а = [а (р,), ® (Р»), -.., а (р,), ...|, 
где а (р:) или целые неотрицательные числа, или же символ ‘со. Две 
последовательности 


= [а (Р), а (р), .-.)@ (р), .. :], 

В = [В (р;), В (Р»), ока) В (Р»), *° .] 
называются эквивалентными, если из & (р:) = <о следует В (р:) = 
= со и наоборот, а почти все а (р;), отличные от со (т. е. все, кроме, 
быть может, конечного числа), равны соответствующим В (р). 

Доказано (*), что между группами ранга 1 и классами эквивалент- 
ных последовательностей существует взаимно однозначное соответствие . 
Это соответствие устанавливается следующим образом: пусть С — группа 
без кручения ранга 1 и пусть е = 0 элемент этой группы. Тогда груп- 
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ООВ СНЕ ЕКО Е Е Ех = 


пе С соответствует класс последовательностей, эквивалентных последо- 
вательности 


ВС [ (р), ®(Р»), +. -› @ (Р,), ---], 

которая получается следующим образом. Рассматриваем уравнение 

рернее; 
тогда о (р;) =К, если уравнение разрешимо в С, а уравнение 

ри=е (1>№) 

уже жеразрешимо, и а (р;) = со, если уравнение 

рух =е 
разрешимо при любых целых К > 0. Самая последовательность будет 
называться высотой элемента. Если е, и е, —элементы группы С и 
а, ио, — их высоты, то будем говорить, что высота элемента е, делит 


высоту элемента е,, если о, (р;) <а,(р;) для всех р;. Так как ранг груп- 
пы равен 1, то существуют такие целые числа г и $, (г, $) =1, чтое, = 


= е,. Если высота элемента е, делит высоту элементае,, то, как легко 
`проверить, (5, р;) =1 для всех р;, для которых %, (р.) < ©. 

Построим теперь кольцо эндоморфизмов нашей группы С. Пусть 

Г — эндоморфизм группы С и Ренне 6, где (г, $) =1. Если уравне- 

нение рх=е имеет в С решение х, то уравнение ру е’ будет иметь 


решение в С, у= Гх. Следовательно, высота элемента е делит высоту 
элемента е’, а поэтому (5,р;)=1 для тех р;, для которых &(р;) оо. 


Если вместо е возьмем в группе С элемент е, то, как легко проверить, 


Пе 
Гете. Таким образом, эндоморфизму Г соответствует рациональное 
г 
число 1=-_, где (г, $) =1 и ($, р;) =1 для тех р;, для которых а (р;)= со. 


г > 
Наоборот, всякому рациональному числу у=-= © этими свойствами 


соответствует эндоморфизм Г группы С, определяемый следующим об- 
разом: ГЕ =18 для всех СС. Нетрудно проверить, что так опреде- 
лениое отображение Г есть эндоморфизм группы С. | 


Если В [Рп., Риз, ..., Рип» ...|-— кольцо тех рациональных чисел, 
знаменатели которых могут делиться лишь на простые числа ри, Ри», ... 
пр. --о И если рРи,, Раь,..., Ри... Являются теми простыми чис- 


лами, для которых а (рл;) = со в высотах элементов группы С, то нами 

установлено взаимно однозначное соответствие между эндоморфизмами 

группы С и элементами кольца В [Ри., Ри», -..)Рпр--.]. Это соответ- 

ствие сохраняет операции сложения и умножения. Действительно, пусть Г, 

и Г, —эндоморфизмы группы С и пусть им соответствуют рациональные 
п, 


5 
числа -* и т.е. 
у $1 55 
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Если Г=Г, | Г,, то по определению Г 


таким образом, сумме эндоморфизмов соответствует сумма рациональных 
чисел. Если, далее, Г=Г.Г,, то 


т. е. произведению эндоморфизмов соответствует произведение рациональ- 
ных чисел. 

Этим доказана 

ТЕОРЕМА 1. Кольцо эндоморфизмов группы С ранга 1, определяемой 


последовательностью [&(р,), “(р.),...,@(р,), ...|, изоморфно кольцу 
В [Ри Риз, ..--›Рир.--.|› 2де Рилбудут те простые числа, дяя которых 
& (Ри) = ©. | 


Чтобы иметь возможность в дальнейшем ограничиваться случаем 
групп, не разложимых в прямую сумму, найдем кольцо эндоморфизмов 
прямой суммы. Пусть группа С есть прямая сумма групп НЯ», 


т 
о 


Обозначим через В; кольцо эндоморфизмов группы Н;, а через В; — 
модуль гомоморфных отображений Н; в Н;. Очевидно, «то можно умно- 
жать элементы А; на элементы А;х (результат последовательного выпол- 
нения соответствующих отображений), причем после умножения Г; С Аз 
на Г»С. Ах получается элемент Гж С. Ак. 
т 
ТЕОРЕМА 2. Кольцо эндоморфизмов группы С = УН; есть кольцо 
=1 


латриц т-го порядка вида 


Гл те. О Гит 


2 обычными для матриц определениями операипий сложения и умноже- 
ния. 

Пусть М = (Г;) — произвольная матрица указанного кольца. Покажем, 
что эта матрица однозначно определяет эндоморфизм группы С. Дей- 
ствительно, если г — произвольный элемент группы С и если 


то положим 
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Так как все Г; суть гомоморфизмы, то легко проверить, что отображе-- 
ние Г будет эндоморфизмом группы 6. 
Теперь покажем обратное, т. е. что всякий эндоморфизм Г группы С 
‚ однозначно определяет матрицу указанного кольца. Действительно, 
жусть й: С.Н; есть произвольный элемент группы Н;. Тогда 


Соответствие 
й; —> й; 7 


определяет отображение Г,Н; в Н,;, гомоморфное в силу того, что Г- 
эндоморфизм группы. Таким образом, с помощью Г можно построить. 
гомоморфизмы Гу для: всех #=1,2,...,т, ]=1,2,..., т т.е. 
определить матрицу М = (Г; ) нашего кольца. Непосредственным под- 
ечетом легко проверить, что установленное соответствие между матри- 
цами (Г) и эндоморфизмами группы С есть изоморфизм кольца этих 
матриц и кольца эндоморфизмов группы С, что и требовалось показать. 

Применим это к случаю прямой суммы групп ранга 1; для этого нам 
нужно лишь построить модули В;;, г - у. Пусть Н, и Н, — абелевы груп- 
иы без кручения ранга 1, е. СН, ие, СН, отличные от нуля элементы, 


в. = [@, (Р:); ---> 0 (р .] и а, = [а, (Р.}, ... у) а, (Р.,), ---| 


— соответственно их высоты. Пусть Г, , — гомоморфное отображение груп- 
вы НН, в труппу Нот. е. В.С А, сие пусть Юле еитдо, Те 


т 
а (т, $) =1. Так как Г,, — гомоморфное отображение, то легко убе- 


диться, что высота элемента е, СН, должна делить высоту элемента 
те, С Н„. Если мы обозначим через е, =1е,, а через в, = [а, (р), . (р»), . - . 
...,@, (Р»)] высоту элемента е,, то «, (р;) <а. (р:) для всехЕ=1,2,..,; 
так как для тех #, для которых а, (р:) = со, а, (р:) = с, то прежде всего 
видно, что для всех р;, для которых о, (р:) = со, необходимо должно 


быть о, (р;) = ©. Чтобы имело место. неравенство д, (р;) < а. (р:), необ- 


м 
ходимо и достаточно, чтобы число =: Удовлетворяло следующим 


условиям: 

(1) $ может делиться: (а) на любую степень тех р;, для которых 
“> (р:) = ©55 Е 

(Ъ) не более чем на р*(РА-®\РР для тех р;, для которых а, (р:) конеч- 
но и больше о, (р:); 

(с) ($ р) =1 для тех р;, для которых а, (р;) > а, (р); 

(2) г должно делиться не менее чем на р;ФЛ-°\ФЛ для тех р;, ‘для 
которых а, (р;) > «, (р). 


са п 
Если вместо е, возьмем в группе Н, элемент е, = —е,, (т, п) =1, то 


м т 
Розе, = Тех. Таким образом, гомоморфному отображению Г,, соответ- 
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ствует рациональное число "=; р (”, )=1, для которого выполняются. 
сформулированные условия (1) и (2). Наоборот, всякому рациональному 
числу 1=— с этими свойствами соответствует гомоморфное отображе-- 
ние Г,, группы Н,. в группу Н,, определяемое следующим обравом: 


т т 
Г,»›е, =1е.; для произвольного элемента е_Н,, е=-?е,, Гизе =, Че. 


т 

Нетрудно убедиться в том, что так определенное отображение Г,, бу- 
дет гомоморфным отображением Н, в Н,. Непосредственно видно, что 
рациональные числа ], обладающие свойствами (1) и (2), образуют мо-- 
дуль, причем простыми подсчетами можно показать, что этот модуль. 
не зависит от выбора высот о, и в, из соответствующих классов экви-: 
валентных последовательностей (наши рассуждения велись при выбран-- 
ных е, ие,, и, значит, в, и 0,), следовательно, определяется ‘группа- 
ми Н, иН,. Если мы модуль этих рациональных чисел обозначим 
через М,,, то нами установлено взаимно однозначное соответствие меж- 
ду гомоморфными отображениями Г,, группы Н, в группу Н, и эле- 
ментами модуля М... Аналогично тому, как при построении кольца 
эндоморфизмов абелевой группы без кручения ранга 1, можно проверить, 
что это соответствие сохраняет операцию сложения. Таким образом, 
модуль А,, изоморфен модулю М,. рациональных чисел у, удовлетво- 
ряющих условиям (1) и (2). Этим самым построены модули А;; гомоморф- 
ных отображений абелевых групп без кручения ранга 1 друг в друга, 
а следовательно, найдено кольцо эндоморфизмов прямой суммы групп 
ранга 1. 


$3 


Пусть С —р-примитивная абелева группа без кручения ранга п и 
нриведенного ранга г определяется матрицей А = (;). Если мы поло- 
жим 


Пай а. а. ОО. 7-8 П), 


то С будет объединением возрастающей последовательности 
НЕВЕ НЕРОН 


Образующие группы С связаны соотношениями 
(у) р —1) р З ь 
ра’ =а’ +4 ОЙ (3} 
которым мояно придать также форму 


У 0) ь с 
р\а’ О [2 .. (3') 
1—4 
Пусть Г — эндоморфизм группы С. Очевидно, чтобы Г вполне было 
известно на всей группе С, достаточно, чтобы были определены образы 
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образующих я 
< (0) 
а, ..., а Б,, око Ъ,, 


= 


(0) 
а, ? 


так как образы всех остальных образующих 
а] 


при Г могут быть найдены с номощью определяющих соотношений. 
Если Г эндоморфизм группы С, который образующие элементы 4“”, 
а®, ..., а®, В, ..., 6, переводит в некоторые элементы группы Ну, то 


к) 
мы можем написать: 
г 


Га; = р газ» ня № и. бы (2 = 1, 2, ее г), | 
= ры у (4) 


(у) ; | 
гы У да дб (= 2, вв 8), 
6=1 Ш=1 ) 
где Ё, ии, (в, ©. — целые числа. Теперь посмотрим, какие ограничения 


накладывает на целые числа К, и, (, о тот факт, что.Г есть эндомор- 


физм группы С. 
Пусть при Г элемент 4" переходит в Га. Так как Г — эндоморфизм, 


то из (3’) при у=т следует 
$ 
р"ра"® = га УКерыЕег .@=1:2, Ру (5) 
1=1 


причем из р"Га“" СН, вытекает Га" С Ну, т. Пусть 


г $ 
(п т) Ст) (т) 
Ра" = У уни и. 
8=1 в=1 
тогда 
Г 
( › наи а 
р"Гау” = У) иг’ рта" У ИР, (=1,2,...,г),  (6') 
6=1 Ш =1 
но 
(ут а. > ( к а? 4. Ут 
рта" = ах +5 о а", 
однако, 


оО рад? ... риа" = р { (авт — (ав); 
поэтому (6’) принимает вид: 


т а 8 


отр — 81а [4+ р № (чер) ут — (98) 1, |+ х рии бы = 


6=1 в=1 р=1 


№=1 


-У% О инь у ре р— >. а (буи — (вы } 5 (6) 
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< другой стороны, из (4) следует 


Га; + У) (у) ГЫ = 


71 


Г. 5 $ $ 
— — [+ У (а) тб | Е № [4+ » (ато | Ь,. (7) 
И и=1 ]=1 
Из (5), (6) и (7) получаем, приравнивая коэффициенты при `а5” и при Ь,, 
$ 
вика У (дива (#=1,2,....7; 8=4,2,...,7), 


1=1 


Рич р У 8 [(авь) ут — (авы) == 4 У} (ато 
6=1 1=1 
; О НА в =1,2,..-, 5), 
откуда 
т $ 
р [ве р (два ы 


$=4 ]=1 


(т) 


$ 
= рт | шь- У (в)то» —Р-* 
1—1 


- (вы) чт — (выд, } | (1,2... .пзв=1,2,...,5); 


следовательно, 


> [+ У с) |дата деи. (9) 


6=1 ]=1 


и, у (%:) то, —Р-* 
1 


]= 


Подобные сравнения можно получить для всех т=1, 2, ... Перехо- 


дя к р-адическим числам, получаем из этих сравнений при т =1, 2. ...` 
соотношения 


и, Ха —Р— У [ Ань №, &йв {а — (яви) у} = 0. (9) 
1=1 8=1 1=1 
2.5). 
Если ввести обозначения 
(и) == 0, (145) 5 Г, (5з») =, (Ё:ё) =— К, ((&;1)т) == Ат 
(1—4. 20.5:.,771=4,0,.:5,556=4,2,...,556=1,2,.2557), 
то соотношения (9) будут эквивалентны одному матричному соотношению: 
И--АУ—р\(К-- АГ) (А А,)=0. Со) 

Таким образом, мы показали, что если Г — эндоморфизм группы С, 
при котором 
Га,” Ау лаг) ГЬ, (1=1,2,...,5) 
будут элементами из Н,, то ему соответствует целочисленная квадрат- 
ная матрица Т порядка п: 


т- (у 


Известия АН, серия математическая, № 3 5 
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= == н 


где К — квадратная матрица порядка г, 0 — прямоугольнан матрица из. 
г строк и $ столбцов, Г. — прямоугольная матрица из $ строк и г столб- 
цов и У— квадратная матрица порядка $, причем элементы матрицы Г. 
связаны с элементами матрицы А соотношением (*). 

Пусть теперь, наоборот, нам задана целочисленная матрица Т по- 


рядка п 
В 
Иа , 


где К, И, Г, У имеют указанный выше вид, и пусть элементы матрицы 
связаны с элементами матрицы А соотношением (”). Тогда можно 
построить эндоморфизм Г группы С, при котором элементы 


Тао ету, ное ОРбг О бы. ив) 


лежат в Н, и определяются с помощью матрицы Т соотношением 
(0) (у) 
м, © 
т : 
(0) (у) 
Га‹ а; 


а 


т Е р (4) 
я ет 
г) 
На самом деле, рассмотрим отображение Г группы С в себя опре-- 
деленное следующим образом: 
Га®,Гв; &=1,2, ...,г;]=1,2,...,5) определяются с помощью (4°), 
а для т=1,2,... Га" определяются по формулам 
Г: $ 


Га У [т +» (ить } а" | рт № [ыы 


$=1 1 в 


; О (ато — р * и [№ Е з (4) тв } ет бы» | 6. (4) 
1-1 


6==1 1=1 


Так как имеет место соотношение (”), то и, ъ, К, { удовлетворяют соот-- 
ношениям (9), а следовательно, для любого т=1, 2, ... имеют место 
соотношения (9), т. э. формулы (4”) имеют смысл. Тем самым с помо- 
щью. матрицы Т формулами (4’) и (4”) отображение Г определено для 
всех образующих группы С. Если бы нам теперь удалось показать, что 
элементе 


Тат, Ти 


связаны теми же соотношениями, которые являются определяющими 
соотношениями группы С в образующих 


О 


то этим было бы доказано, что отображение Г фактически огределено на 
всей группе С и есть эндоморфизм группы С. 
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Таким образом, остается иоказать, что имеют место соотношения 


$ р 
рана У, (кур 4, Орле. киа Э лихо) 


1—1 


В силу соотношений (4’) и (4”) имеем 


= { Ул + У (дыр) ат рт У [шь-- У (аи — 


ы=1 }=1 


= х (ке х (тб (явь) ут — (вр) э]ь =} —= 


и 5 р" (=+ х (а) ый) а + я [к Хед — 


9—1 


> [№ Е > (и) ий Цезы) 4 т — (ваь)} | в. = 


ду (Ев У) ) тв) р пан У ви (;) тд — 


6=1 9=1 в=4 У—1 


ыы [№ =- Ул 1 } {д р: (а), } ] б, 
$=1 9=1 


рт або ар | (аз) т — (аз), } 6, 
и=4 
поэтому 


Г 


р" Га" — У [ + У (шуй | [ а +2 у [альт 
6 1=1 в=1 


— (в, | & | + У[ вь-+ У @оы- РУ {1% 
= 1=А &=1 
+ У) а } | (ви) т — (ба) } ] 5, = У ква Уи, в, 
1=1 9={ в=1 
ЕВ о (а ) | р 1 а) В У От» в». } ; 
1=4 6=1 щ=1 


$ 
рт Гат = Га©®) -- С О и итаж 9х.) 


1—1 


что и требовалось доказать. 

Этим мы окончательно доказали, что определенное с помощью фор- 
мул (&’) и (4”) отображение Г есть эндоморфизм группы С, при кото- 
тои ГаЗСН,, Гус Н» (1=1:2,...,5]=1,4...,8). 


5* 
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$4 
Обовначим через 9}, (у=0,1,2,...) множество целочисленных матриц 
Т,, соответствующих тем эндоморфизмам, при которых Г а) И», 
Г.С Я, @=1, 2..3, ] = 2..3). Эти множества матрад колно 
считать вложенными друг в друга: 


Ес еее 


КО 
В самом деле, пусть ТС, Т, = в я . Это значит, что элементы 


Га), Гб, определенные с помощью Т, по формулам (4’), лежат в Н.. 
Но Н,С Н,+ё и поэтому элементы Га) и ГБ, можно записать через 
(+5) 
а(*+°), 6. Для этого в формулах (4) надо а,» выразить через @; и 
Ь; с помощью определяющих соотношений. Если провести эти неслож- 
ные вычисления, окажется, что эндоморфизму !Г будет соответствовать 
матрица Т,+: 
Ре 
Т›+ == 1/7 у’ /? 1,5 [55 +, 
где 
Й И г: 

АЕ К. И РР К (А5— А,); } (10) 

= Г, У’=У—р\ Г (А, 6 —А,). 
Отождествляя матрицы Т, и Т,+ё, связанные соотношениями (10), мы 
и осуществим вложение 9}, в 9,5 (8=1,2,...). 


Обозначим через 9} объединение возрастающей цепочки множеств $}. 
Таким образом, всякому эндоморфизму Г группы С соответствует 
некоторая матрица из и, наоборот, всякой матрипе из $} соответствует 
некоторый эндоморфизм группы С; 


ТЕОРЕМА 3. Кольцо эндоморфизмов р-примитивной абелевой группы 
С без кручения ранга п, приведенного ранга г, задаваемой р-адической 
МВ 


матрицей А = (&;;); изоморфно кольцу матриц п-го порядка Т = т о 
над кольцом Вр, тех рациональных чисел, знаменатель которых есть 
степень простого числа р, где М — квадратная матрица над В» по- 
рядка т; В — прямоугольная матрица над Вр из г строк и $ столбцов, 
ЕР — прямоугольная матрица над Вриз $ строк и г столбцов и О — квад- 
ратная [матрица 'порядка {|3 над Вр, причем эта матрицы должны 
удовлетворять следующим условиям: 

(1) АРАО—(М-+АР) А=О; 

(2) существует такое] целое положительное число у, что матрицы 
Р» М, Р’Е, О—ЕА, будут целочисленными. 

Пусть 41°), а{°,..., а, $,,...,6, — р-примитивная база груп- 
пы С. Если Г — эндоморфизм группы С, то для каждого #&=1,2...,г 
существует такое у; > 0, что 


Г $ 
р а) В У т:з а‹0) -|- № ие 
$=1 в=1 
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где ть и г;, — целые числа (это вытекает из определения р-примитивной 
базы). Аналогично для каждого /=1,2,...,5 существует такое целое 
х; > 0, что 


ВЯ Гб, = ›) фз а) -- № 41» бл: 
6=1 №=1 
Таким образом, 


г $ ] 
та Ув У, О 
р р* 
= У $ (11) 
Го» 0. в, о). | 


6=1 


Вводя обозначения: 


и- (#1), #-(№), в-(1), о-(# 


о 2 об-е 5), 


мы видим, что эндоморфизму Г соответствует матрица 
МЕ 
Е ( 
ао 
над кольцом Ар, причем этой матрицей эндоморфизм Г полностью опре- 
деляется, так как с ее помощью задаются образы элементов примитив- 


ной базы, а так как для любого элемента еС-С существует такое 
целое А > 0, что 


г $ 
рк8= Уна® + Усь, 
1=1 9=1 
то для любого # можно найти выражение для Ге. Из $ 3 мы знаем, 
что эндоморфизму Г соответствует матрица Т,= (Е 7) ‚› удовлетворя- 


ющая условию 


И-- АГ —р*(К- АГ.) (А— А.) =0, (*) 
причем 
Г $ В 
Гао) = У ва Уи В, (&=1,2,..., г), 
6=1 в=1 
Г $ 
Го = У 442+ Хо, (=42,..., 3). 
6=1 и=1 
Так как 
$ 
ра =а0-- У (в), 6, (8=1,2,...,т), 
в=1 
те 


5 
\@зн) 
аб) = р—*а(0)-- У а бе 


в=1 
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Подставляя это в выражения для Га’ и Гб,, получим 


г 


Га = У дер р ее Вы ЕТ), 


6=4 6=1 
г 


г, Ува У 5+3 паба | 6, (=1,2, +25). 
6=1 


6=1 В=1 


(12) 


—=—..-==..—” 


Сравнивая формулы (11) и (12), в силу линейной независимости а) и 6; 
((=1,7.....Г ]=4,2,...,5), получаем 
М=р*К, Е=р”Г, В=О-+р`КА,, 9=У--р °ГАу; 
отсюда 
> К=р\М, Е = р’ Е, И=В—МА,, У=О—РА,.,. 
Подставляя это.в (*”), получаем 
А+ АО—(М-+ АР) А-0. 


Таким образом, всякому эндоморфизму Г соответствует матрица Т над 
кольцом А›, элементы которой удовлетворяют условиям (1) и (2). 


Пусть теперь, наоборот, нам дана матрица Т = - о) над кольцом 


Вр порядка п, элементы которой удовлетворяют условиям (1) и (2). 
иона в силу условия (2) существует такое у, что р^М=К, р^ Е =ЕГ, 
О—ЕКА,=У — целочисленные матрицы, а из оО и (2) вытекает, 
что и А—МА, =0 тоже целочисленная матрица. Составим из этих 
матриц матрицу 


так как элементы матрицы Т удовлетворяют условию (1), то 
О АТ —рУ(К- АЕ) (А— А) =0, (°) 
т. е. матрица 1Т,(как это следует из $ 3) определяет эндоморфизм Г 


группы С, при котором 


Га = У баа Лан (= дет, 


50 $ 
в (у) д И 
Г, — Ува +» и 0» (]=1,2,..., $). 
$=1 в=1 
Подставляя вместо а,”-его выражение 


р В 


получим 
в 


8 т 
к ь Кв (951) : 
Е: ен вн, 


6=1 $=1 Р 
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1.5 - аа, 
Го; =- У , а; р [++ ча о, (= а, 5), 
8? ВИ ва. 
те 
т 8 
№ та а” -- У, Гр 6, (2, 2, ...) т) 
6=1 Ш =1 
т 8 
И В 
5=1 №=1 
где 


(тг) =М, (ты)=В, (])=Е, (9) =0. 
Поэтому эндоморфизму Г в соответствии с первой частью доказательства. 
соответствует матрица Т = а. ‚ т.е. наша исходная матрица. Та- 


ким образом, всякая матрица Т над кольцом А,, элементы которой 
удовлетворяют условиям (1) и (2), определяет эндоморфизм Г группы С. 
Этим самым мы установили взаимно однозначное соответствие между 
МЕ 
те 
кольцом Ар, элементы которых удовлетворяют условиям (1) и (2). Со- 
вершенно очевидно, что при этом соответствии сумме и произведению 
эндоморфизмов соответствуют сумма и произведение соответствующих 


матриц. 


эндоморфизмами группы С и матрицами Т = порядка п над 


$5 


Если С — произвольная абелева группа, то отображение в —>п&, 
где &— произвольный элемент группы С, а п-— фиксированное целое 
число, есть эндоморфизм группы С. Не исключена возможность того, 
что группа С обладает только эндоморфизмами этого типа; в этом слу- 
чае будем говорить, что кольцо эндоморфизмов группы С тривиально. 
Данное выше описание кольца эндоморфизмов р-примитивной абелевой 
группы без кручения рмнга п, приведенного ранга т, определяемой 
Р-адической матрицей А, дает возможность формулировать те условия, 
при которых такого рода группа С обладает нетривиальным. кольцом 
эндоморфизмов. 

Прежде чем дать формулировку условий, при которых кольцо эндо- 
морфизмов группы С нетривиально, посмотрим, как задаются тривиаль- 
ные эндоморфизмы группы С. Пусть Г — тривиальный эндоморфизм 
группы С, т. е. Г определяется некоторым целым числом 4, Ге =4# для 
произвольного 8 С-С. Следовательно, Га;” = 4а:” (&=1,2, ..., г), Гб; = 
=46; (/=1, 2, ..., $) и Г соответствует матрица 


Е, 0 
25 СВУ › ТГ. = и 4Ё; 2. 


где Е, и Е, — единичны матрицы пофядка г и $. Поэтому 
К, = 00 =0, ИЕ. (13), 
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Из формул (10) следует, что в любом 3}, эндоморфизму Г соответствует 
матрица Ту= г т ‚ где 

К’=9Р*Е, Г=0, И’=Ь—9А„ У’=ЧЕ.. (13') 

ЛЕММА. Если у группы С существует нетривиальный эндомор- 

физм Г, при котором Га” с Ня ГС Ну, то существует и такой не- 

тривиальный эндоморфизм Г’; при котором Г’а‘? С Ньи Г’; Но; это 
будет эндоморфизм Г’ =: р\Г. 

Пусть Г — нетривиальный эндоморфизм и пусть он определяется 


матрицей 
(КИ 
Т,= (. у 


Га® — х Ага -- х ивы“. (ЕЕ, р 


поэтому 


Г, — У В 
$=1 в=1 


Рассмотрим эндоморфизм р\УГ и отыщем соответствующую ему мат- 
рицу Т.. Из равенств 


рУГа: = о Квруа У) -|- у РУ.» (= в 2, ...) г); 


=1 Е 1 
РУГЬ; Ури + Урень, (=1, 2, *.., $), 
РЕЙ в=1 


используя определяющие соотношения (2), получим 


Га = уе [мы вы] & (=1, 2, ..., г), 


6=1 


Р*Гб; Уна р [о +5 [И (аа»)., | Гб =. 2, в: ..›> $). 


6=1 
Таким образом, матрица, соответствующая эндоморфизму р^Г, есть 
ы К РО+КА, 
= 
Г РУ ГА, 
Предположим, что р\”Г — тривиальный эндоморфизм; тогда должно 
существовать такое @, что 
К=0Е,, Г=0, РО--КА,=0, рРУ-ГА,=8Е;; 
отсюда: 
ку=0 при =), №: = (1=1,2,..., г) 
в=0 Аи аи, пе вм) 
ро =9 (=1, 2, ‚ 5), 5 =0 =ь). 
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"Обозначим 5}; через 4, тогда 

ОРУ, рУнь-Е РУ (вы) =0; 
таким образом, получаем 

К=р\чЕ‚, Г=0, П=-—4А„ У=ЩЕ.. 


Ввиду (13°’) это означает, что Г — тривиальный эндоморфизм, что противо- 
речит нашим предположениям. Итак, если Г нетривиально и Га“ < Н,, 
Гис Ну, то р\Г нетривиально и р\Га® <-Н., РГ С Н., что и требо- 
валось доказать. 

ТЕОРЕМА 4. Кольцо эндоморфизмов п-примитивной абелевой группы С 
без кручения конечного ранга п, приведенного ранга г, определяемой 
Р-адической матрицей А= (<,;), тогда и только тогда тривиально, есла 
из всякого соотношения 


ЕАК АР 40, 


20е К, [5 О и ТУ — целочисленные матрицы, следует 
И=0, 2=0, У=тЕ, К=тЕ,, (13) 


где т— целое число, а Е, и Е, —единичные матрицы порядка г и $. 
Действительно, по лемме, существование нетривиального эндомор- 


физма равносильно существованию нетривиального эндсморфизма, при 


котором образы элементов а” и 6, остаются в Н,, т. е., как мы знаем, 


р КОИ 
равносильно существованию целочисленной матрицы Т = Е У ) ‚› удо- 


влетворяющей соотношению П0-- А —(К-+ АГ) А=0, причем хотя бы 
одно из равенств (13) не имеет места. 

Очень прозрачную форму принимает этот результат для’ случая 
п=2, г=1 при условии, что группа С неразложима в прямую сумму. 

Следствие. Кольцо эндоморфизмов р-примитивной группы С ран- 
га п=2, приведенного ранга г=1,' неразложимой в прямую сумму, не- 
тривиально тогда и только тогда, если целое р-адическое число а, за- 
дающее эту группу, квадратично над полем рациональных чисел В, 
т. ег. если поле В (“) второй степени относительно В. 

Из предположения о неразложимости группы С в прямую сумму 
следует, что х не есть рациональное число ('). Ввиду того, что п=2, 
т=1, матрицы, ‘соответствующие эндоморфизмам группы С, имеют вид 


г- (1). 


где К; и, [, о— целые числа, удовлетворяющие условию (*). Если коль- 
цо эндоморфизмов групны С нетривиально, то существует нетривиаль- 


^ 
ный эндоморфизм Г, определяемый матрицей Т = ( т Я ТС 9 (как 


® 
это следует из леммы), элементы которой удовлетворяют соотношению 
и ао — (а) «=0. 


Так как Г нетривиально, то это соотношение не обращается в тожде- 
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<тва, а так как х иррационально, то полученное уравнение относитель- 
но © неприводимо, т. е. х квадратично над полем В. 

Обратно, пусть а квадратично над полем В, т. е. о есжь корень 
квадратного уравнения, неприводимого над А. Если это уравнение име- 
ет вид 


19 + ца и, = 0, 


д —и 
—. © ? 

тде х, у— произвольные целые ‘числа, удовлетворяющие условию х— 
—у=&, определяет эндоморфизм Г группы С, нетривиальный ввиду 
4, 0. Следовательно, кольцо эндоморфизмов группы С нетривиально. 
ь Учитывая первую часть теоремы Оеггу, сформулированной в $ 1 на- 
стоящей работы, мы получим, что условия’ нетривиальности кольца 
эндоморфизмов и группы автоморфизмов совпадают для неразложимых 
групп при п=2 и т=1. Это приводит к следующей общей проблеме, 

шить которую пока не удалось; не будет ли для любой (неразложи- 
мой) р-примитивной группы конечного ранга из существования нетри- 


зиального эндоморфизма следовать существование нетривиального авто- 
„морфизма? 


то матрица, 


56 


Пусть С — р-примитивная абелева группа без кручения ранга п и 
приведенного ранга г, определяемая матрицей А= (;;) (&(=1,2,..., 7; 
]=1,2,..., 5; к{з=п). Будем через В (%;;) обозначать расширение 
ноля рациональных чисел, полученное присоединением к нему р-ади- 
ческих чисел оз (1=4,2;...:, м 7=1;2,...у5). 

ТЕОРЕМА 5. Пусть дана р-примитивная абелева’ группа С без 
кручения, ранга п и приведенного ранга г, от которой не отщепляется 
8 качестве прямого слагаемого бесконечная циклическая группа. Если 
группа С задается целочисленной р-адической матрицей А= (а;;), то 
ее кольцо эндоморфизмов изоморфно некоторому подкольшу полного коль- 
ча матриц порядка г над полем В (%,;). 

Пусть Г — произвольный эндоморфизм группы Су тогда в силу тео- 
ремы 3 он задается матрицей п-го порядка над В, 


МВ 
ве ( у 
Ро 
элементы которой связаны соотношением 


В+ А0—(М-+ АР) А=О. 


Эндоморфизму Г поставим теперь в соответствие матрицу %=} (Г) 
порядка г над полем В (%;), определенную следующим образом: 


%=(М АВ. 
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Покажем, что так установленное отображение ] кольца $ эндоморфиз- 
мов группы С внутрь полного кольца матриц порядка г над полем 
В (5) есть изоморфное отображение. 

Прежде всего установим взаимную однозначность отображения. Одно- 
значность его очевидна. Покажем, что двум разным эндоморфизмам Г, 
и Г, соответствуют две различные матрицы 9% и %.. Пусть Г, —> 7 


иво. 
М, В М, В. 

о 1 `) 2) _— (МЬ :) 

о к. 0,1; 


ДГ.) = (М, АЕ,) =%, 
1(Г,) = (М, + АЕ,) =%,; 
при этом имеют место соотношения: 


В, + 40, —(М,-Ё АЕ.) А=О, 
Я ЕАО, — (М, ГАР АыО. 


тогда 


(14) 


Предположим, что двум эндоморфизмам Г, и Г, соответствует одна и та 
же матрица 3= 9, =3[,, тогда 


М, - АЕ, =М, + АЁ,, 
(Рука 0. (15) 


Из сботношения (15) вытекает линейная зависимость между столбцами 
матрицы А над полем рациональных чисел, а это противоречит тому, 
что от группы С не отщепляются в качестве прямых слагаемых бес- 
конечные циклические группы (°). Поэтому 


М, —М,=0, Е, — Е, =0, 
т.е. М, =М.,, Е, =Ё,, а тогда из соотношений (14) следует 


В,+40,=В,+40,, ВВ, -А(0, —0,) =0, 
т. е. аналогично предыдущему 
В, =В, 0,=9,, 
Г. =Т.: 
Таким образом, взаимная однозначность отображения } доказана. Теперь 


докажем, что отображение } гомоморфно, — этим будет доказано, что оно 


изоморфно. 
Пусть Г, и Г, —два эндоморфизма группы С и пусть им соответ- 


ствуют матрицы 
м, В л М, В 
О Обь нЕ 
г р, 0, 


В силу теоремы 3 эндоморфизму Г,--Г, соответствует матрица 


М+М, В+ 2.) 
Е. тр Е. О НЕ 0, . 
а тогда согласно определению отображения } 


ИГ. +Г)=М, М, А (Е, Е.) = М, + АР, + М, АЕ, =} (Г) /(Г.), 


а следовательно, 
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т. е. сумма эндоморфизмов при отображении } переходит в сумму с0от- 
ветствующих матриц. 
Эндоморфизм Г.Г, определяется матрицей 


ии м М, М, + В, Е, ИЕ 9% 
Е, 9/ — 


Е, 9, Е, М» - О, Е»› Р, В, + 01:0, я 
но епределению отображения } 
(Г, Г.) = М.М, В.Е, + А (Е, М, -- 0.Е,)- (16) 


С другой стороны, 


(Г, 1 (Г,) = (М, + АЕ,) (М, + АЕ,) = М.М, + АЕ, М, + (М, АЕ,) АЕ, = 
= М.М, | АВ, М, + (В, + 40,) Е, =М,М,- В.Е, + А (Е, М,-- О:Е,)- 


Сравнивая этот результат с формулой (16), получаем 
1(Г,Г,) =] (Г,) 7 (Г,), 


т. е. отображение } произведение эндоморфизмов переводит в произве- 
дение соответствующих матриц. Этим полностью доказано, что }— изо- 
морфное отображение. Теорема; таким образом, доказана. 

Эта теорема является расширением второй части результата Оеггу, 
формулированного в $ 1 настоящей работы. Оеггу показано, что в слу- 
чае группы С ранга 2 и приведенного ранга 1, неразложимой в прямую 
сумму и задаваемой числом %, группа автоморфизмов группы С изо- 
морфна некоторой подгруппе мультипликативной группы поля В (а). 
Здесь же получен подобный результат для кольца эндоморфизмов уже 
в общем случае произвольного приведенного ранга г, при дополнитель- 
ном предположении о неотщепляемости от группы С бесконечных цикли- 
ческих групп в качестве прямых слагаемых. 

Следствие. Кольцо эндоморфизмов р-примитивной абелевой груп- 
пы С без кручения ранга п и приведенного ранга г=1, от которой не 
отщепляется в качестве прямого слагаемого бесконечная циклическая 
группа, коммутативно: 

В силу теоремы 5 кольцо эндоморфизмов $3} такой группы С изо- 
морфно некоторому кольцу матриц порядка г=1 над полем А(аз), 
т. е. изоморфно просто некоторому подкольцу поля В (%:;). 

Если мы положим п=2, г=1 и предположим неразложимость груп- 
пы С в прямую сумму и если а есть р-адическое число, задающее груп- 
пу С, то оказывается, что кольцо эндоморфизмов такой группы С изо- 
морфно некоторому подкольцу поля Р (%), а следовательно, и коммута- 
тивно. У Оеггу же получено, что группа автоморфизмов такой группы 
изоморфна некоторой подгруппе мультипликативной группы поля В (а). 

Представляет интерес вопрос о возможности обращения последнего 
результата, т. е. о справедливости следующего предположения: если С 
есть р-примитивная абелева группа без кручения, ранга п, от которой 
не отщепляются в качестве прямых слагаемых бесконечные циклические 
группы (это можно, впрочем, заменить более сильным требованием о не- 
разложимости группы) и если кольцо эндоморфизмов группы С комму- 
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тативно, то не будет ли приведенный ранг группы С равен единице? 
Этот вопрос остался пока открытым. 
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Пусть С — р-примитивная абелева группа без кручения, ранга п=2 
и приведенного ранга г=1, неразложимая в прямую сумму и опре- 
деляемая целым р-адическим числом о. Пусть, далее, кольцо эндомор- 
физмоз 3} группы С нетривиально. В соответствии с обозначениями, 
введенными в $ 1 для общего случая, в этом частном случае группа С 
задается образующими а“ (у=0,1,...) иф и определяющими соотно- 
мшениями 
ра =а®--().6 б=12а,...): 
кроме того,—соотношениями коммутативности. Если 
у= 49%; Ь} ) 


= У Н, 


В соответствии с $3 кольцо эндоморфизмов группы С имеет вид 


то 


= Уж, где 3}, будет теперь уже множеством целочисленных мат- 
ви 


риц порядка 2, удовлетворяющих условию (°). 

ТЕОРЕМА 6. Если группа С с указанными выше свойствами обла- 
дает нетривиальным эндоморфизмом Г, при котором Га®С-Н, и 
ТС Но, то для любого у=1 существует нетривиальный эндоморфизм 
ГС), при котором ГФа®, ГУЬС-Н., но хотя бы одно из ГС а), ГУ 
не содержится в Ну. 

Так как в силу сделанных предположений кольцо эндоморфизмов 
группы С нетривиально, то %х квадратично над полем рациональных 
чисел А; следовательно, о — корень уравнения с целыми коэффициен- 
тами 

9 - (Е — 6) — Ш =0. (17) 
Не уменьшая общности, можно считать, что коэффициенты этого урав- 
нения взаимно просты. Коэффициенты этого уравнения определяют не- 
тривиальный эндоморфизм Г при помощи матрицы Г.С: 9) 


А ей Чо 
у 5% / * 

Покажем, что можно построить такой нетривиальный эндоморфизвм Г», 
что ГСО) будет определяться матрицей Т С), но ТЖ, 4. Чтобы 
построить такой эндоморфизм, мы должны определить целые числа К, ,(,, 
и, ©, причем так, чтобы не имели места одновременно два сравнения: 

К,==0(р), 1, ==0(р). 
Таким образом; искомый эндоморфизм определяется следующим образом: 

ГО а0) = каф -о. в, 

ТГВ = [а - ©. 6; 
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ири этом целые числа /,,/,и.,с, должны удовлетворять соотношению 


и,—00,—р* (К, + 54, (& — (х),) =0; 
отеюда 


4 -- [Е — (2). — р* 6] & — [р\иу-[ (а) К ]=0. № 


Мы получили для х квадратное уравнение, а так как х квадратично 
над полем рациональных чисел, то это уравнение должно с точностью 
до постоянного множителя совпадать с уравнением (17). Будем подби- 
рать целые числа №,и,,[,,с, так; чтобы уравнения (17) и (18) яросто 
совпадали, т. е. чтобы имели место равенства: 


=А, (19) 
№, — (1) Руб, = — 6, (20) 
Р\и.- (2), К, = Ш. (21) 


Из (19) и (21) получим 
К, = № ао е- (=). А + Р°с,; (22) 
подставляя это в (21), получим 


р ру (=). А — 0.) Е (%). й = (а), РУО, = и, 
откуда 
ри -| (а) ре, = и, -| (а) о, — (№ + (а) 4) (2); 
в силу (17) 
нь | (%), 5% — (№ - (<), 15) (х), = РУ, 
где { — целое число. Отсюда 


р\ич-| (=), ро, = р\Ъ, 


и, (>), ву— 
и, следовательно, 


Иу=Е— (5),0.. (23) 


Если ©, выбрано произвольным, а числа /,, К, и и, определены по 
формулам (19), (22) и (23), то эти числа будут удовлетворять уравне- 
нию (18), т. е; определять эндоморфизм, принадлежащий к 5),. Этот 
эндоморфизм не может принадлежать к $}, 1, т. е. не может быть одно- 
временно ([, р) = (К, р)=р. Действительно, допустим, что [,=4 де- 
лится на ри К» делится на р, тогда из (22) следует (№ — въ, р) =Р, 
а из (24) вытекаёт (и,, р) = р. Это, однако, противоречит предположению, 
что коэффициенты уравнения (17) взаимно просты. 
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При тех же предположениях о группе, как и в предыдущем параграфе, 
справедлива следующая 

ТЕОРЕМА 7. Пусть в — произвольный элемент группы С, принадле- 
эжкащий в Н,, 

а=заьф (49) =а). 

Тогда для любого у(у=1,2,...) существует такой эндоморфизм Г, при 
котором ГЕСН., но ГЕН, 4. 
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Пусть а — корень неприводимого уравнения 
1 -- (Ев) а—и=0. 
Нужный нам эндоморфизм будем искать среди эндоморфизмов, определя- 
емых матрицами 
К и в 


1, о, 


при разных в, для которых 4, =[ и не может быть одновременно 


(1, Р) => (К», р) —=Р-. 
Как это следует из предыдущего, эти эндоморфизмы могут быть опре- 
делены из соотношений 
Ри, (®) Кл = и, (21*} 
Ки =Е—фо- р№о,- (х)ь 1, (22^} 


где о, можно рассматривать как произвольный целочисленный параметр. 
В дальнейшем лишь такие эндоморфизмы будут рассматриваться. 

Не уменьшая, общности, можно считать, что хотя бы один из коэф- 
фициентов $,, & взаимно прост с р. Если бы имёло место 


$ = 65, И = р%. 


где хотя бы одно из $, { было взаимно просто с р, то 


8=7Р8, Е=за- 15. 

Если бы, далее, наша теорема была доказана для случая, когда хотя 
бы один из коэффициентов при а и $ был взаимно прост с р, то это 
означало бы, что каково бы ни было у, существует эндоморфизм Г, при 
котором ГеСс- Ну, но Ге 9- Н.49, но тогда ГСН, но ГЕН, и, 
т. е. теорема справедлива и для &. Таким образом, мы вправе пред- 
полагать, что хотя бы один из коэффициентов $, & взаимно прост © 
р. В соответствии с этим нам придется рассмотреть два случая. 

Случай Т. #= рза--16, (5, р) =( р) =1, 0> 0. Пусть Г— эндо- 
морфизм группы С, определяемый матрицей 


А, ы 


1, с 
с указанными выше свойствами, 
Ге = (резК» + И») а - (р5и, 10, 6. 
Введем, используя (22’), обозначение 
А, = резк, Е И, = р8$ (Е — о) + р’ #50, - рез (%), 1 И. 
Принадлежность Гё к той или иной из групи Н, решает коэффициент 
А, при а“); при этом его слагаемое р®+#зь, всегда будет давать слага- 
емое в Ге, принадлежащее к Н., так как в`силу определяющих с0от- 
ношений 
рес, а) (- Не: 


Поэтому следует рассмотреть лишь остальные слагаемые в Ар» 
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Введем обозначение 
А, = р®$ (Е— ©) - роз (®)„ 2+ И. 


1. Пусть (1, р’) =р‘-*, 5>1. Тогда, для любого ц, (А, р) =р"*; 
поэтому, полагая в =@—-- у, получаем такой эндоморфизм ГС- +» 
что 

ГесН,, но’ ГЕН. 
2. 1=р\, (1, р) =1. Тогда 
Ан = р (5 (— 5) 5 (а), РА-- И) = РЧА,, 
где 
А, = $ (Е— о) - 3 (а), РИ-И. 
Так как 29% 
Ар = Ара реза), 
то (А,,р)=р влечет за собой (Ари, Р) =Р. 
2.1. Пусть (А..р)=1. Тогда (А,,р)=1 для любого в=41,2, .. 


В этом случае, полагая в. = 9 у, получаем такой эндоморфизм ГС 3}, +,, 
что 


ГСН. во Ге Ну 4. 
2.2. Пусть Ал=з(— о) -- 3 (а), р = ре8,; (8,, р) =1, => 0. 
2.21. е «8-1. Тогда при любом в 


А, = р*,, (8, р)=1, 
так как 


А, = АЕ [рНа, - рН, рее а] $] = 
= р, + р [%, + 2%, т ре] 52; 
отсюда при любом в й 
Ан = р+%,; 


поэтому, полагая и =8--=--у. получаем такой эндоморфизм ГС }ф+е+, 
что 


Гас Ясное Ну 


е>8-1, т. е. А, =5(Е—о)-- + 5 (я), РИ = р'+!8. Отсюда 
$ (Е —ъ) -И=р®, причем (®, р) =1. Теперь 


А = р' (&- 5 (а), 1) = р'+1, 
откуда р 


Ф--$ (а), (= 8. 
Существует такое 1, что 


Ф- $ (#), = “А ((\, р) = их<у), 


так как если бы для всякого ‘/ было 


5+8 (я). 1==0(р7), 
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‘то это противоречило бы: квадратичнеети © над полем фациональных 
чисел. 
Для указанного 1 
А = р), х<Т. 


Так как 


«- (&).4/=ю+ $ (&).1- (ртзада--.. . 4 ру+\- 1504,1 
их< у, то 
Ф- з (а) +1 = "А, (АР) =1. 
Поэтому А’ =р®+*) и вообще | 
Яр, (19...) 


2.221. Пусть 1 > 29-+-х. Тогда эндоморфизм ГС-9}$, отобразит эле- 
мент & в Н._(св4ю, а эндоморфизм ГС. 9),., отобразит элемент в 
в Ну-(0++у но не в Н,_©++»1. Чтобы найти эндоморфизм, отобра- 
жающий $ в Н,, но не в Н..1, надо взять, следовательно, эндоморфизм 


Р-Н Т, «ГС. 


2.222. у< 20-х. Тогда эндоморфизм ГС: 9+» таков, что Гес-Н., 
а эндоморфизм ГС: 3}25+„., отображает в в Я,, но не в Н,-1. 


3. 1=РЫ, (1, Р)=1, р> 8. Тогда 
= р° [8 (Е — 0) + $ (а), Р-р], 


т.е. А, = р®А,, где А. =$ (Е — 0) - $ (%) р -- гр-4. Для любого. =1,2...., 
(А„, р) =1, так как если (А„, р)=р, то (Ев, р)=р, а чогда в силу 
формулы (22’). (Ё,р) =р, что противоречит нашему выбору раломория: 
мов. Отсюда эндоморфизм ГС. +, таков, что 


тЫ. но Я ь 


Этим случай [| полностью исчерпан. 
Случай” 1. в= за 886, (5, р) =( р) =1, 8 > 0. Аналогично тому, 
как в случае |, получаем 


ГЕ (5%, 4! ') аб + (ви, РМ) 6. 
Обозначим через А, коэффициент при а 
Ар = зь -- = (К — 0) резон + (а). 51-Е р. 


Подобно тому, как и в случае 1, принадлежность Гё К той или иной 
из групп Н, решается слагаемым А, =$(Ё—5)- (<), 5 - р, так как 
коэффициент р№5о, дает слагаемое элемента Г& резсьа, принадлежащее 
к Н. в силу определяющих соотношений. 

_ 1. (.Р=Р. Тогда (А,, р) =1, так как если (А,,р)=р, то, как это 
следует из формулы, определяющей А, (Е—о,р)=р, а тогда из (22) 


Известия АН, серия математическая, № 3 6 
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(К»„, Р)=р, что противоречит нашему выбору эндоморфизмов. Эндомор-. 
физм ГС: 9, (из числа нами рассматриваемых) таков, что Ге С-Н., но 
ГЕН. а. 
’ 2. (О Р)=1. Так как 

Ар = Ар -- ре 1504,1, 
то из (Аз, Р) =р, в > 1, следует 

(Арк, Р)=Р 


2.1. Пусть (А,,р)=4. Тогда для любого в=1,2,... (А, р)=%. 
и эндоморфизм ГС: }{, таков, что 


ГС Н,, но = Ну-1. 
2.2. Пусть А, =р?%, ($, р) =1, р>1. Тогда существует такое 1, что 


$(Е— 5) $ (*).1- И = ру, 


где ($, р); ах<7. Это вытекает из квадратичности &« над полем 
рациональных чисел. Так как 


Ау = $ (Е— 0) $ (&)1- РИ - рт (аа ралче--...-Н РР”! ат+) 1, 
то 
Ат» = рФ- РТВ = р* (ФЪ- р" *В) = Рф, 
где 
В= $ (ла раза. ..-Р р”) 5. Ф=Ф-рт"В. 
\ ` 
Так как х<ти ($, р) =4, то (ф„р)=1. Таким образом, 


Ау» = р*Ф,, (Фр) =1. 


‚: Поэтому эндоморфизм Г С- 3}, отображает 5 в Н,_,, эндоморфизм ГС}, 
отображает & в Н.-.+,, но не в Ну, а, а эндоморфизм Г= р"*Г 
(ГС, +,) таков, что 


ГСН, но Р-Н. 


Доказательство теоремы 7 закончено. Укажем одно следствие этой 
теоремы. 

° Подгруппа Н группы С называется вполне характеристической, если 
она при всех эндоморфизмах группы С отображается в себя, т.е. если 
ГНСН, где Г — произвольный эндоморфизм группы С. 

Если С — р-примитивная абелева группа без кручения, ранга п= 
и приведенного ранга г=1, неразложимая в прямую сумму, и если кольцо 
эндоморфизмов группы С нетривиально, то в С не существует вполне 
характеристических подгрупп ранга 1, а также вполне характеристи- 
ческих подгрупп, являющихся группами линейных форм. 

Допустим, что вполне характеристическая подгруппа Ё группы С 
является группой линейных форм. Используя старые обозначения, мы 


можем написать С = У Н,. Не уменьшая общности, можно считать, что 
У 
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ЕС. Но, так кэк существует такое у, что РС-Н,, но мы всегда можем 
соответственно изменить образующие группы С. 

Мы показали, однако, что для любого злемента группы Н, существуют 
эндоморфизмы, отображающие его в группу Н, с как угодно большим 
номером у, что не совместимо с полной характеристичностью группы Р. 
Отсюда же получается, что в группе С отсутствуют вполне характери- 
стические подгруппы ранга 1 и приведенного ранга 0, т. е. бесконечные 
циклические. Таким образом, остается показать, что отсутствуют впол- 
не характеристические подгруппы ранга 1 и приведенного ранга 41, т.е. 
подгруппы типа Ар. Этот же факт следует непосредственно из того, что мы 
предполагали группу неразложимой в прямую сумму. Как известно 
(*), подгруппа типа Ар является прямым слагаемым для группы С, а по- 
этому, всилу сделанных о группе С предположений, таких подгрупп она 
вообще не может иметь. 

Заметим, что ввиду того, что при г=1 кольцо эндоморфизмов ком- 
мутативно, всякая подгруппа группы С, имеющая вид ГС, где Г— про- 
извольный эндоморфизвм группы С, будет вполне характеристической. 
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ТЕОРЕМА 8. Пусть С, и С, —0ве р-примитивные абелевы группы 
без кручения, ранга п=2 и приведенного ранга г=1, неразложимые 
в прямую сумму, и пусть в, а «, — р-адические числа, определяющие соот- 
ветственно группы С, и С,. Если 3$, и 3}, соответственно нетри- 
виальные кольца эндоморфизмов этих групп и если Де и 9, изоморфны 
между собой, то В (“,)=В (а,), где В — поле рациональных чисел. 

Пусть а, и а, будут соответственно корни уравнений 


и - (Е —о,) и — и, =0, 
593 - (Е, —о,) а, — и, =0. 


Как следует из теоремы 5 $ 6, можно считать, что 3$, СВ (а,) и 
9, СА («,), причем кольцо целых чисел содержится как в 3}{,, так ив 
$). Для всякого элемента ®С- А (“,) (аналогично для А (а,)) существует 


‘такое целое число &-0, что С 9), (соответственно, 3}$,). В самом 


` деле, «=4, | а, 4, где 4,,9, С В. Пусть }— наименьшее кратное знаме- 
нателей чисел 4, и4,, тогда 1, ю С). Действительно, /, а, -9}$,, как 
число, определяющее эндоморфизм, который задается матрицей 


0 и ь 
и 5!’ 


поэтому 11/4, ®. С). С другой стороны, 1,4, С 9), так как опреде- 
ляет тривиальный эндоморфизм; следовательно, 1 С- 9). 
Теперь мы можем показать, что 


В (а.) = В (х,). 
6* 
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Действительно, нам дано, что 9, 9. Пусть а.С А (“,}; тогда, как 
только что было показано, существует такое целое т, что т‚а, С Ж%, - 
В силу изоморфизма между 9%, и 9%,, элементу т,а, соответствует 
некоторый элемент. 6, <-9},. Тогда на А (&,) определим отображение $ 


ь ь 
ны т > В (9). 


Отображение ф взаимно однозначно. Прежде всего покажем, что оно 
однозначно. Пусть а, будет произвольный элемент из А(%) и пусть 
та, С 3,, причем т, — наименьшее целое число с этим свойством. Тогда 
по определению ф, если 


та, -- 6: С У, 


то 


С другой. стороны, пусть дт,а, С 5}},, где 9 — произвольное целое чис- 
ло. Если 


та, => т =, У, 
то, опять по определению ф, 
ь 
а =—= —. 
тя 


Но так как 9), =) и та, ->6,, то 4т,а,->496., следовательно, 
=46,, а поэтому 


Ф (а,) = о == —5 С 
Чт Ч” ту 
Этим однозначность ф доказана. 

Предиоложим теперь, что аС_В(«) и ас. В(%,) таковы, что 

Ф (а,) 8 ф (а,). Пусть т. а, (= ЗЫ, т.а, Е ЗЫ и пусть та, => $, ; 
у ь | 

та, <= 6,. Тогда $(а,) = ‚ Ф(а,) =, а так как по условию 

1 "2 
в _ 6 
а о то т,б, =т,6б,. Из т,а,--Ь, следует т‚т‚а, -- п Ь,, 
| 

из та, ->-6, следует т,та,--т,б, а так как т, =тб,, 

то тт, а =ттьа,, откуда а, =а,. Таким образом, отображение ф 

взаимно однозначное. 

Покажем, что это есть отображение на все поле А (,). Действитель- 
но, пусть $ — произвольный элемент из В (%,), тогда существует такое т, 
что ть С-З), но в этом случае, если при изоморфизме 3), =9)}. эле- 
менту 16 соответствует некоторый элемент @, то по определению ф 


ЭНДОМОРФИЗМЫ р-ПРИМИТИВНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 229 


Таким образом, ф есть взаимно однозначное отображение поля В («,) на 
поле В (%,), причем поле В остается на месте. 


Остается доказать, что ф есть изоморфное отображение. Пусть даны 
элементы @, иа, из поля В (а,), причем та, С ,, т‚а, С 9); тогда 


ил Ь 
> и. 


где 6, и 6, принадлежат 3}, причем та, +>6,, та, -> Ь,. Возь- 
мем элемент а, + а,. Так как | 


тт, (а, а а,) СУ 


пт, (а, = а,) = т,т‚а, | т,тьа, -> т,6, ая т, 6., 


(а, а) = Ее (а,) +9 (а,), 


т. е. сумме элементов из А (%,) соответствует сумма образов в НЙ (ч,). 
Аналогично для тех же элементов а, и а, будет 


т‚,т,а,а, с 3}{,, но тт,а,а, = тата, -> Ь, Ь,; 
поэтому 


Ь,-6 
ф (а, : а,) = тео м * (а,) ф(а,), 


т. е. произведению элементов соответствует произведение образов. 

Таким образом, мы показали что ф— изоморфное отображение А («,) 
на А («,), при котором поле И остается на месте, т. е. поля В (а,) 
и В (%,) эквивалентны над В, а так как это — квадратичные расширения 
поля В, то они просто совпадают, т. е. В (а,) =В («,), что и требова- 
лось доказать. 

Аналогично можно доказать в случае п=3, г=1, что если матри- 
ца (а, &,) задает группу С,, а матрица (В,, В.) — группу С, и 9), =, 
и нетривиальны, а группы С, и С, неразложимы в прямую сумму, то 
В (°,, «,) эквивалентно В (8,,В,) над полем В. 
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7. АЗНЕМА. ЕМООМОЕВРН!$М$ ОЕ р-РЕТМТТТУЕ АВЕШМАМ 680 0Р5 
УТТНоОтТ ТовзтоХ 


ЗОММАВУ 


ТЬ1з рарег 13 деуо{ей 40 {Ве 1пуезЫзайоп о{ епдошогрЫзтз ой р-ри- 
шуе аЪейап отопрз \УИЪВойь {огзюоп 0оЁ Паце гапк [аз 40 4ейпийлопв, 
зее А. КотозВ (*)]. 

т $ 2 4№е гшрз 0{ епаотогрЫвтз о{Ё ртомрз 0{ гапк 1 аге 4езсгфед, 
аз ме! аз Нпце 41тесь затз оЁ засВ стомрз (ТБеогетз 4 ап4 2). 

‚ 1 $ 3—6 же Ч4езсгфе 4Ъе гшб 0{ епдотогрЫзшз оЁ а р-ргивилуе 
аъе Пап отоир С \ИВойь 40гз10п 0# ЙпЦе гапК п ап4. 9 гедисе4 гапКк г 
Чезегше4 Ъу а р-а41с шайах А. 

ТНЕОВЕМ 3. Т#е ттё 0} епаотогриззтз о} а р-рититое абейапв 
етоир С тифош зогяоп о} тапк п ап4 о} тедисе4 тапЁ г аветпипе4 Фу 
а рае тёмх А=(аи) @(=102,....77]=4,42,..-,8; Г|З п) 98 90- 
тогр'ис №0 а пптв о} тапмсез о} отаег п Т = 5 о оъег Фе пта Вр 
0} тапопа} питбег %йозе 4епоптапаогз аге ротегз о} Ше рёте р. Нете М 
$5 а здиаге тайтлх о} ог4ег г, В 15 а тедап е танат ФИ г тож; апа 
5 соштптз, Е 45 а телапйе титх ий $ тотз ап г соштпз, О ва 
5диаге тайзх о} отаег $. Тйезе пийтсез за} пе рюПофтая соп@попз: 

1: В-АО—(М-+АЕР) А=0. 

2. Треге ел151$ ап гщевег > 0 зисв т йе тайтсез рУМ, р\Е, 
ОШ— РА, ате ищевта], чйете А, 1$ Ше титьх сотрозе фу ше у зез- 
тетз о} Ше @ететз с; о} Ше тайлх А. 

ТНЕОВЕМ 4. Т#е пте 0} епаотогризтз о} а р-раталое афепап 
втоир С тийош 1огз1оп 0} ппие гапк п ап4 о} гедисе4 гапК г 4ёегтат- 
е4 6у а р-а4е тимх А=(о:;) 15 атилар в} ап4а отщу #&} есегу тёапов 


П-+- А’—(К-+ АГ) А=О, 


чйете И, У, К, Г, аге имевтай! татсез, рог св. Ше т@айоп раз зепзе, 
атриез 


0-0, Г=0, У=мЕ, КетЕ,, 
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чурете т 13 ап ищевег, Е, апа Е‚„ аге ип татсез о} от4ег $ апа г 
тезресшое[). 

Ву Ме т1у1а1 гшб о{ епдотогрЫзтз ме шеап 1Ве гшр сопзИпя 
©п]у 0! епдотогрЬзшз 0{ 1№е {огт: &—>та, мВеге в 13 ап е]етепь о! 
С ап@ т 13 ап имедег сБозеп агЬИгатИу, Баф хе {ог еуегу епдо- 
жтогрЬ1зт. 

Сого1]агу. ТАе гёпа 0} еп4ототризтз о} а р-ритёное афейап 
&тоир С тийош 1огяоп о} тапк 2 ап4 о} тедисе4 гапк 1, ме саппо 
фе 4есотрозе4 то а 4тесё зит, 15 попщтила{, 1} апа оу &} 1е пиеврты 
р-а@ с питфег « айегтатитв !е втоир С 15 диадгайс озег фе деа В 
0} гапопай питфегз, г. е. #} Ше ре@ В (<) 15 о} Ше зесопа 4евтее ти 
тезресё ю В. 

ТНЕОВЕМ 5. [е С фе а р-рыпиашьое афейап етоир Иов зотяюпт 
0} тапЁ п апа о} тедисе4 тапЁ г, чмей сощатз по трпие сусИс етопр 
а; 145 атеср зиттапа. Г} С 5 4аегтатей 6у ап пимевзтай р-айес тат 
А= (в.;), Теп \е птЕ о} еп4отогр#зтз о} С 15 15ототрыс 0 а зифгте 
0} ёАе сотр ее ппв о} титсез о} ог4ег г осег \1е реа В (х;;), ч’йете 
В («;;) 15 Ше ежепзюп 0} \е реа о} гапопа! питфетз Бу \!е р-а4 
атоег$ © (1=1,0,....г: 1 =1,2,...,5). 

Сого!1агу. Те тп 0} еп4аотогризтз о} а р-ратитое афе- 
Дап втоир С тифом Ф1огяоп 0} тапк п апа о} тедисе@ тапк г=1 
Мей сошатз по атрпйе суеЙйс втоир а из Фтесё зиттап4, #5 сот- 
тшайте. 

_ТЬз согоПагу сотбашз, аз а рагисиаг сазе, а геви\ ие 10 Оеггу 
сопсегиша 4Ъе стопр 0о{ амфотогрЫзтз оЁГ а ртопр С о{ гапк п=2 апа 
0{ тефисе гапк г=4 4Ъаф 13 поф Аесотроза е нио а @1тесь зиш. 

Ш. & 7—9 \е луе а шоге деаПе @1зсазз1оп 0Ё епдотогрызтз 0 
р-ргнацяуе аЪъейап огойрз оЁ{ гапк 2 ап о{ гедисей гапКк 1, 

П С ва р-ргшимуе аЪеПап втоир \УИВомь {0т810п 0Ё гапк п=2 


ап 0! гедисед гапк 4, 4Веп, 10 4Ъе побайопв оЁ Ве рарег (1), С=УН., 
У 


мБеге Н, = [а®, 6] апа рН,СН.- 

ТНЕОВЕМ 6. Ге С фе а р-ритйлое афейап втоир "Иош 10т0п 
0} гапк 2 ап4 о} те4исе4 тапк 1, "шей саппор фе 4есотрозе4 имо а 
тес зит. Ге рат йег, 9% $е \Ше (поп-лтёола]) пте о} еп4отогр#тз. 
0} С. 1 \е втоир С роззеззез а попётила]} еп4отогрызт Г зисй ай 
Га© < Н, апа ГЬСНь,, еп, рог езегу ищевег у> 1, Шете елё55 а 
попала! епаототризт ГС) зисЁ йа Га®, ГУС Ну, тЁИе и 
4еа5+ опе о} Ф#е @ететз ГСа®, ГУБ 4оез поё беопа 10 Ну. 

Озия 113 Веогеш, \е сап ргоуе 

ТНЕОВЕМ 7. биррозе Ффаё С зайзНез а а1е’ соп@илопз о} йе 
ртесейтЕ Фйеотет. 1} в 18 ап @етет о} С феюпетв 10 Нь., 4йеп, рюг 
апу у=1,2,..., Шеге ех454$ ап еп4отогрезт ГС вис Ш ГУС НУ, 
фи ТОН, 4. 

Непсе уе оба ипдег +Бе заше соп4дИлопз ипрозед оп С: 


232 2... КТЗНКТМА 


Г] йе гбп8 о} еп4ототризтз 0} С 15 поп-тисай, 1йеп С; ваз по 
сотраейу спагадетзис зифетопрз о} тапЁ 1, аз %еЦ а сотр!еёей 4) вйа- 
гасдетазс зибатоирз 414 ате втоирз 0} Ппеаг }юоттз. 

ТНЕОВЕМ 8. [Ге С, апа С, ве р-рытёиее афейап етоир; %Иифош 
Фот5оп 0} тапк 2 ап о} тедисей тап 1, чей саппоф 6е аесотрозей 
1710 а тес ит. Ге, ртйег, в, апа а, фе р-а@е питфетз Вай дает 
тте С, ап4 С,, гезресноеу. Тр Фе попфтилай гтвз 0} епаотогризтз 
У), апа У), о} {е етоирз С, апа С, аге гзотогрие, йеп В (а) = В (,), 
реге В 1$ Ше ре о} гапопай питёфегз. 
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0 ПРЕДЕЛЬНОМ ПОВЕДЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ КРИВЫХ одной 
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ + 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 
В работе изучается множебтве ®- или а-предельных точёк интеграль- 
ной кривой динамической системы на плоскости и способ приближения 
ее к этому множеству. 


В своем классическом мемуаре (:) И. Бендиксон исследовал предель- 
ное поведение интегральной кривой системы дифференциальных уравнений 


ЕР (а, 3), =, ) -@® 


для того случая, когда среди ее ®- или` о-предельных точек имелось 
не более, чем конечное число особых точек. В настоящей работе. мы раз- 
бираем общий случай. 

Пусть Е=/(0, 1) — интегральная кривая системы (1), остающаяся., 
для {> 0 (соответственно, для {< 0) в ограниченной части плоскости, 
и пусть Е, (Г) — множество ее «-предельных точек — это ограниченное, 
связное, замкнутоё. множество без внутренних точек. Множество Е» (Г). 
распадается естественным образом на два подмножества ©, и ®,. Мно- 
жество ©, сострит из всех особых точек, принадлежащих Ее (Г), — это 
очевидно замкнутое множество. Нас в дальнейшем будут интересовать- 
компоненты С, множества @,, которые мы будем называть «особыми ` 
компонентами»; множество ©, состоит из всех обыкновенных точек, 
`принадлежащих Е. (Г). Наша задача — ближе охарактеризовать множе- 
ства ©, и 9,, а также способ приближения Г, к Еь (Г). 

‚ Определение 1. Скажем, что интегральная кривая Г примыкает 
при #—> + со (соответственно, при {—> —©0) к особой номпоненте С,, 
если множество ее «- (соответственно, а-) предельных точек принадле- 
жит С.. 

Определение 2. Скажем, что интегральная кривая Ё=}(0, {} 
ый приближается к интегральной кривой А, если, какова бы 


ьзуюсь случаем выразить олагодарность проф. Пемыцкому за постоян- 
н66 и: @йие над моей работой (автор). 
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ни была точка РЕЛ и достаточно малый кусок нормали А,РЕ, к А 
в точке Р, кривая ](0,1), начиная с некоторого # > 1, имеет бесчис- 
ленное множество точек , пересечения с В,РЕ,, причем либо все эти 
точки пересечения лежат на’В,Р, либо все они лежат на РА,.. 


‹ ТЕОРЕМА 1. Множество обыкновенных точек 8, С Еъ (Г.) либо запол- 
няет все Еъ (Г) — в этом случае Е» (Г) есть простая замкнутая линия, либо 
заполняет не более, чем счетное множество интегральных кривых, каждая 
из которых обоими своимщ концами примыкает в особым компонентам. 
Кривая Г, при этом спиралевидно приближается к каждой из этих кривых. 
Пусть ВЕО,, ВЕГ,; через эту точку проходит некоторая интеграль- 
‘ная кривая /(В,{), и пусть Е. }(В, #) — множество ее ®-предельных 
точек; Е, (В, ) СЕ. (Г). Рассуждением, совершенно аналогичным рассу- 
ждению Бендиксона, легко показать, что при Е, ]/(А,{), не совпадающем 
с }(В, Е. /(В,1) не может содержать обыкновенных точек, а следо- 
вательно, Е»/(В, #), как замкнутое и связное множество, принадлежит 
\ одной компоненте С;. Аналогизное рассуждение пригорно и для множе- 
«тва а-предельных точек интегральной кривой } (А, 1). 
Покажем теперь, что Г спиралевидно приближается к }(В,%). 
В самом деле, пусть РЕ} (В, 1) и М№МРМ№’ — достаточно короткий кусок 
нормали. Пусть 0’ и 0”— два последовательных пересечения Г, с этим 
куском нормали; обе эти точки обязательно лежат либо на МР, либо 
‚на РМ’. В самом деле, О’и 0” лежат по одну сторону от РЕХ(Н, ®), 
так как в противном случае интегральная кривая Г, одним своим концом 
входила бы в замкнутую область, ограниченную куском нормали 0’0” 
и дугой кривой Г, между точками 0’ и 0)”, и, следовательно, Р не 
могла бы быть ®-предельной точкой для Г. Наконец, легко показать, 
‚что точка (0”, соответствующая большему значению параметра, будет 
уближе кР, чем точка 0’. Отсюда вытекает, что различных интеграль- 
‚ных кривых, содержащихся в Я», не более, чем счетное множество. 
В самом деле, пусть [» (Р, {) —одна из таких кривых. Возьмем на ней 
две точки Ру и Р* и столь малые куски нормалей М№,Р=М№ и М№,Р=М,, 
чтобы. в области С., ограниченной этими кусками, дугой кривой Г: 
№№, и некоторой кривой №М№., не содержалось никаких точек ®ь, 
жроме дуги РР*. Подобную область мы можем найти, так как Г, 
<ниралевидно приближается к }. (Р, {) и, следовательно, на №М,Р“и М№,Р= 
‘точки С образуют счетные последовательности, имеющие своими пре- 
дельными точками лишь точки Ри Р+, а отрезки нормалей №7Р= и М,Р* 
вовсе не пересекаются с Г. Обозначим через 5. круг с центром в неко- 
торой внутренней точке дуги Р*Р* и целиком погруженный в область Са. 
“Тогда 5«` для различных а не пересекаются, а следовательно, подобных 
‘кругов не более, чем счетное множество, т. е. и различных ]» (Р,{) также 
ме более, чем счетное множество. 

Пусть изменение параметра < от 0 до 1 соответствует обходу неко- 
торой окружности в положительном направлении. 

Определение 3. Пусть Е— произвольное замкнутое и связное 
множество на плоскости; скажем, что }(т) есть его циклическое от- 
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ображение, если каждой точке окружности, т. е. каждому значению х 
шз О <т< 1, соответствует замкнутое и связное подмножество 1 (<) из Е, 
чтричем из условия: последовательность точек “„ 
<— следует, что И] (*,) С} (*). 

ТЕОРЕМА 2. Множество Е„(Г) имеет циклическое отображение, 
лудовлетворяющее следующим свойствам: 

1°. }(<) есть либо обыкновенная точка, либо особая компонента. 

2. Множество значений т (точек на круге), которым соответ- 
«твуют особые компоненты, есть нигде не плотное замкнутое множество. 

3°. } (<) —взаимно однозначное и непрерывное отображение, если х 
таково, что }(<) Е З». 

ТЕОРЕМА 3. Пусть *, < * и пусть ПО, и 0., —две произвольные 
непересекающиеся окрестности } (*,) и }(<,); тогда существует такое Т, 
зависящее лишь от выбора П., и П.,, что для & >Т кривая Г. поочередно 
посещает И., и 0.,, т. е. после того как Г, покидает П., и перед сле- 
Эующим посещением П.,, она должна посетить 0... 

Теоремы 2 и 3 представляют собой непосредственное обобщение 
‘теоремы Бендиксона о спиралевидном приближении интегральной кривой 
жк некоторому} полициклу. 


Доказывать обе эти теоремы мы будем одновременно. Прежде всего 
‚множество Ё., (Г) представим в виде суммы 
Еь (Г) =9.-+К,-+К,-+. ` ее АЕ ..) 
тде К,;(1=1,2,...,п,...) — интегральные дуги, входящие в Еь (Г); 
по теореме 1 их счетное число. Рассмотрим теперь. окружность радиуса 


сходится к точке 


Ра выберем на ней начальную точку 0 и за параметр примем длину дуги. 


И 4 
Поставим К, в соответствие интервал (0,+) ‚ причем ясно, что это 
«оответствие мы можем сделать взаимно однозначным и взаимно непре- 


1 ‚ 
рывным так, что движению от 0 ку соответствует движение по К, 


в положительную сторону, т. е. в сторону возрастания параметра 1 
«3 
на К,. Точно так же поставим в соответствие К, интервал (+, +) . 


На каждой К„ выберем определенную точку Р, и проведем в Р, малый 
участок №№, нормали к К,. М, возьмем в ту сторону от Р,, ЕТ 
пересекала Р.М, а не №,Р, (теорема 1). 

Пусть 0*, 0*,...,0*,...— последовательные точки пересечения ин- 
тегральной кривой Г, с нормалью Р„№М, и <Ь<...<4 <... —0001- 
зетствующие им значения параметра на Г. 

Выберем О! на Р,М.. Е 

Выберем (0* так, чтобы > Ци И было наименьшим из удовле- 
творяющих этому условию. Теперь за 0: возьмем ту точку, для которой 
п < и Й-— наибольшее из удовлетворяющих этому условию. Этим 
выбором (0! и 0* мы определили последовательности 


(:, ь.. а: (2) 
о (3) 
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После того как Г. прошла через 0*, она пройдет 0* прежде, чем любуж» 
другую точку последовательностей (2) и (3). Затем она должна пройти 
или (1 или (*. 
Пусть А” — область, ограниченная Г (0%, 0*.,) и отрезком 9» 0%,,- 
Г, после 0* пройдет через 03, иначе 
или (+В) Р КЕЗА 
или) ен РГС Аг 
что невозможно. 
Итак п <й< в. Но теперь легко видеть, что (0* и 01 играют 
роль 0 и (0%, т.е. их ь. 
Очевидно, что мы получили 
< 
о 
к <. 


Это, показывает правильную цикличность Г, в окрестностях точек Р, и Р,- 
Пусть, далее, Р’, — другая точка на К,, #(Р’) > Е(Р,). Взяв (0, столь 
близко к Р,, чтобы А, — первая точка пересечения Г, (# >> #,) с нормалью 
вР, к К, лежала также достаточно близко к \Р,, устанавливаем, что 
А Ее 
Мы видим, что Г. циклична вблизи К, и К,,. 

Отсюда же видна правильность установленного соответствия между 
К, и К, и параметром * на окружности. Порядку точек на окружности = 
соответствует естественный порядок точек К, и К, по отношению к К, 
а именно: мы скажем, что &-2В, Е 9,, ВЕЗ,, если, начиная с некото- 
рого т= М, 2 (0%, 0%.) пересекает сначала малую окрестность (нормаль) 
точки а, а потом В. На окружности < это дает т. < *в. Обратно, 
из 1. «тр следует а-3В. Здесь <, =< (я) —*(Р))}. 

Обратимся теперь к характеристике К,. Пусть т, — наименьшее 
из чисел т, для которых Г. (0%, 0'.,) пересекает малую нормаль Р,М,- 


Г @., От» ) = (От, ` из) = Г О От ) 


пересечет Р,№, в точке От, лежащей либо между От. и Ож,, либо 
между О, и Е Следующие точки (%,.р пересечения Г, с М№,0.. 
будут в первом случае расположены так: 

: тр < тр ы тар 
во втором: 
тр = тз--р г. ть р+1. 
Это следует из того, что {К,,К,} и {К,, К,} имеют те же свойства, 
ч10`и {К,, К,}. 

Действительно, если Г. прошла окрестность Р,, потом Р, и, наконец, 
Р,, то она должна пройти снова окрестность Р,, ® затем уже Р,, так 


нак Р,ЗР.. 
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Итак мы имеем: 
или Р, ЗР,-3Р,, 
или Р,2Р,-ВР.. 
_А тогда, как мы видели, и для любых 
2. 6А,, РЕАЛ. Р. ЕК, 
имеем соответственно 
или Р.Р. -3Р,, 
или Р.2Р,-ЗР., 


К, 2К,ЗК,, 


или 
А, А, К. 


Устанавливаем соответствие между К, и интервалом на окружности 
“так, чтобы сохранить порядок—в первом случае: 


Г в = > 
К, = Ее ГА в = (“... 55) 


зо втором: 
Ре = 
К (3 , ) =.“ 

Ясно, что из т, < в следует а 2 В и обратно. 

Замечание. Если мы с самого начала поменяли бы ролями 
К, и К,, то легко видеть, что порядок расположения К,, К,, К, ©0- 
хранится, если будем считать его по окружности, — т. е., например, 
К, —К,—К, и К, —К,—К, считать одним и тем же расположением, — 
‘это и необходимо так сделать, если заметить, что К, и К, равноправны 
и что Г, возвращается периодически в окрестность любой точки из 9,. 

Далее мы устанавливаем место К, в нашей цепи. Пусть, например, 
К,2К.-2К., тогда возможны три случая: 

К, ЗК, 3 К, 3 К,, 
К, ЗК, ЗК. ЗК, 
Ко А оо Ка. 

Соответственно каждому случаю устанавливаем наше соответствие 
между {К} и точками на окружности. А юменно, К, соответствует сред- 
нему из трех равных интервалов, лежащих на сегменте, ограниченном 
теми двумя из интервалов, соответствующих К,, К,, К., между которы- 
ми вставлено К.; назовем его (*., ®,). | 

Поступая таким образом с К,, К.,..., мы установим наше иско- 
мое упорядочение множества 9,. 

Действительно, если & ЗВ и &,ВЕКр, То < В силу самого 
установления соответствия Вор р}; если же &ЕКр, ВЕКа, то 
Кр З Ко, а потому <. < тв. 

Очевидно и обратное: если л„ < ^в, то я 3 В в установгенном нами 


<мысле предшествования. 


338 ‚ Ю.К. СОЛНЦЕВ 


Рассмотрим множество точек на окружности т, которые не соответ- 
ствуют точкам множества ©,. Это множество ЁР замкнуто, так как 
смежными к нему интервалами являются (тп, “л), п=1,2,..., соответ- 
ствующие характеристикам Кпт. 

` К, примыкает к компонентам Си и С»; (теорема 1). 

Пусть Р содержит сегмент [тр, ча], т. е. Кр непосредственно пред- 
шествует Ко. Тогда Сз=С1. Действительно, пусть РрЕКр, Р.ЕКа; 
Рр —3 Ра. Из предыдущего следует, что неособыми предельными точками. 
для участков Г (0, 03), Г. (08, 03),..., Г (Ой, 9я),... могут служить 
только точки Кр(Ё > Ё(Рр)), Ка (1 <1(Ра)). Но множество всех предель- 


ных точек для этих участков связно, т. е. Ср=Са, иначе оно разбива- 
лось бы на 


Кр(# > +(Рь))-НСь, Са Ка@ < 1 (Ра)) 
и особые компоненты С., Св, ... 
Раздвинем интервалы (тр, р) и (“.,“а) так, чтобы хр=та, тогда 
свойства нашего соответствия, конечно, сохраняются. 
Произведем эту операцию со всеми сегментами Р. Тогда РЁ станет 


замкнутым и нигде не плотным множеством. Причем всякой изолиро- 
ванной точке его, т. е. общему концу двух интервалов 


(тр, тр), (та, а), пр — “а, 


соответствует особая компонента Съ=Сь, к которой примыкают Кр 
и Ка, причем ясно, что К. есть продолжение Кр через С. 

Теперь поставим в соответствие компонентам Си, Сл концы хи, т соот- 
ветствующего К» интервала. Соответствие т„ —> С. однозначно; обратное- 
же, вообще говоря, неоднозначно, так как может быть С;=С; при & + }.-. 

Очевидно, что С„ упорядочены теперь в том же смысле, что и обык- 
новенные точки, а именно, если ти, <“, и соответствующие Сп! и Са». 
различны, то, взяв непересекающиеся окрестности П (С„.) и О(Сь,),- 
будем иметь, что, начиная с т=М, Г (0%, О,,,) заходит сначала. 
в 0О(С»,), потом в 0 (Си). 

Для доказательства достаточно заметить, что Кл, -3 Кн, и что Кль 
примыкает к С,., К„, примыкает к С,„,. Если же С, =Си, то- 
Г.(О,., О.) заходит сначала в 0 (С„,) - П((Р,.), потом в 0 (Сп,) - 0 (Р), 
где Р„,, Рь,— произвольные точки К„, и Кп., сколь угодно близкие. 
к С, аП(Р,,), П(Рь,)— достаточно малые непересекающиеся окрест-- 
ности этих точек. 

На окружности т осталось множество Е’ точек второго рода мно- 
жества Р, точкам которого ничего пока не соответствует, каждая его 
точка есть предел правых и левых концов интервалов (тр, тр). 

Пусть х‹—точка Е”: 


о о 
т-»со 


Ия, п >: > 6. 
т, 


—>со 


о 
ПРЕДЕЛЬНОЕ ПОВЕДЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ КРИВЫХ 23% 


Тогда соответствующие компоненты Спи и С.„ сходятся к одному и тому 
же связному подмножеству С. особой компоненты Сс. 

Действительно, если бы имелись две таких предельных компоненты 
С. и С., то, отделив их непересекающимися окрестностями, замечаем, 
что имелась бы характеристика К,, такая, что 


кок. для вех т=4,2...., 


, , . 
Сп» <, 3 < <; — 4, > 0, 


что невозможно. 

Поставим в соответствие точке <‹ компоненту С; этим опять сохра-- 
няется порядок, установленный прежде, и. упорядочиваются все Се 
в нашем смысле порядка—именно, какова бы ни была другая точка | 
или компонента с параметром «< ^‹, начиная с т=М, [.(0%, 0%.) 
заходит сначала в 0 (=), потом в 0 (С‹), где 0 (а), И (С.)—непересекаю- 
щиеся, достаточно малые окрестности а и (%. 

Легко видеть, что мы исчерпали множество Е. (Г). Действительно» 
точки характеристик К,, ..., Кл, ..., Получили параметр, все С также» 
ибо если СЕ9,, то или имеется К, примыкающая к С, или С—предель- 
ная для таковых. 

Итак, каждому т. на окружности соответствует неособая точка или: 
особая компонента а =} (=.). Очевидно, что установленное соответствие. 
обладает всеми требуемыми в теоремах 2 и 3 свойствами. 

Если «— неособая точка, то }(л.) непрерывна и взаимно однозначна.. 
Если } (<) — особая компонента, то }(*) непрерывна в следующем смысле: 
1 1 (сл) © 7 (=). 

*п>т 
Это ясно из того, что или }(*) =С,, или }(<) содержит предел таких 
компонент. 

Установленное соответствие дает естественный порядок в Еь (Г). 
Если т, < в то а -3 В, где а -3В означает, что, начиная с достаточно 
большого т=М, Ё(0», О»,,) заходит сначала в достаточно малую 
окрестность а, потом в достаточно малую окрестность В, возвращаясь, 
в 0:..,, в окрестность Р,, после чего опять Ё заходит сначала в окрест- 
ность & ит. д. 


Тем самым теоремы 2 и 3 доказаны. 


Поступило 
24. У. 1944 
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6. ЗОГМТЯЕУ. ОМ ТНЕ АЗУМРТОТ!С ВЕНАУТООВ ОЕ 1МТЕСВАГ СОВУЕЗ 
ОЕ А ЗУЗТЕМ ОЕ ОТРЕЕКЕМТТАГ ЕФОАТ!ОМ5 


ЗОММАВУ 


1. Вепа1хзоп за 91е4 (*) {Ве азутр\ойс БеБау1оиг 0! ап ицерта] сигуе 
4. =} (0, &) о{ 1Ъе зуцет оЁ 9 Шегепиа1 едиамопз 


42 =Р(л, У), = О (2, у) 

`Чог \№е сазе, \Ъеге $Веге 13 оу а Нпие пишЪег о! зташаг роштз атопя 
113 ®- ог а-ПтИ роз. ТЬе депега] сазе 13 сопз14егеЯ шт {№15 рарег. 

Те Г=/(0,#>0) геташа т а Боип4де# 4ота1т оЁ 4Ве р]апе. Те 

зе 0ЁР о-ПшЦ ропиз Е. (Г) =®,- 9, оЁ 113 сагуе 13 а сопИпаат 
\ИВоиь шпег ро1п{з. Неге ©, 13 4Ве зеф о! зпеи]аг рошиз Бе]опеше {0 
Е» (Г.), Ве сотропегиз С, о{ \"шеВ Ш Бе саПе@ «зирч]аг сотропепз», 
О; 13 {Ве веф ор а теро\аг роз ш Е» (Г). 

Ре! 11: {10п 1. У№ зау {Ва \Ве`ицеста| сигуе Г, а47о1л$ %Ъе эт- 
хщаг сотропепф С, аз #&—>-+ < (—>—с), И Че зе Еь (Г) (тезр. 
Е„ (Г.)) 13 сопалтей 1 С,. 

Ре! 1п1%10п 2. У\Уе зау \Тар Г=/(О, #1) 1еп4; зратайзе 40 ап 
ицесга] сигуе Л И, Гог апу рошь РЕЛ апда заН1елеп у зта!. зеатепь 
о {Ве погта\] А,РВ, 10 А а Р, 1Ъе сигхе Г, ицегзесй: В,РВ, аё ап 
шйпиу 0 ройцз {ог ЁЕ>Ь, 30 Та аП Щезе рошуз Ъе!опах ейЪег {0 
В.Р © РА 

ТНЕОВЕМ 1}; Т#е зеё ®, Из ир еййег 1№е тре Еь (Г) ог а её о] 
йиерта! ситоез Ки, @ тозё аепитета йе, еъегуопе о} шей а4уотз ят- 
ащаг сотропеп1; т фой @фтеспопз. [т йе ртзё сазе, Еь (Г) г5 а ятрые 
с105е4 ситое, ат йе зесоп4 опе — Г. 4еп4$ зротай те 10 есету Км. 

Пе! 1п1ё1от 3. 1е Е Ъе ап агЪигагу с1озе4 зиир]у-соппесце зе% 
11 1Бе р1апе. \Уе зау 11а ](<) 1з а сусДс таррыте о} Е, На с1озеа 
з1тр1у-соппесе Я заЪзеф ](т) оЁ Е 13 аззослазе 10 еуегу рошфё оЁ Ве 
сое 0<%<1, з6 1№аё = Или парЦез 1 / (11) С} (<). 

ТНЕОВЕМ 2. Т#е зе Еь (Г) роззез5ез а сусИс таррате зайзриптз. 
йе роЦоття соп4аопз: 

1. }(<) 5 епйег а тевшаг ропы. от а япвщаг сотропет. 

2. ТАе зе о} < (роймз оп йе сатфе) зисй йа }(<) ате япащаг сот- 
ропет 1$ с1озе4 ап4 позрйеге 4епзе. 

3. } (<) 25 а ыитоодие сопипиоиз таррате, йепесег } (<) Е 9,. 

ТНЕОВЕМ 3. биррозе *,<*, апа П.., Иж аге апу поп оъемаррте 
пегейфоитйоо4$ о} }(<,) апа }(<,). Тйеп 11еге ехёз1$ Т 4ереп4аем оту оп йе 
сйосе о} 0-, апа ИП., зисй а рог Е >Т Ше сигое сго$ез П., апа 0.-, 
аЙетпалеу. 

'ТЬеогетз 2 ап 3 аге 1лотте41а{е сепега\амотз о! Реп4зхзоп”з {Веогет 
оп Ме уш4шо оЁ {Ве ицесгта! сигуе гоцп4 а роусу@е. 
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Б. Н. ДЕЛОНЕ 
ЛОКАЛЬНЫЙ МЕТОД В ГЕОМЕТРИИ ЧИСЕЛ 


В работе дается новый метод в геометрии чисел, который автор 
называет «локальным». Этот мотод применяется к выводу основной тео- 
ремы о приближении рациональными дробями к иррациональным числам, 
теоремы о минимуме неопределенной двойничной квадратичной формы 
и теоремы о минимуме кубической двойничной формы. Попутно дан 
геометрический вывод теоремы о приближениях Чебышева. 


Иногда бывает нужно найти наиболее плотную из всех решеток, 
не имеющих точек в некоторой заданной области и удовлетворяющих 
еще тем или иным дополнительным условиям. Эту задачу часто можно 
решить следующим, так сказать, «локальным» способом. Выбирается 
некоторая опредвленная конечная конфигурация точек решетки и та 
же задача решается только для этой конфигурации. Если далее 
удается убедиться, что 1° такая конфигурация имеется в любой из 
рассматриваемых решеток и что 2” та решетка, которая определяется 
этой найденной экстремальной конфигурацией, и вся в целом не имеет 
точек в рассматриваемой области и удовлетворяет дополнительным 
условиям, то, очевидно, она и есть искомая экстремальная. 

В качестве примеров на этот локальный метод мы рассмотрим сле- 
дующие задачи: 

Г. Доказательство теоремы Гурвиц — Бореля о рациональных при- 
ближениях с выводом из нее теоремы Чебышева о неоднородных 
линейных выражениях с точной константой. 

П. Задачу о минимуме неопределенной двойничной квадратичной 


формы. 
ПТ. Задачу о минимуме кубической двойничной формы. 


Т. Доказательство теоремы Гурвиц — Бореля. Вывод неравенства 
Чебышева с точной константой из теоремы Гурвиц — Бореля 


1. Доказательство теоремы Гурвиц Бореля 


Соседние рациональных дроби ы с данным зафиксированным зна- 


менателем (0, расположенные по величине, отличаются друг от друга 


на и поэтому, каково бы ни было вещественное число а, всегда есть 
Ч 
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1 
дробь ^ такая, что [2 < . Такая дробь называется наилуч- 
Ч 
тим приближением к ас знаменателем 4. Однако, как это 
заметил еще Лагранж, для любого заданного числа а всегда сущест- 
вует бесконечно много таких специальных знаменателей 9,,4,,..- 
....4.,-..: для каждого а—своих, что для любого из них можно 


Ри 


% 


} 1 
нодобрать числитель р, так, что |а— < а. Лежандр показал, что 
я 


для любого а даже есть бесконечно много таких знаменателей, что 


1 
а—=" <аа: В дополнение к результату Лежандра Вален показал, 


| 


что если раскладывать @ в непрерывную дробь, то среди любых двух 
ее последовательных подходящих, по крайней мере одна будет 
лежандровским приближением. В 1891 г. Гурвиц, исходя из сообра- 
жений, изложенных в начальных страницах знаменитой диссертации 
Маркова (*), показал, что для любого а существует бесконечно много 


1 
дробей Е таких, что |2 | = Е всякого а 
й | й а” 


| 4. = 
существует бесконечно много таких, что | а— т. | < дав» Где ИБ. 


т. е. что точная константа в знаменателе есть ие: Тем самым было, 
конечно, также показано, что, и подавно, показатель 2 в знаменателе 
не может быть заменен большим. В своей большой работе 1903 г. 
Борель сделал к теореме Гурвица такое же добавление, как Вален 
к теореме Лежандра, а именно он показал, что из любых трех после- 
довательных подходящих хоть одна является гурвицевским прибли- 
жением. 

Начнем вывод теоремы Гурвиц — Бореля с геометризации задачи. 


Перепишем неравенство | а— Е = а так: |(^\49—^р)-4|<1 или, 


положив }44 —Хр=х, 4=9у, так: |х,у|<1. Примем х, у за прямо- 
угольные координаты точек и будем называть область точек | ту! < 1, 
лежащих между сопряженными гиперболами ху = + 1, областью у. 
Для (р, 4), равных (0, 0), (1,0), (0, 1), мы будем иметь соответственно 
(1, у) равные (0, 0), (—%, 0), (^а, 1) (фиг. 1). Мы видим, что риа 
будут координатами точек (х, у) по отношению к реперу ОАВ и сово- 
купности всех пар целых чисел р, 4 будет, следовательно, на плос- 
кости х, у соответствовать совокупность точек решетки, построенной 
на репере ОАВ. Мы будем обозначать эту решетку Газ. 

Если в решетке Гол есть хоть одна точка, отличная от начала, 
лежащая на оси У, т. с. есть такие целые р, 4 (4 Е 0), что х = ад — 
—/р=0, то = рациональное, и обратно. Этот случай неинтере- 
сен, и мы будем далее предполагать. что’ Гал не имеет точек, отлич- 
ных от начала на оси; У. 

Решетка Гал имеет линейный ряд точек на оси Х и ближайший 
к нему ‘параллельный линейный ряд, проходящий через точку В. 
Полоса между этими линейными рядами составлена из параллелогра- 
мов, равных и параллельных ОАВ и имеющих площадь Х. Рассмотрим 
ту точку линейного ряда, параллельного оси Х, проходящего через В, 
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которая наиболее близка к оси У, и обозначим ее 1 (фиг. 2). Отло- 
жим от ближайшей к оси У точки о решетки, лежащей на оси Х 
но другую сторону, чем 1, вектор 01 наибольшее целое положитель- 
ное число раз такое, что конец 2 отложенного вектора лежит от оси У 
еще по ту же сторону, где точка о (на чертеже два раза). Отложим 
затем из точки 1 вектор 02 наибольшее целое положительное число 


у 


0 
Фиг. 1. Фиг. 2. 


раз такое, что конец 3 отложенного вектора еще лежит по ту же сто- 
рону от оси У, где точка 1 (на чертеже три раза), и т. д. Площади 
параллелограмов 012, 023,... все также равны Х, так как паралле- 
лограм 012 получается ив парэллелограма Оо] перенесением его вер- 
шины о параллельно его основанию 01 в точку 2, параллелограм 023 
получается из параллелограма ‘012 перенесением его вершины 1 па- 
раллельно его основанию 02 ит. д. Точки 1,2, 3,... мы будем назы- 


вать подходящими. Можно показать, что дроби г ‚ составленные 


из координат р, 4 этих точек, будут обычными подходящими той не- 
прерывной дроби, в которую раскладывается число а. В этом состоит 
известное геометрическое толкование непрерывных дробей, данное 
Клейном в 1896 г. В самом конце своего изложения Клейн говорит. 
что таким образом можно, должно быть, получить наглядный вывод 
теоремы Гурвица, однако этого вывода он не дает. 

Покажем, как локальным методом из этой геометрии непрерыв- 
ных дробей немедленно получается теорема Гурвиц — Бореля. 

Точка О (фиг. 3) и три любых последовательных подходящих 


п, п 1, п--2 дают следующую конфигурацию точек. Вектор п, п- 2 


= 


есть целая положительная кратность вектора О, п-- 1 и лежит в смеж- 
ном с ним координатном угле. Будем называть любую конфигурацию 
такого рода конфигурациею 8. Посмотрим, какова должна быть конфи- 
гурация 8 для того, чтобы точки ее п, п-- 1, п--2 не лежали в обла 
сти 1 и площадь $ параллелограма 0, и, п--1 (фиг. 2), ей соответ- 
ствующего, была наименьшей при этом возможной. При гиперболи- 
лическом «повороте» плоскости относительно асимптот Х, У область 1 
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> 


перейдет в себя, площадь 5$ не изменится, вектор п, п--2 останется 
> 

той же кратностью вектора О, п— 1, векторы эти останутся лежащими 

в своих координатных углах и, если точки п, п-- 1, п-+- 2 до «пово- 

рота» не лежали в области 1, то и после поворота они не будут в ней 

лежать; наконец, при помощи соответственно подобранного «поворота» 

можно передвинуть точку п--1 на биссектрису соответствующего ей 


у 


0+2; 


‹` +2, 


% ! 
Фиг. 3. Фиг. 4. 


координатного угла. Можно, следовательно, ограничиться рассмотрением 
только таких конфигураций 8, у которых точка п -- 1 лежит на биссек- 
трисе координатного угла. Если у такой конфигурации 65 точка п 7 
не лежит на границе области ], то ее .можно заменить другой конфи- 
гурацией 5 0, пп{+1,п-+2, с меньшей площадью $5, у которой 


точка п--1 уже лежт на границе области 1, т. е. в вершине 


> 


соответственной гиперболы. Далее, для такого вектора О, п--1 опти- 
мальным, в смысле малости площади $, будет случай, когда вектор 


> 


> 


п, п-{-2 равен лишь один раз взятому вектору О, п-{+1 и оба конца 
его лежат на соответственной гиперболе симметрично относительно 
биссектрисы того координатного угла, в котором ‘она лежит, как на 
фиг. 4. Ввиду того, что от любой конфигурации 8, у которой точки 
п, п--1, пе не лежат в у, можно так перейти к этой специальной 
конфигурации ОЕРС, с точностью до гиперболического поворота, 
единственной, лишь уменьшая площадь $ соответствующего ей пара- 
ллелограма, — эта конфигурация оптимальная. 

Легкий подсчет показывает, что площадь параллелограма ОЕЕС 
равна и: Обозначим решетку, построенную на этом параллелограме, 
через М. Никакая решетка Г.›, даже если ее у. не может 
быть решеткой М, так как у решетки Г.» ось Х имеет на себе точки, 
отличные от точки О, а ось У, по сделанному предположению, их не 
имеет. Решетка же М, очевидно, симметрична относительно биссек- 
трисы того координатного угла, где лежит вектор АС, и, следова- 
тельно кэк у ней, так и у любой из нее, получаемой гиперболиче- 
ским поворотом, либо обе оси Х и У имеют на себе точки, отличные 
от начала, либо обе не имеют. 


ЛОКАЛЬНЫЙ МЕТОД В ГЕОМЕТРИИ ЧИСЕЛ 2&5 


Приняв во внимание все сказанное, мы видим, что, если < Уб, 
то хоть одна среди каждых трех последовательных подходящих точек 
любой решетки Га» лежит в области |, т. е. удовлетворяет нера- 


венству 


р р Л 
| (44 —^2)4|<1 или Е 


Остается показать, что ^=И 5 — наибольшая константа, при ко- 
ь 1 
торой неравенство |2 < удовлетворяется для любого а бес- 


конечным числом дробей т т. е., что, какое бы ни взять положи- 


что у решеток Го), кроме точек на оси Х, есть у каждой лишь ко- 
нечное число точек в области 1. Мы построим такую решетку при 


помощи некоторых преобразований решетки М. 
Докажем сначала, что решетка М не имеет, кроме начала, ника- 
ких других точек в области 1. Легко видеть, что координаты х, у 


Уз 1 5 
точек Е и С суть (1, 1) и | и у А Е Если принять векторы, 
идущие из точки О.в эти точки, за координатные, то точки решетки 
М будут точками с целыми координатами и, © по отношению к этому 


а ТА 
тельное з и ^=|5 (1-Е), для такого \ будут существовать такие а, 


реперу, причем 


т=и-о мы уеиь 7 5 


Область 7 в координатах и, о запишетея неравенством 
12у| = (вер) (инь УВ | шшь |< $; 


левая часть которого при целых и, о, т. е. для точек решетки М, 
есть целое положительное число или ноль. Но нулем она будет только, 
если либо х либо у будут нулем, что возможно при целых и, о, только 


® 
если и=0, с=0, так как иначе рациональное число и-- > равнялось 


5У5 
бы иррациональному числу ев чего быть не может. Таким обра- 


зом, решетка М, кроме начала, на имеет точек в области 1. 
Сделаем гомотетию из начала такую, чтобы площадь основного 


параллелограма решетки /М сделалась равной И5 (1-+®. Обозначим 
через М’и 1’ (фиг. 5) ту решетку и область, в которые при этом пре- 
образуются М и 1. Сделаем теперь сдвиг плоскости относительно оси 
У такой, чтобы один из линейных рядов точек решетки М’, проходя- 
щий через О, например ОЕ” сделался перпечдикулярным к оси в 
т. е. оказался на старой оси Х. Пусть после этого решетка М’ и область 
’ преобразуются в М” и 1". |” будет областью, заключающеюся между 
двумя сопряженными гиперболами, одна из асимптот которых есть — 
так же, как иутиу' —оь У, а другая —та прямая, в которую после 


256 Б. Н. ДЕЛОНЕ 


этого сдвига преобразуется ось Х, причем параметр этого гиперболя- 
ческого креста такой же, как у 1’, т. е. равен 1-е. Легко видеть, что, 
начиная с некоторого места вдоль оси У, область у лежит внутри обла- 
сти 1” (фиг. 6). Но все точки решетки М” не лежат в области 1”, и, 
следовательно, начиная с некоторого места вдоль оси’ У, не лежат 


и в области у. Что ке касается ветвей области у, охватывающих ось 


Фиг. 6. 


Х, то в них лежит линейный ряд ОЁЕ” решетки М”, начиная с инеко- 
торого места вдоль оси Х, не лежит никаких других точек М”, так 
как эти ветви, начиная с некоторого места, идут внутри полоски, 
заключенной между обоими параллельными к ОР”, соседними с ним 
линейными рядами М”. Сделав еще, если нужно, гиперболический пово- 
рот такой, чтобы расстояние между осью Х и ближайшим к ней парал- 
лельным рядом М” сделалось равным 1, мы получим из М” некоторую 
решетку Гал с Х = > (1-е), которая, кроме линейного ряда точек 
на оси Х, может иметь лишь конечное число точек, принадлежащих 
области 1. Другими словами, какое бы малое зафиксированное положи- 


тельное число = ни было, для ^ =ИБ (1-1), для полученного а, не 

будет существовать бесконечного числа дробей гк. удовлетворяющих 
1 

неравенству 5 Га о да? $ 


Теорема Гурвиц — Бореля таким образом доказана полностью. 


2. Вывод неравенства Чебышева © точной конетантой из теоремы 
Гурвиц — Бореля 


Чебышев в большом своем мемуаре (°) замечает, что теория непре“ 
рывных дробей дает решение вопроса о’ приближении к нулю линей- 
ного выражения 44 —р при помощи целых р и 4, а что вопрос о при- 
ближении такого выражения не к нулю, *а к заданному числу 6, т. е. 
вопрос о приближении к нулю неоднородного выражения 44—рр—ф 
уже более трудный, хотя тоже может быть решен при помощи непре- 
рывных дробей. В 1866 г. точная константа Маркова — Гурвица Х=У5 


1 
для неравенства |(24— р) 49| < = не была еще известна. Для аналогич- 
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ного неравенства |(44 —р—6)а| < т ‚ где а иррационально, Чебытев 


нашел, что его можно удовлетворить всегда бесчисленным числом пар 


целых р, 9 (49 = 0), например, если Х = Улучшению константы } в 


> 
неравенстве Чебышева было посвящено много работ, но в них обычно 
ставились еще те или иные дополнительные условия, —таковы работы 
Эрмита, Хинчина, Блихфельда. Были также предложены разные 
обобщения Минковским, Ремаком, Чеботаревым, Морделем, но точная 
константа для задачи самого Чебышева была дана, насколько я знаю, 
лишь недавно Жогиным (?); она оказалась такой же, как и в задаче 
Гурвиц — Бореля. Покажем геометрически, как получается результат 
Чебышева в этой окончательной форме, т. е. покажем, что для любого 
иррационального а и любого 6 всегда есть бесконечно много пар целых 


чисел р, 4, для которых (@а—-рР-94< т для ^=уб. Из преды- 


дущего ясно, что это не всегда имеет место для ^>И5, напри- 
мер, даже для 6=0. Первую, несколько более сложную, чем приводи- 
мая дальше, геометризацию вывода Жогина дала О. С. Лодыженская. 


Фиг. 7. 


Заметим, что геометрически существование для данного иррацио- 
нального а и любого данного 6 бесконечного числа целых р, а, удо- 
влетворяющих написанному неоднородному неравенству, значит, что 


как бы в решетке Га» с данным иррациональным аи х=У5 ни сме- 
щать фигуру .\ вдоль оси Х, как бы ни выбирать 6, в ней всегда 
будет лежать бесконечно много точек этой решетки, не лежащих на 
оси Х. Обозначим смещенную область ‘у через 1, ее центр через О, а ее 
вертикальную асимптоту через У,. Рассмотрим какую-нибудь гурвицев- 
скую точку Г в | (фиг. 7). Координата у ее равна ее 4. Параллело- 
грамы решетки Г, }/;, составляющие полоску между линейным рядом 
ОГ и первым ему параллельным линейным, рядом, имеют площадь 
ЗЕБЮЕЕ т Ширина такой полоски в направлении оси Х поэтому равна 


Е Все ‘точки рассматриваемой решетки Г расположены на сторонах 
Ч : 


таких прилежащих друг к. другу полосок. 
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Рассмотрим ту из таких полосок, которая накрывает центр О, сме 
щенной области 1,, и ту из ее сторон, которая ближе пересекает ось 
Х к точке 0,. Так как на сторонах полосек точки лежат на расстоя` 
ниях 4 (по вершинам) ее от друга, то на этой стороне будет лежать 


точка Ч, для которой —= <у<- ы . Ширина области 1, (в направле- 


2 
нии Х) от ее края до оси У, для —^ <у<1 не меньше „. Рас- 


стояние же точки Ч от оси У, состоит из двух кусков, один из кото- 


рых меньше ‚ другой меньше (последнее получается, если учесть 


24 
подобие = треугольников с гипотенузами ОГ и ОЧ), 


59 


нс —— а: < <: ‚ так как КА <4. Каждая точка Г, следовательно, 
ен = | т. решетки, лежащую в области 1,. Остается дока- 
зать, что, выбирая все более и более далекие точки Г вдоль оси У,, 
можно получить все новые и новые точки Ч. Для этого надо отдельно 
рассмотреть тот случай, когда ось У, проходит через некоторую точку 
О, решетки Г. Не ветвь области 1, (фиг. 8) 

у, этой точки (если точка О, лежит в верхней ветви у,), 
начиная с некоторого места, лежит в области ,, ав 
ней есть бесконечно много точек Г. Можно, следова- 
тельно, предполагать, что на У, нет точек Г. В этом 
случае, взяв некоторую точку Г,, мы получим ей 
соответствующую точку Ч,, расстояние 8, которой 
от оси `У, может быть, конечно, гораздо меньше, 
чем расстояние Г, от оси У, но оно — некоторое опре- 
деленное положительное число. Тогда можно взять 
реку точку Г, с таким большим 4, чтобы 


У — для нее было меньше 8, и она тогда даст 
29 2 . 

точку Ч, с 8, <8,. Нродолжая так дальше, мы бу- 

дем получать все новые и новые точки Ч с все 


меньшими 8. 


Фиг. 8. 


Теорема Чебышева с точной постоянной ^=)У5, таким образом, 
доказана. 


П. Задача о минимуме неопределенной двойничной квадратичной 
формы 


Неопределенная двойничная квадратичная форма ф есть, иначе 
говоря, произведение двух вещественных двойничных линейных форм 


й 


ф (и, ®)= аи? | 26ио- со* = (ии -Е 8’5) (х”и ар 8"ъ). 


Если и, о— декартовы координаты и Ё— постоянная, то линия 
Ф(и, о) = есть гипербола, асимптоты которой суть а’и-+В’е =0, 
аи - В"о=0, а ф(и, 5) = —{ сопряженная гипербола. Выбором репера 
© декартовой системы и, © можно достичь того, чтобы асимптоты эти 
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были взаимно перпендикулярны и чтобы гиперболы ф (и, 5) = + & выра- 
жались в прямоугольных координатах т, у уравнениями ху= + 2. 
Посмотрим, каковы для этого должны быть прямоугольные координаты 
т, у векторов репера ©. Пусть они будут (а, а.), (6., 6,), —в таком 
случае х=аи-- 6.5, у=аи-Ф,с и тогда должно быть 


(аи -- 6,5) (аи -- 6,5) = (ии -Е В’) ("и В). 
т. е. должны иметь место равенства 
и т Вс —— р’ (хи Е В’5); аи Ь,5 == р" ("и + В"), 


где р’р”=1. Приравнивая здесь коэффициенты при ино в левых 
и правых частях, получаем 


ара” а, =” и в =р#’, о, 


т. е. репер © есть репер, составленный векторами (х’, ©”) (8’, В"), а также 
все те реперы, которые получаются из него гиперболическим поворотом 
по отношению к осям ХУ. При таком сопоставлении форме ф (и, с) будет 
соответствовать репер ф, парам (и, с) целочисленных значений и и © — 
точки решетки, построенной на этом репере, а значениям формы при 
этих и, о — параметры #{ тех} гипербол ху=ё на которых лежат эти 


ее 
точки. Площадь $=|* *| основного параллелограма этой решетки 
а,, Б, р 
а” р 
равна |„, И ‚ причем 
’ 8” ВЕ В 
ас” | с 


— дискриминанту ДР формы $. Обратно, всякий репер @ соответствует 
в этом смысле некоторой неопределенной двойничной квадратичной 
форме. Например, репер ОЕС решетки М дает форму и’ { и? — 5°. 

Задача о минимуме неопределенной’двойничной квадратичной формы 
состоит в том, чтобы из всех таких форм, имеющих данный дискрими- 
нант О. найти ту, если такая существует, которая имеет наибольший 
минимум, т. е. у которой наименьшее ее абсолютное значение, соответ- 
ствующее целым и, ©, не равным одновременно нулю, наибольшее. 
Мы будем вместо этой решать задачу, которая ей, очевидно, экви- 
валентна, — из всех таких форм с данным минимумом искать ту, дибкри- 
минант которой наименьший. Геометрически задача в этой постановке 
сводится к разысканию самой плотной решетки, —если такая суще- 
ствует, — среди таких, одна из точек которых есть начало, и которые 
не имеют точек в области у. Покажем, что такой решеткой является 
найденная выше решетка М. 

Действительно, пусть какая-либо решетка, имеющая одну точку 
в начале О, не имеет других точек на осях Х и У. Возьмем какой- 
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нибудь весьма малый прямоугольник (фиг. 9) с центром в начале 
и сторонами, параллельными осям Х, У, и будем его увеличивать гомо- 
тетично из начала, пока он не встретит точку решетки. Назовем ее 
точкой 1. Прямоугольник с центром в О и вершиной в 1 будет тогда 
пустой внутри и на границе (кроме точек О в центре и 1, —1 в двух 
противоположных его углах), так как если бы были еще точки на его 
границе, то были бы на оси Х или У еще точки решетки, кроме начала. 
Ближайший параллельный к 0/1 ряд должен, следовательно, иметь одну 


Фиг. У. Фиг. 10. 


точку 2 в заштрихованной области. Отложив от точки 1 (фиг. 10) 
наибольшее целое положительное число раз вектор 02, чтобы конец еге 
3 еще находился по ту же сторону от оси У, как и точка 1, мы полу- 
чим конфигурацию 8. Но наименьшая площадь параллелограма конфи- 
гурации 5, концы которой не лежат в области |, как мы показали 
выше, у конфигурации 8, дающей решетку М. Экстремальная квадра- 
тичная форма, следовательно, и* -|-- и — 50°. 


Ш. Задача о минимуме кубической двойничной формы положитель- 
ного определителя 


Первыми нашли минимальные кубические двойничные формы Мор- 
делл (“) и Давевпорт (°). 

Кубическая двойничная форма положительного определителя Ш есть 
произведение трех вещественных двойничных линейных форм 


(и, ъ) = аи? -- било -- сио* -- 45° = (ви Во) (аи - В") (хи -- В”). 


Определитель двойничной формы п-го порядка, т. е. произведение 
квадратов всех разностей ее корней на 2(п— 1)-ю степень старшего’ ее 
коэффициента, если форма написана в виде произведения линейных форм 


(пи- о) оли В")... (аи -- Веь) 


через коэффициенты этих линейных форм, пишется, как легко видеть, _ 
как квадрат произведения всех определителей 2-го порядка, состав- 
а” (п) 
С ИА) 


РВ... ВИ 


ре [и 59. а"В’)? (а’В’”' Ем 9" рр (из — а(тВ("-1))*. 


` 


Он есть целая рациональная функция от коэффициентов формы. Так, 
для кубической формы 


ленных из матрицы в 
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р = (а’В" — м”В!)* (с ’В”"” Еж о”) (с”В’” А и: 2 = 
= 6*с* — 4ас* — 46а -- 18афе4а — 27а?а?. 
Если и, о— декартовы ‘координаты по отношению к некоторому 


реперу @ и : — постоянная, то линия 3-го порядка ](и, о) ={ имеет 
асимптоты 


а’и-- Во =0, ‘ата Во =0, а’ Во = 0, 

а ] (и, о) = —{ сопряженная ей линия 3-го порядка, имеющая эти же 
асимптоты. В координатах х,у, репер Е которых состоит из векторов 
одинаковой длины 1, делающих угол в 60° друг с другом, уравнения 
24 (7-- у) = Е выражают две сопряженные соасимптотические линии 
3-го порядка, асимптоты которых —ось Х, ось У и прямая х--у=0, 
наклоненные друг к 'другу под углами в 60°. Совокупность этих 
двух линий имеет гексагональную симметрию. Выбором репера © 
декартовых координат и, © можно достичь того, чтобы линии 
71 (и, <) = -Е Е совпадали с линиями 2у(х-- у) = 2. Посмотрим, каковы 
для этого должны быть координаты х, у векторов @ по отношеныю 
реперу Е. Пусть они будут (а,,а,), (6, 6,); в таком случае х=аи- 6,0; 
у=а,и-- 6,5 и должно быть] 


ту (ху) = (ви 6,5) (аи -- 6.) [(а, { а,) и (6. 6,) ] = 
= (жи -- Во) (и + Во) (хи В’), 
т. е. должны иметь место равенства 
диво р" (аи Во); аш ве = р" (аи Виь); 
(а, фа) и + (6 ЕВ) о=р” ("и -- В’), 
где р’р’р”’’=1. Приравнивая здесь коэффициенты при и и ь в чевых 
и правых частях, получим, после исключения р’, р”, р’’’, для опреде- 


. че? 
ления а, 6,, а,, 6, систему трех линейных. однородных уравнений 
© матрицей 


иг 


уеымат Оита 
-0 0 8" а" ] 
В’ — а’ Во А 


‘откуда получаем следующие равенства: 
а, а, а («””’В"— ав Ь, ее ^8’ (В ь.. 9” “ 


9 

а, = ла" («В аа и“ ”В")з Ь, ыы ХВ" (х’В’”" киа В 
где \ — множитель, который мы найдем так. Возьмем точку (и, о) = (1,0), 
координаты ее х, у будут (5, у)=(а,,а,). Должно быть }(1,0)= 
—а, а, (а, |+ а,), или иначе 


оо" =- Лза,' (х’’’В" — в’В””) х д" (’В”’’— в” ”’В’) з и" (%'В" — «"В’), 


117 Га у 
так как, после сокращений, получается а, На, = №/”' (»'В" — ав’). 
Отсюда мы найдем Х. Подставив это \ в а,, 6,, а,, 6, и вычисляя 


Га, в 


$ =' 
а» 6. 


‚ получим, после сокращений, 


ера” 7)”. 
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Рассмотрим решетку, - построенную на репере @. При описанном 
сопоставлении формы {[ и репера @ значениям формы ](и, 0), соответ- 
ствующим целочисленным и, о, будут соответствовать значения пара- 
метра # той линии 5у(х--У)=ь которая проходит через точку (и, ©) 
этой решетки. Задача о минимуме кубической двойничной формы по- 
ложительного определителя состоит, таким образом, в отыскании 
плотнейшей решетки, если такая существует, среди решеток, имеющих ° 
одну точку в начале О и не имеющих точек в области 09, определяемой 
неравенством | ху (х-- у) |< 1. Область 68 играет ту же роль в рассматри- 
ваемой задаче, как область \ в рассмотренной выше задаче о минимуме 
неопределенной Квадратичной двойничной формы. 

Рассмотрим кубическую двойничную форму 


о (и, о) = и — о 20° = (—1, —1,2, 1) 


положительного определителя Ш) =49. Она целочисленна и не имеет 
рациональных корней; следовательно, для всех целых и, о, не равных 
нулю одновременно, абсолютная величина ее не меньше 1, т, е. соот- 
ветствующая ей решетка № не имеет точек (кроме точки в начале), 
лежащих в области 9. Для этой формы мы имеем } (1,0) = —1; 1 (0,1) =1; 
7(1, 1) =1; 1 (1, —1)=1. Прямое построение репера & этой формы дает 
фигуру ОАВ,6,О, (фиг. 11), которую мы будем называть конфигу- 
рацией <,. Вообще же конфигурацией $ мы будем называть такую кон- 
фигурацию О, А, В, С, О), что ОАВ образует репер и координаты 
точек р и С по отношению к нему суть (1,1) и (—1, —1) и, кроме 
того, А, В, С лежат в трех последовательных углах между асимпто- 
тами и О в том же углу, где В. Покажем, что в любой решетке, 
имеющей одну точку в начале О и не имеющей других точек на 
наших асимптотах, всегда имеется такая конфигурация 5, что ОАВ — 
основной репер этой решетки. Покажем, далее, что любая конфигурация С, 
«концы» которой, т. е. точки А, В, С, ), лежат вне 0, может быть 
непрерывным ее изменением, лишь уменьшающим площадь ее основ- 
ного параллелограма, преобразована в конфигурацию 5,. Отсюда 
следует, что (—1, —1, 2,1) есть минимальная форма. 

Начнем с доказательства существования конфигурации $ в любой 
решетке, одной из точек которой является точка О и которая не имеет 
других точек на асимптотах фигуры 0. Для этого возьмем (фиг. 12) 
ближайшую к О точку Р такой решетки и пусть она лежит в первом 
углу между асимптотами. Ближайший к ОР параллельный ряд должен 
иметь точку, лежащую в полоске, ограниченной перпендикулярамя 
к ОР, восставленными в точках О и Ри вне или на границе кругов 
радиуса ОР с центрами вОивР (см. фиг. 12), т. е. он должен 
лежать не ближе как на прямой иь. Но тогда те отрезки, которые 
имеет прямая, на которой он` лежит, с вторым и третьим углами 
между асимптотами, —длиннее ОР, и на ней, следовательно, есть точки, 
лежащие во втором и лежащие в третьем углу. Если О — последняя 
его точка, лежащая во втором, а В — первая в третьем, то шестиуголь- 
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ник РОЕР’О’Е”, составленный из шести одинаковых основных тре- 
угольников решетки, облегающих точку О, имёет по одной вершине 
в каждом из шести углов между асимптотами. Достроив (фиг. 13) 
один из этих треугольников до параллелограма, получим конфигу- 
рацию <. 


Фиг. 11. 


Докажем теперь, что если «концы» А, В, С, О) конфигурации < 


не лежат в области 8, то, все время сохраняя это условие, и непре- 
рывно изменяя 5 так, чтобы площадь $ параллелограма ОАВЬ только 
убывала, можно любую такую конфигурацию 5 преобразовать в кон- 
фигурацию 3,. Для этого покажем сначала, что у всех <, «концы» 
которых лежат вне 0, площадь $ ограничена снизу некоторой положи- 
тельной постоянной. Действительно, сумма трех последовательных 
«центральных» углов шестиугольника РОВР’О’Ё’ равна 180°. Больший 
из них, следовательно, не меньше 60°, а потому сумма двух меньших 
не более 120°, но она больше 60°, так как эта сумма охватывает один 
из углов в 60° между асимптотами. 3 Пусть ОП и ОУ (фиг. 14) те два 
«радиуса» шестиугольника, которые составляют этот угол, лежащий 
между 60° и 120. Длины этих радиусов не меньше, чем радиус г 
круга с центром в О, вписанного в 0. Но тогда площадь параллело- 
грама ОПУ, а следовательно, и равная ей площадь $ параллелограма 
ОАВ, во всяком случае не меньше, чем площадь пунктирного парал- 


лелограма (фиг. 14), т. е. чем площадь $ параллелограма, построен- 
ного на сторонах, идущих из О к вершинам двух смежных гипербо- 
лических границ 0. 

Пусть теперь дана некоторая конфигурация *, не имеющая своих 
«концов» в 6. Будем уменьшать эту $ гомотетично к точке О. Площадь $ 
ее при этом будет уменьшаться и, следовательно, один из «концов» < 
наткнется, наконёц, на границу 0. Будем теперь равномерно сжимать 3 
к прямой, проходящей через О и этот конец. Площадь $ будет, далее, 
убывать и, следовательно, еще один, — второй «конец» % придет на 
границу 0. Векторы, идущие из начала в любые два из «концов» 
конфигурации $, образуют репер. Площадь параллелограма для пяти 
из этих реперов равна`5, а для шестого ОСР— 25. Так как «концы» $ 
лежат в трех смежных углах между асимптотами, то могут быть отно- 
сительно этого репера всего три разных. случая, а именно что векторы 


его идут к одной «гиперболической» ветви, к двум соседним и к двум 
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иесоседним. Третий случай сводится к второму, если заменить один из 
двух векторов репера на обратный. 

Будем в первом случае (фиг. 15) концы, лежащие на «гиперболе» , 
сближать по ней к самому короткому из радиусов этой «гиперболы», 


Фиг. #4. Фиг. \45. Фиг; 16. 


лежащему между ними. Площадь $ будет при этом убывать и, \ следо- 
вательно, в конце концов на границу 0 попадет еще третий «конец» $. 

Во втором случас (фиг. 16), когда «концы», попавшие на границу 0, 
лежат на двух смежных ветвях (как легко показать, передвигая их 
в сторону уходящей асимптоты) также будем уменьшать площадь до 
нуля, и, следовательно, третий «конец» $ также, в конце концов, 
попадет на границу 0. 

Три конца < могут лежать на границе 9 четырьмя разными спо- 
собами 1, П, Ш, ТУ (фиг. 17). 


Фиг. 17. 


Рассматривая репер ОАВ конфигурации $, как задающий неко- 


торую кубическую двойничную форму [, мы получаем в этих случаях 
соответственно: 


| 1(1,0)= —1, ‚| (0, 1)=1, 1(1,1) =4, 

П 7(0, 1=1, 14% 1)=1, ЕС 1=—1, 
Ш 1, 0)=—1 10, 1)=4 1(-61)=-[6 
ГУ 7(1, 0)= —1, ИА, 1=1, а = —1, 


и таким образом в каждом из этих случаев мы получаем форму ] 
и дискриминант ДЛ: 


1 1=(—1, 51—61) раме 1084349: 306—23. 
П /1=(@, —1, 1-а,14) Р=4а“— 12а 4 49? — 24а-4-5, 
Ш ]=(—1,6, 543,1) Р=ы-+ 65-42754 546-84, 
1У /=(—1,6,2.-В 0=45“ + 1362432, 
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Во всех четырех случаях, как ото показывает исследование гра- 
фика О), как функции от параметра 6 (а—в случае П), если учитывать 
еще неравенство, налагаёмое на этот параметр тем, что четвертый 
«конец» $ должен лежать в соответствующем кармане, образуемом 0, 
р есть монотонная функция от этого параметра. Изменяя этот 
иараметр в соответственную сторону, мы будем уменьшать $5=И/ РБ, 
причем, как показывает исследование, как раз до тех пор, пока и 


четвертый «конец» не придет на границу 0. Но в этом случае будет 
7 (1, 0)=—1; 1(0, 1)=1; 1(4, 4)=1; 1(-10=—1 


и, следовательно, /=(—1, —1, 2, 1). Эта форма, таким образом, —опти- 
мальная. 

Поступило 

21. 11. 1945 
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В. РЕГАОМАУ. ГОСАЕ МЕТНОР 1№ ТНЕ СЕОМЕТВУ ОР МОМВЕВ$ 
БОММАВУ 


биррозе ме Вауе №0 деегите \Ве 4епзезь угайпр зайзРуше зоте 
отуеп сопдИлопз. 1% 13 розз1Б]е №0 своозе а ИпИе аботевафе оЁ роз 
оЁ а отайпе ап@ 0 зееК зисв а сопЙрогайопт оЁ &Ъе рошиз, мыеВ зайз- 
Гез фре отуеп соп@1 оз ап Чефегилтез №ре Чепзезь вгайпе. Бась а 
шефой тау Ъе саЙеё 1оса|! шево4, Ъесаизе ШЪе сопз1Чегамоп ой 
тИпЦе отаЙптоз 13 гер1асе4 Бу {Ва оЁ а сопйсигамоп оЁа Йпие пищ- 
Бег оЁ роз. 

То Под Зе шшипиаш 0{ ап шдейпие Бтагу даадгайс {огт ап © 
ргоуе Ниг\м 2 — Воге]’з {Веогет Т сопзег Ве сопйоигаМоп 8, уВИе Ве 
соп_оатаНоп $ 13 изе4 10 ог4ег ю Йпа \е шшипиш оЁ а саЪ1е Ытагу 
Гогт. 

Ву Ше мау Г с1уе а уегу з1атр]е, хеотей1са] ргоо! оЁ ТевеъусВеЁ”з 
арргохипаймоп Веогет. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИЙ НАУК СССР 
ВУШЕТ!М ОЕ ГАСАРЁМ1В РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ БЕ 10855 


Серия математическля о (1945), 257—274 Земе тма{Ветайдие 


В. С. ФЕДОРОВ 


О МОНОГЕННОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 


(П редставлено академиком Н. Н. Лузиным)} 


Автор вводит понятие сопряженности пары действительных функций 
трех действительных аргументов с некоторым вектором и изучает свой- 
ства этих пар функций. Такие функции характеризуются некоторыми 
дифференциальными свойствами, которые являются естествекным 0боб-. 
щением известных дифференциальных свойств моногенной функпии ком- 
плексного аргумента. 


8 1. Определения и примеры 
1. Определение. Мы скажем, что в данной области Р функ- 
ция и(х, у, 2) есть сопряженная с функцией ь (5, у, 2) относительно 
—> > 
вектора а, или что пара функций (и, ©) сопряжена с а, и будем пи- 


>! 
сать (и, 0) ^ а, если эти функции в области О дважды непрерывно 
дифференцируемые, т. е. имеют нелрерывные частные производные 
1-го и 2-го порядков и если в каждой точке области р 


Уи= Уха, Ушо=ахчуи, (1) 

М УЕ О*. (2) 

З А Ге) о р д а. р. й 
десь и далее У==ь Е 7 а 52. Ге #,}], — орты осе 


координат (прямолинейных и прямоугольных). Вектор ‘а или постоян- 
ный или переменная функция точки области О. Очевидно, что (5, и) — а 
и также (и, — о) —^— а. 

ТЕОРЕМА Т. Необходимое и достаточное условие существования 


> 


вектора а, с которым данная пара функций (и,5) будет сопряженной 
в области О), состоит в том, что в каждой точке этой области 


Ув - У =0, (Уи) = (5) (3) 


(эти функции предполагаются дважды непрерывно дифференцируемыми 
и подчиненными условию (2) везде в 2). 


* Вообще везде в дальнейшем мы будем предполагать, что градиенты всех 
рассматриваемых нами функций отличны от нуля везде в области О. 


2 Известия АН, серия математическая, № 4 
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Доказательство. Необходимость условия (3) вытекает из (1). 
Наоборот, из (3) следует (1), если положить 


та = Ушхуь. | “) 


где 
т = (Уи)*. (5) 


=. 
Замечание. Очевидно, что для данной пары (и, 0) этот вектор а 
однозначно определяется и притом с помощью уравнений (4) и (5), 
так что всегда 
54 
а*=1. (6) 


% 
Полагая здесь и далее а=(р,4,°) (так всегда записываем выражение 
вектора через его проекции на оси координат), находим из (4) 


__@ (и, 5) __ Ч (м, 5) _ а (и, %) 
ПР аа она ао В 7 
Заметим также. что всегда полагаем $ =и- го. 
Условие (3) примет вид 
(У) =0. (3) 
=> 


— 
Соотношение (и, 5) а будем писать так: ма. 


2. Примеры. — 1°. и=2, о=р, р=У = - у’. 
25. и=2'—р*, о= 220. В этих примерах ра=(— у, 2,0). 


3°. б=иь-ьаь. или =] @, 0), 


где 3 
р От а = 8) | (8) 
г= И (2—9 В+ (2-1), (9) 


1(и-+ 12.) — произвольная аналитическая функция, не имеющая особых 
точек для значений и, --10,, соответствующих точкам области 0, в ко- 


Е 
торой (— а; о, В, у— произвольные постоянные, такие, конечно, чтобы 
и,-- о, была непрерывно дифференцируемой в области Ш) (подробнее 
об этом см. $85). 

Кроме того, рассматриваются только такие значения аргумента 
аналитической функции ] (и, -|- 2%,), для которых производная этой функ- 
ции по ее комплексному аргументу отлична от нуля (все эти оговорки необ- 
ходимо иметь в виду, когда в дальнейшем будем говорить об аналити- 


ческой функции ](и +150), если (и, 2). а в некоторой области, напри - 
мер, в следующем примере 4°; значение этих оговорок выясняется 
далее —в теореме ТУ $ 3). 

Для функции (8) имеем 


> 


С 
и, а, и —10, ——а, 


и . ты о | (10) 


где 
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=> 

Поэтому ($ 3, теорема ТУ) } (и, + 0.) — + а. 
4°. Комплексные линейные функции‘от х, у, 2 и аналитические 
функции от этих линейных функций: $ =и,-- 22, или =} (и, + 12)), где 


и = -ЕВу-- 12-8, в =хх-+ Ву 2-Х, (14) 
причем, если положить 
В = (а. В, У), с=(а’, В, 1’), т 
©. 


то должны иметь (необходимое и достаточное условие): 
> > - > 
р. е=0, |6 |=16 |} 


> > > 
причем 6 +0, с 0. В этом случае ] (и, Е г0,) ^ -Еа. Здесь } (и, + 2,) — 
’ произвольная аналитическая функция, не имеющая особых точек для 
значений и, |-22,, соответствующих точкам области ШО. 


. — 
Отметим случай, когда вектор а есть градиент некоторой функ- 
ции Ф(х, у, <), так что уравнения (1) получат вид 


до д 4% | \ 
ди _ |0 92 9% _| 09 92 
дх |0% |?’ д: |ди ви |’ 
ду 02 ду 92 
0% д% 0$ д% 
ди _ 02 ох 0% 92 9 
9” |6 д%|’ ви |ди ди |? р (п 
92. 95 02 дх 
0% 9% 0$ 9 
ди __ дх ду ОО 0х 0у 
92 |0 %|’ 0% ди ди ° 
92 9у а | | 


В случае ф=2 эти уравнения переходят в известные уравне- 
ния Коши — Римана и й-- 10 в этом случае представляет собой анали- 
тическую функцию от 2-1). 

Осневная задача. Для данной области ) найти все такие 
функции (и,0,$Ф), для которых везде в этой области выполняются 
условия (Т) (область Ш берем конечного диаметра). | 

Эта задача разрешена полностью в$ 5 *. 


8 2. Основные результаты 


1. Решениями основной задачи являются функции примеров ВИ 


и только эти функции (в этом случае а = Ух, где ф — бигармоническая; 
и, о— гармонические). 

2. Реевозможные ‘пары гармонических функций (и, 0), из которых 

> 

каждая сопряжена с некоторыми вектором а, образуют множество всех 
решений каждой из следующих задач. 

* Функции и, ® предполагаем, как всегда, дважды непрерывно дифференци 
руемыми, причем их градиенты отлич ны от нуля везде в р. 


9* 
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Задача П. Найти все такие комплексные гармонические функ- 
ции и: от (5,9,2), чтобы произвольная аналитическая Ей) 
была также комплексной гармонической функцией от (х, у, 2) *. 

Задача 1Ш. Найти все такие комплексные гармонические функ- 
ции и-- 20 от (5, 9,2), чтобы во всякой точке регулярности такой функ- 
ции нашлось для любого направления { ортогональное к нему напра- 
вление #, для которого имеем в этой точке 

ди _ 0% 
причем направление { можно сделать каким угодно при подходящем 
выборе направления [. Эти две задачи решены в $ 6. 

3. Три гармонические функции не могут иметь во всех точках ка- 
кой-нибудь области попарно ортогональные и равные по длине гради- 
енты, если хоть одна из этих функций не динейная (см. $ 8). 


8 3. Основные евойства сопряженных функций 


Отметим основные свойства функций, подчиненных условиям (3), 
как гармонических, так и не гармонических. Изучаем течение вектор- 
> 


ных линий поля а, которые будем всегда называть Г-линиями. Вея- 
кая такая линия получается, как пересечение поверхностей и=С,, 
и=С., и мы отнесем этой Г-линии точку (С,,С,) плоскости перемен- 
ного С=и--20. В каждой точке области Ш) вследсфвие (6) хотя один 
из якобианов системы (7) отличен от нуля. Поэтому для всякой точки 
области О найдется такая ес окрестность В, что 1) между множеством 
всех Г-линий, расположенных внутри В, и множеством соответству- 
ющих точек (С,, С.) имеется взаимно однозначное и непрерывное соот- 
ветствие, причем эти точки (С,, С,) образуют некоторую область ® на 
плоскости переменного С; 2) всякая непрерывно дифференцируемая 
функция точки области ВБ является непрерывно дифференцируемой 
функцией от (и, ъ, {), где или &=х, или #=9, или &=2. Эту область 
@ назовем соответствующей окрестности В. 

Будем всегда считать эту окрестность В образованной отрезками 
Г-линий, начала которых лежат на одной плоскости, перпендикуляр- 
ной оси 2, и образуют одно основание В, а концы —на другой пло- 
скости, перпендикулярной оси {, и образуют другое основание В. За- 


С 
метим, что ось {—это та из осей х, у, 3, для которой а: УЁ отлично 
от нуля в каждой точке области В. 


= 
ТЕОРЕМА П. Пусть в данной области Сл а и пусть (0 — такая 
непрерывно дифференцируемая функция в этой области, что в каждой 


5 
точке области УО -а=0. Тогда найдется такая окрестность всякой 


точки области, что ( есть непрерывно дифференцируемая функция 
точки (и, о) в соответствующей области ©. 


* Эта задача, в сущности, не нова. С. Л. Соболев и В. И. Смирнов решили 
аналогичную задачу для волнового уравнения, откуда сразу получается решение 
задачи Ш, если преобразовать волновое уравнение Лапласа известной заменой не- 
зависимых переменных (см., например, (“)). 
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В самом деле, в окрестности В имеем 
_99 80 99 во у 


д 
о. что и 


Из условий теоремы отсюда следует, что везде в В 5: 


нужно. 

ТЕОРЕМА Ш. Если в некоторой области две пары функций сопря- 
эисены с одним и тем же вектором, скажем, если (и, ©) — ай (Р, 0) ^ а, 
тогда в каждой из областей @ Р--ЗО есть аналитическая регулярная 
функция от и--то с производной, отличной от нуля в этой области. 

В самом деле, в силу соотношения (Р, 0-а везде в данной об- 
ласти а. ур=0, где (=Р-Е:О. По теореме П в любой области ® 
7=](и, ©), причем в каждой точке области © 


Ш 5=0, (12) 


так как (\7)*=0 (ср. уравнение (3’)) и (У2)*=т(Е-Ь) (м. (4) и (5). 
Кроме того, УРхУО=йУ\их Уь, где й=т-!(УР)° и потому й > 0, а 
также 

а(Р, У а (и, 5) 

4 (т, у) 4 (т, у) 


и аналогично для координат (у, 2) и (2, 2). Отсюда в каждой точке 
области ® 


а(Р, 0) 
а (и, 5) 


>0 


и, значит, в силу (12), /,--#/,=0, что и нужно. При этом, в силу из- 
вестных уравнений Коши — Римана, УР х УО= (Ра - 05) Ушх\ь и, зна- 
чит, Р,„--О„ отлична от нуля. 

ТЕОРЕМА ТУ. Если в некото рой об ласти П (и, ©) — а и значения, при- 
нимаемые переменной $=и--1о в этой области О), принадлежат обла- 
сти регулярности аналитической функции }(3), то, полагая }(‹)=Р-Ю 


а р 
и считая 0 для ‘указанных значений 5, имеем в области 0: 


(Р, 9) а. 


Доказательство. Имеем Р=Р (и, 5), О=О (и, 5), 
УР=Р,Ув- Р»Уг, УО= О, Уи - О,Хь. 


Отсюда и из известных уравнений Коши — Римана выводим, в силу 
(и, 5) а, 
ахУР=У0, УО0ха=УР 
и, кроме того, 
УРх У0= (РЁ - 0*) (Ушх Уь). 


ТЕОРЕМА У. Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 


> 


две функции, сопряженные относительно а в некото рой области ), были 


гармоническими в этой области, состоит в том, что ахгоба=0 везде 
в О. 
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2 
Доказательство. Из (и, о) а выводим, произведя операцию 
Ч1у над обеими частями уравнений (1): 
—> > 
До=Уи . га, Аи=— Уо . гова, (13) 


откуда и из (4) $ 1 и следует теорема. 


= 
8 4. Некоторые общие свойства векторного поля а в случае гармо- 
нических функций и, о 


Пусть дано, что в каждой точке области р 


(и, 0) а, 4и=0, Ао=0, (14) 
Отсюда и из (13) найдем, что везде в области О 


гоба=ра, (15) 
где „— некоторая скалярная функция точки области ), так что 
$5 —9.=ир, Р;—$.=19, 4х — Ри и5- (16) 


Так как 4—1, то из (15) следует прямолинейность всех Г-линий в дан- 
ной области (теорема Гамильтона — см. (*), стр. 322). 

Установим теперь систему дифференциальных уравнений для функ- 
ций в и о, где положено «= 91уа. Прежде всего на основании извест- 
ных равенств @1у гоа=0, гобтова У вау а— Ла, найдем из (6) и (15) 


Ур - ао =0, (17) 
а. Уш—а . да=ь". (18) 


С другой стороны, из (6) получим дифференцированием по х (обозна- 
чим через а, частную производную а по х ит. п.) 


> => 
@>-а.=0, (19) 
> > > 
а:= —а-а,, и аналогично для у и 2, так что 
> > < 
м а = —а. Аа, (20) 
где 


Уа=а ааа. 
Из (18) и (20) находим 
а Уи — р" = — У 44. (21) 
Докажем теперь, что в произвольной точке М области О 
т 
УХа=- (+1). (22). 
Для (‘этого заметим, что го (ах Уи) =0, откуда * 


(Уи, У) — (а, У) Уи -- али — (Уи) 0, (23) 


ь > Е > - 
убыв да ди да ‚, дида 
о деж Г ду пу Г дз 92” 
С оуи О\уи дуа 
(ву) уи=р 3 9 87 


= 
а=(р, 1, 5). 
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- 
а из уравнения Уи. а=0 выводим 
= > > реа > > 
Уи. а,= —а.Уи,; Уи. а, = —а.Уи,; Уи-а,= —а-Уи,. (24) 


Для сокращения выкладок возьмем «местную» систему координат, свя- 
занную со-взятой точкой М, давая в этой системе осям х, 9, 3 соот- 


ветственно направления векторов Ди, До, а, вычисленных в этой точ- 
ке М. Для этих векторов в этой «местной» системе координат полу- 
да 
>92 
му р.=4.=$.=0. Кроме того, и,=и,=0. Поэтому уравнения (16), (23) 
и (24) получат следующий вид (учитывая еще, что Ди=0): 


чим: р=9=0, 5=1, --=0 (в силу прямолинейности Г-линий), а пото- 


№—9. —Рь $а==5у=0, (25) 
иа. Уи =о\и, (26) 
и.Р.—= —Их.. ИР, = —Иу„, и,:=0, (27) 


откуда (заметив, что «=р,--9,- з.) находим 


®«=2р,,, 9.= — Ру, Чу=Р., в=24., 
а потому 
а,=(рх» 9х, 0), а,=(—4.., Рх› 0). 
В этой «местной» системе координат формула (22) очевидна, а в силу 
(16) и (20) она будет справедливой и для любсй системы (т, у, 2) прямо- 


линейных и прямоугольных координат. 
Чтобы не возвращаться больше к этой «местной» системе коорди- 


нат, докажем тут же важную для дальнейшего формулу. 
= - => - => > = > 
2а . [р (арха,) + 4(а,ха,) + $(а,ха,)] = Уаз. (28) 


В «местной» системе координат эта формула для векторов, вычислен- 
ных в точке М, принимает следующий вид: 


2а . (п,ха,) = Уа (29) 


и вполне очевидна. 

Вернемся теперь к «старым координатам» т, у, 2, обозначая «мест- 
ные» координаты х, у через &, у, а направляющие косинусы этих 
«местных» осей — через (а, В, у) и (®’, В’, у’). «Местную» координату 


2 назовем 5. Имеем 


— 


=> > -> ро о 5 =? 
а;-=ча,-- Ва, -| 14», 1—4 а,--В’а, Е у’а, 


и, вследствие (20), 
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Поэтому уравнение, (29) и получит в «старых» координатах вид (28). 
Далее, из (21) и (22) находим 


2% ии ат (30) 


8 5. Решение основной задачи 


ТЕОРЕМА У1. Если в некоторой области ) имеем (и, 5) — Уф, . 
тогда, полагая «=Аф, Уф=(р,9,5), получим в каждой точке этой об- 
ласти 


одр : 94 д 
25:=%(1— р), 2,„= —9р4, 25,= —®рз, 
в д 2 д 
2, — орла, 2,=%(1—4°), 2, = — 945, (31) 
94 _ 95 _ 2 
2°Р = — орз, 25. = — 04$, 2; =®(1—$). 


> 
Доказательство. Полагая Уф=а, получим, вследствие (4) и (6), 


Ур = от + ВУь, | 
У9 — “- =о’Уи + В’\ь, (32) 
У$ = = = а”Уи Е В”Уь, 


где а, ®’, ...—непрерывно дифференцируемые функции от х, у, 2. 
Пусть 


> 


ДЕ #55”). а - (8, В", в") Т=АхВ 
Равенство (28) получит вид 
24. 1=А? + В*. | (33) 
Далее ре Си (32) и очевидного равенства рУр-}- 94 + $У;=0), 
д. а 0: Ва 0, и потому 
=^Уф, (34) 
где ^ —функция точки (5, у, 2), а значит, в силу (6) $ 1, 
1—4. .В* 0, (35) 


где 8 — угол между векторами А’и В. Из (33), (34), (35) находим 


о 7293 


: —=/^=А. В - вт 9. 


Следовательно, либо А=В-=0 и потому, всилу (32), левые части урав - 
нений (31), а также ® равны нулю, так что эти уравненит имеют мес- 
то, либо АВ, А=В, ^>0 и, стало быть, в силу (34), 


А=ВхУФ, В=УфхА. (36) 
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Теперь заметим, что из (32), в частности, находим 
Ч.=9и,-- Во, Ри=а’ и, В’о,,, 
$=9и,-Вь,, р=о"и,-Н Вох, (27) 
$=а’и,-- В’о,, 9.=ои, + Вох, 


я > 
а так как га=0, то из (37) получим 


АхУи= — (ВхУ\5). (38) 
С другой стороны, из (1) и (36) выводим, что 
Ахуи= Вхуо. 
Отсюда и из (38) и (36) находим 
А=и\уи, В=и\ь, (39) 


где п— некая скалярная функция точки (х, у, 2). 
Введем векторы 
> — - > Е — > = — 
Р=а,—тт, О=а,—тп}, ЕВ=а, — тпк, 
где, как всегда, т определяется из (5). Из (32) и (39) находим 
> > > 
Р. Уи = ат — тпУи - в=отр—от=0, Р.Уь=0 


- 
и потому Р==Уф, где е—скалярная функция точки (5,у,2) (см. ра- 


венство (4) $ 1, в котором полагаем а=У$). При этом, в силу (6) $ 1 


— - = > -> 
г==Р . Уф= а, - а— тпа = —тпр, 
так что 
=> 
Р= — тпруф. 


Таким же методом докажем, что 


—» 


= — тп9дуУФ, р — тпзУф 
Отсюда и получим равенства (31) с заменой ® через 2тп, но так как 
е=р,--4,-+$.; Р’+9`+$=1, то получаем равенства (31) без всяких 
изменений. 

‚ ТЕОРЕМА УП. При условиях теоремы УТ в каждой точке обла- 
сти р (полагая Уф=а) 

2У%= — о*а. (40) 
Доказательство. Из равенства гоф го а—Уаху а—Аа найдем, 


> с =» 
в слуаае а=уф, ®=а1у а: 


У«— а. (&1) 
Из (31) имеем: 
24. =‘ @= ра), 24, =® бе 4а), 2а,=® (&— 5а) (42) 
ч потому 
2^а=Уо — ва — (а. Уз) а-о (ра,-- 49а, - 54,). (43) 


Из (21) и (22) $ 3 при в„=0 находим 


Е адь, (44) 
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Из (41), (42), (43) и (44) и следует (40) 

Из (40) вытекает 

Следствие. В области О ® — гармоническая, а, значит, ф—бы- 
гармоническая. 

В самом деле, 


202 зу Ую= — 91% (ва) = — в @та—@. У (®*)= 
= — &* — 2 @. Уз) = — в оз =0. 


ТЕОРЕМА У. При условиях теоремы УТ имеем: либо во всей 
области О 


ф=ах-НВу-- 12-5, (45) 


либо во всей этой области 


ФЕИ (2—2) (В+, (46) 


где в, В, 1, 8 — постоянные. 

Доказательство. Если в области `/) повсюду ®=0, то имеем 
случай (45), вследствие (31), так как Уф = (р, а, $). В противном случае 
найдется внутри О такая область А, в каждой точке которой ® отлична 
от нуля. Построим в области А следующие функции: 


р) 2 2 
а (ту, 2) =2—Ф2, В(туд=у-. (ауд =. (47) 
Имеем 
ма -ь "РР 


ю '’ 


откуда, вследствие (34) и (40), везде в А: Уа=0. Аналогично докажем 
ностоянство В и у в области А. Поэтому и из (47) имеем в А (помня, 
что р 9-5 =1): ` 


Е (а) (ув 2-1), (48) 


где а, В, у— постоянные в А. По известному свойству гармонических 
функций соотношение (48) будет справедливо во всей области Р 
{с постоянными а, В, у). 

Из (40) и (48) и вытекает (46), так как а=Уе. 

Таким образом, выяснены необходимые условия, которым должна 
удовлетворять функция ф в силу соотношения (и, 5) — Уф. 

Докажем теперь, что эти условия являются достаточными, т.е. в слу- 
чаях (45) и (46) существуют такие пары функций (и, 5), гармонических 
в области О), для которых в ‘этой области (и, о) — Уф; при этом будут 
найдены и общие выражения таких функций. 

Пусть дается область О. Возьмем функцию ф=г, где г опреде- 
ляется уравнением (9) $ 1, причем постоянную точку (я, В, 1) возьмем 
вне ШО. Легко проверить, что для гармонической функции и, 7%, 
определяемой уравнением (8), имеем в области Ш (и, о) Уф, если 
постоянную точку (х, В, 1) выбрать так, чтобы луч Г., выходящий из 


: О МОНОГЕННОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 267 
ре 
Этой точки и одинаково направленный с отрицательным лучом оси 2, 
целиком проходил вне области Ш), так как 


г а ыы 
= ый е^+, 
если 
х—а=гят 000$», у—В=гзтазш), 2—1 = 5039. 


Заметим, что, полагая, как всегда, Уф = (р, а, $), имеем 


Ио ($-- 1) =р, 5. ($- 1) =4, (49) 
т=а--рг, у=В-аг, =Т- 5. (50) 


Обозначим через Х ту область поверхности сферы единичного 
радиуса с центром в точке (о, В, 1), которую пересекают все лучи, выхо- 
дящие из этой точки и проходящие через точки области (открытой) ДР. 
Посредством уравнений (49) область » взаимно однозначно и непре- 
рывно отображается на некоторую область ® плоскости переменного 
.--20. Всякая непрерывно дифференцируемая в области Р функция 
от (2, у, 5) является непрерывно дифференцируемой функцией от (и,, о. г) 
в некоторой области пространства (и,, о., г), на которую взаимно одно- 
значно и непрерывно отображается область Д посредством уравне- 
ний (49) и (50). | 

Если в области О (и, ъ)^Уг, то и = -,), (и) 
голоморфна в области ©, причем производная этой функции отлична 
от нуля в области ®. Наоборот, полагая для всякой такой функции 
(и. )=и--®, получим (и, о) ^ Уг в области О. 

Доказательство этих теорем ведется так же, как и теорем 1 
и У $3; роль координаты # играет г. 

Таким образом, для а=+ у решения уравнений (1) $ 1 имеют 
вид / (и, Е #0.), где /(и, 12.) — любая аналитическая функция с ука- 
занными выше свойствами. 

Остается случай (45), т. е. случай постоянных р, 9 и $ в обла- 
сти.). В этом случае общее решение уравнений (1) имеет вид ] (и, | 10,), 
где и, +20, определена в $ 1 (пример 4), так же как и }. В самом деле, 
так как фхе=ат ($1) (@ считаем, конечно, неравным нулю), то, напри- 
мер, координаты 5 и у любой точки области ) будут линейными функ- 
циями от и,, ©, ид (или у и 2 являются линейными функциями от и,, 5, 
их ит. п.). Таким образом, вся область О играет роль окрестности В 
любой своей точки ($ 3) и общее решение уравнения (1) для данного 
постоянного вектора а имеет вид (и, Е 10,), где ] — произвольная ана- 
литическая функция, голоморфная в области @, соответствующей ука- 
занной окрестности В, причем производная этой функции }(и,-|-12,) 
отлична от нуля в области 9. 


$ 6. Решение задач: Пи Ш 
Задача ПП решается сразу с помощью формулы 


9=Р © м-р (9 (9 =0. (51) 
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и аналогичной формулы для } (и — 10). Из (51) следует (У5)* =0, — усло- 
вие, необходимое и достаточное. Приходим к уравнениям (3) $ 1, 
причем, конечно, рассматриваем такую область О, в которой $ — гар- 
моническая и ее градиент отличен от нуля. Поэтому выполняется 
условие (2) $ 1. Эти гармонические функции можно получить методом, 
предложенным С. Л. Соболевым (°) и В. И. Смирновым (*) для нахо- 
ждения комплексных решений волнового уравнения. 

Переходим к решению задачи Ш и докажем сперва некоторые 
свойства функций и (7, У, 2) и 0 (х, У, 5), непрерывных в какой-нибудь 
области 2 и непрерывно дифференцируемых в некоторой точке Р этой 
области, причем градиенты этих функций предполагаем отличными 
от нуля в точке Р. Мы скажем, что эти функции обладают свойством 
М (и, ©) в точке Р, если для всякого направления { найдется такое 
направление 2, ортогональное к 0[, что в точке Р имеем равен-. 
ство (М) $ 2. Легко доказать, что из свойства М (и, ©) в точке Р сле- 


дует, что в этой точке Уи | Ух. В самом деле, пусть { — направление 


и 
Ус в точке Р. Отсюда и из (М) следует, что в точке Р —=0 и, зна- 


д 

01 

чит, Уи 1, т. е. Уи ГУ. Наоборот, пусть в некоторой точке Р 
> > 


> 


Уи | Уз. Полагаем |Уо |= в | Уи|. Пусть е,, е,, е. —орты векторов Уи, 
Уь, УихУо. Возьмем какой-нибудь луч [, выходящий из точки Р, 
и обозначим через 1 угол этого луча с вектором Уи. В случае р >1 
рассмотрим все такие лучи ^, выходящие из точки Р, для которых 
| Уь | с0; 8 = | Уи |с0з1, где 8— угол луча ^ с вектором Уь (0<{ <т, 


0<8<мт). Поэтому в точке Р 
ди 0% 


9 => А? 62) 

для ортов [и Х лучей [и »Х находим 
1= е, сое, эт усоза-е, т у тя, = 
Х=е чп бзшВ-е; соз8 + е, 11 8 с0$В, т 


где & (соответственно, В) —угол геометрической проекции вектора 7 
на плоскость (е,, е.) с вектором е, (соответственно, угол геометрической 


проекции вектора ^ на плоскость (е.,е,) с вектором е,). 
ТЕОРЕМА 1Х. Свойство М (и, о) в точке Р есть необтодимое 
и достаточное условие того, чтобы в этой точке было 


Уи 1 Уь, |У5| >| Уи 


Доказательство. —1. Сохраняя введенные обозначения, пока- 
жем, как выбрать из всех лучей ) такой луч Е, который был бы орто- 
гональным к данному лучу Г. Условие ортогональности лучей [и 2 
на основании (53) может быть записано в виде 


а со В 6 з1ш В = с, (54) 


`(а = пят т, 6 = 60373118, с = — 31 у с089 6035). 
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Здесь а, 6, с— данные числа, В— искомое число. К уравнению (54) 
присоединяем уравнение, определяющее угол 6 (один и тот же для 
всех лучей ^ при заданном луче [: 


6088 = и с05{. (55) 
Мусть теперь в точке Р имеем: либо 
| Уз! > | Уи, (56) 


либо 
[о | = | Уи (57) 


Из (55) и (56) или (57) следует 
а 6; 


значит, луч Е существует, так как уравнение (54) с неизвестным В 
имеет действительные решения. 

2. Наоборот, из свойства М (и, ©), как мы уже отметили, следует 
ортогональность градиентов данных функций, а также при произволь- 
ном ‘7 имеем (55), откуда получим (56) или (57). 

Следствие. Если функции и (х, у, 2) и 0 (т, у, 2) обладают везде 
в области О свойствами М (и, о) и М(о, и), то эти функции удовле- 
творяют условиям (3) $ 1 везде вр. 

Тем самым и решена задача ПЛ $ 2. 


8 7. 0б аналитических функциях двух аргументов 


Даны две комплексные функции 
а р, =, о, (58) 
гармонические в некоторой области 0, причем либо обе эти функции 
имеют вид (8) $ 1 (в случае различных точек (а, В, у) и лучей* Г., про- 
ходящих вне области Д,, — см. $ 5), либо одна из функций имеет вид (8) 
(и луч Г, проходит вне 0), а другая —вид (11). 

Задача. Какие аналитические функции }(5,, 5,) будут гармони- 
ческими в области О, как функции от (5, у, 2) (считая, конечно; что 
эти аналитические функции — регулярные для значений (,, ©,, соответ- 
ствующих точкам области Г)? 

Для решения поставленной задачи будет доказана 

ЛЕММА. Из комплексных векторных равенств 


> 


@- 0) =0, (рем) =0, (а (р--м)=0, (59) 


> > 


> > > > 
следует компланарность векторов а, 6, р, 4 (считаем векторы а и в 
отличными от нуля). 


* Напоминаем, что лучом Г, для функции 
фа (у— 8) 
т 
мы назвали луч, выходящий из точки (а, В, 1) и имеющий направление, противо- 
положное оси 3. 
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Доказательство. Равенства (59) понимаем, как равносиль- 
ные следующим равенствам: 


ит ВОВА ВЕН (60) 
а-р=ь-94, а-а-6-р=0. } 
Пусть теперь с =ахф. Можем написать 
р=оа-- 6-е, а=зач ото, 
где а, В, ...— некоторые скаляры. Находим а. р, ь. 4, а. 4, в. р, 


и из (60) получим тв } 
а’ = В% =— 4’, 


> -> 
откуда и из равенства /-49=0 получаем у. 1’=0. Из последнего 
> 


> > > 


равенства вследствие равенства модулей векторов а и $, а также риф, 
следует, что 17 = 1’ =0, и лемма доказана. 
Следствие. Для рассматриваемых функций 3, и <, равенство 
3. У%=0 не может иметь места в0 всех точках какой-нибудь обла- 
сти, расположенной в РО. 
В самом деле, во всех точках области Ш (ввиду равенства (3’) $ 1) 


(5 =0; (9 =0. (61) 


С другой стороны, градиенты функций <, <, могут быть компланарными * 
в некоторой точке области Ш) только в случае совпадений Г-линий 
функций (58), проходящих через эту точку ($ Зи $4). Отсюда и из 
свойств Г-линий функций (58) ($ 4) и получается доказательство след- 
ствия леммы. 

Теперь поставленная выше задача легко решается. Имеем 


9] 97 лк | 8" 0 0 ив 
А} (С,, <») 5 96, Аз, =Е 06. А, 06 (У,)* Е ыы (У) Е 2 Е. УЗ Г У, 


Откуда и в силу гармоничности функций (58), а также из следствия 
леммы следует, что ] (5, С,) имеет вид 


Е (<) +Ф(,), 


где РГ и ФЪ— аналитические функции. Таким образом, привлечение 

аналитических функций двух комплексных аргументов нисколько не 

расширяет класса построенных нами комплексных гармонических функ-. 

ций, которые характеризуются тем свойством, что аналитическая функ- 

ция от любой из них— опять гармоническая функция от х, 79, 2, причем 
= ыы 


имеют место уравнения (1) $ 1, т.е. вектор атакой, что го а=0. 


$ 8. Свойство трех понарно сопряженных фувкций 


Мы назовем три функции от (2, у, 2) попарно сопряжен- 
ными в некоторой области, если градиенты этих функций в каждой 


* Градиенты функций <; и ©, называем компланарными, если компланарны гра- 
диенты функций: и, %,, ш,, %,. 
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точке области попарно ортогональны и имеют равные модули, отлич- 
ные от нуля. 


ТЕОРЕМА Х. Всякие три функции, гармонические и попарно сопря- 
эженные в некоторой области, суть линейные функции от х, у, г. 


Доказательство. Пусть и, ©, %—три функции, гармониче- 
ские и попарно сопряженные в некоторой области 0. Существует такой 


вектор а, что в области Д (и, 5) а ($ 1), причем везде в р ах гора =0 
($ 3, теорема У). Так как везде в О вектор а коллинеарен Уч», то най-. 
дется такая функция ф (5, у, 2), что а=УФ и поэтому имеем в Д урав- 
нения (1) $ 1. (В самом деле, а. гофа=0, а отсюда и из теоремы У 
следует, что везде в ДО г а 0). Кроме того, я =} ($), а потому А = 


а? : а 
= (Уз) :. Дф. Следовательно, везде в области О 


42} Ся 
ва (УФН, 40. (62) 

Далее (в силу теоремы УП $ 5), либо ф =  г-с, * либо ф— линей- 
ная функция от х, у, 3. В первом случае из (62) найдем 


® = ин е (0); (63) 


но этот случай невозможен, так как функция (63) не может иметь 
сопряженной функции, хотя бы и ине гармонической, относительно 
какого бы ни было вектора, т. е. не существует такой функции ] (х, у, 2), 
чтобы во всех точках какой-нибудь области было: (У%)* = (\/)*, Уж. У] =0. 
В самом деле, из второго равенства следует, что /— функция от 
а у—В 
2—1 2—1 
а потому во всех точках прямой 


› где д, В, / — постоянные, те же как и в выражении для г, 


х—в=4, у—В=М, д—1=0 


имеем 


(и =я, (9) =а, 


причем А и В не зависят от параметра #. Поэтому-то модули градиен- 
тов функций ® ири не могут быть равными во всех точках любой 
области. 

Остается второй случай: ф — линейная функция от х, у, 2. Но тогда 
из (62) следует, что %— линейная функция от х, у, <. Аналогично 
доказывается линейность остальных двух гармонических функций. 

Заметим, что №. Слогапезсо (*) в 1932 г. указал, что три гармони- 
ческие функции, градиенты которых имеют равные модули и попарно 
ортоговальны во всех точках области их регулярности, являются ре- 


+ Здесь г=У (а) (у—В)*+ (2—1. 
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шениями задачи: для каких трех гармонических функций (трех аргу- 
ментов) и, ©, % функция 
1 


Ум ею #-+У 


будет гармонической при всяких значениях действительных параметров 
Х, в, у. Однако №. Слогапезсо не доказал существования таких гармо- 
нических функций. 

Из только что доказанной теоремы следует, что эти гармониче- 
ские функции — линейные; получим банальный случай триортогональ- 
ной системы плоскостей. 


Поступило 
3. УП. 1944 
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У. ЕЕООКОЕЕ. ЗОВ ГА МОМОСЕМЕТЕ ОАМ$ Т'ЕЗРАСЕ 
ВЕЗОМЕ 
06312 п0пз раг6ойё 4апз се ди! зи16 раг и еб о (ой Р её 0) 4ез Гопс- 
Чопз гёеПез 4ез уаглаЪез гбеПез х, у её 2 ипШогтез её сопыпиез 4апз 


уп Чоташе ДР а131 дие ]еигз а6г1убез рагыеПез азда’аи зесоп огаге. 
№1$ аПопз ёстаге 


иго а (1) 
& соп41оп Ча’оп а ройг сфадие рошё 4е Р: 
Уи = Уха, Ур=ахуи её Уихуь 

п’езф раз пи]; а ез6 ип уесбеиг (опсМоп аа ро (х, у, 5)) ег = 14. 
П е36 в6у14епё дие ропг аа’ипо ГопсМоп и-- 22 роззё4е се месбеиг а, п 
ез® пбсеззалге еб заН1зап® фа’еп сфадче ро 4е О оп ‘ай 

Мио = 0, (М8). (№) 0. (2) 
Сейе ргорг164ё (2) езё битуа]етие а 1а ргорг16\6 зи1уае: ип рошё 
дае]сопцие М дер 6апё 4оптё, 11 ех1\е роиг спадие гауоп [ 135а де М 
° ца гауоп # (1зза 4е М) 41, ди’оп ай: 


Аи, 
2 о (еп се рош® М) её Уи = 0. 


Ветагоиопз дие ]ез Ёопс10п$ и её с фи роззёЧеть ]а ргорг16е (2) 
реауеп® & те пагтоп1иез ой поп Ч4апз О. Раг ехетр]е, и=У ту’ 
еб о=2, оц и=2* + У’ —2', о=22И 1' Ру’ ев. Се]а розё, |’ащеиг раг- 
у1епь а абтопйтег 1ез Пбогётавз зи1уап: 

1. Га геамоп (1) 66ап Аопоёе оп а 


о 
ропг 1юще {юпсмоп апа1уйдие ] (и -- 22) поотогрие её ауапё ипе 46г1уёе 


поп пиПе роиг |ез уайеигз 4е и-- 22 4апз РО. 
2. П гёза\е а4ез ге]а 1 опз 


итюла Рю ла 
ди’ ех5е ип сегбала Уо1тасе В 4е свадие ро! 4е РБ №1 дие Р--:0 
е56 пе {опсМоп апа]уйдие 4е и-- 12 дапз В, по]отогрье еб ауапё ]а 


ёг1убе поп паШе ропг 1ез уа]еигз 4е и-- 22 Чапз В. 
3. $0 и-Е 1 > Уф (х, у, 2), ©’е54-д-@те оп а еп свадие рошё с^ Б 


90% 0% 9$ 09% 

‚ди 9 вр" о. бу 02 
0 |9 4%|?’ 4% |0 ди 
Е о 

. 0% 0% 9ф д 
би _| 02 02|. 0% _| 08 0 
ву — 9% %|’ ду |ди ди 
9# дх д 95 

0% 0% 9$ 0% 

ди (102 95| 068.102 9 
62 |4 |’ 02 |ды ди 
22 ду я 
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(е6 Уш езь а6гепф 4е 26го Чапз Р).Тощйез 1ез ЁопеМопз и, о е6 ф 4и1 
убгИ1еп\ сез бдчаймопз 416тепыеез зопё 4е а огте зиуатце: оп Ыеп 
ЕФ=г=И (@—а)* + (9—8 +@—1), 

а, В ебу 6фапь Чез сопзфап\ез гбеез агрИгатез, од еп ф езё пе {опс- 


И оп Плвайге 4е х, у, 5. Га опеМоп и -- 22 езё пагтоп1 ие её и-- 2 =} (9, 
ой | (5) ез ипе {опсмоп апа!уйаие агЬИта1ге её ой оп а: ой еп 


„ _ за ув 
НЯ АНА 


(Чапз 1е саз ф =г), ой еп 
$ = а бу - сз, 
а, 6, с 6бап\ Чез соп зб апбез сотр]ехез агталгез & соп4Итоп а? - 5 с? = 0 
(а ГопсИоп ф бат Ипбашге еп х, у © 3). 
4. Тез Топсмопз и, о е 9 вагтоп1аиез 4апз ип доташе её у уёг1- 
Пашь ]ез валайопз: 
Уи-Уо = 0, Уь.Ую = 0, Уи-Ух = 0, (Уи) = (У) = (Ум) 


зоп{ пбсеззалгететь ]ез ГопсИопз Ипба1гез 4е 2, у © 2. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГЬЕТ1М БЕ 1`АСАРЕМ1Е РЕЗ $ЗС1ЕМСЕ$ ОЕ 2ОВ$5$ 
Серия математическая 9 (1945), 275—290 зёме татеётаЙдие 


Н. И. АХИЕЗЕР 


0 НЕКОТОРЫХ ФОРМУЛАХ ОБРАЩЕНИЯ СИНГУЛЯРНЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ 


(П редставлено академиком (С. Н. Бернштейном) 


Предметом настоящей статьи, примыкающей к одной из моих 
заметок (*), являются формулы обращения сингуляряых интегралов, 
когла область интегрирования есть система интервалов числовой оси. 
В отличие от других работ (?), злесь не требуется, чтобы функции 
удовлетворяли условию Нб14ег’а, а рассматриваются сингулярные 
интегралы, как операторы в гильбертовых прострёнствах суммируемых 
функций. Существенную роль в этом исследовании играют некоторые 
ортогональные системы полиномов, которые выступают здесь вместо 
функций с0$п@, эт пб (п=1, 2,3,...), как известно, переводимых 
оператором НИЪег’а 


т 
а (’ 9 
Нй=— \ Е (9) св а 
т 


соответственно в 9110, —с05 пб (штрих у знака интеграла означает, 
что интеграл рассматривается, как главное значение в смысле Сапсву). 


8 1 
Обозначим через Е ограниченное точечное множество, состоящее 
из конечного или бесконечного числа открытых интервалов 


РАС) (а, Ь,), (а,.,, Ви, 1), С (а, = Ь, ь- а), 1). 


Будем говорить, что определенная на множестве Е суммируемая 
функция р(2) >=0 принадлежит классу А, если почти всюду в Е 
существует 

= о р) 

р) 14 

Е 
(функцию р(2) называют сопряженной с р(5) в смысле М. В1езг'а) 
и если почти всюду в Е 
ы 


р (1) =а-Нвя — У, дак? 
К 


где в > 0, в, >0, числа а, вещественны, аЕЁЕ, и число этих точек 
а, в каждом дополнительном к Е ‘интервале конечно (при этом сумма 


в правой части вообще может отсутствовать). 
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ЛЕММА 1. Если обе функции р(т), (=; @ ЕЕ) принадле- 
кат классу А, так что почти всюду в Е 
УЕ 


_ ра=а-ье— т а = — Ув, 
к 


т— “к 
К 


то совокупности 5.= {9}, 5в = {В,} не имеют общих точек и 
В=0, у=0 ела №0 
в=—= ==), ОДА Ре ==) 


УЗО. бели бы =0 &—0. 
ЛЕММА 2. Если р(2)ЕА и если функция 4 = (ФЕВ) при- 
надлежит Ге при каком-нибудь г> 1, то 49(2)ЕА. 
Доказательство. Рассмотрим функции 


4 
РЕ аи Умар, (9) 
Е К 
1 и) У 
=> аи | о в, В— у: (2) 
Е 


Они регулярны в верхней полуплоскости. Кроме того, предельные 
значения этих функций почти всюду на множестве Е существуют и 


равны 


(=) р Уи -афвт= — р, 
Ё р 


с=ч® фм + УВ = — М). 


Л ы 
А так как ({52)= Не (хЕЕ), то по теореме единственности 


Е (2)С (>) = —1, 


откуда справедливость леммы 1 вытекаст без всякого труда. Перехо- 
дим ко второй лемме. Возьмем фулкцию (1). Ее мнимая часть в верх- 
ней полуплоскости отрицательна. Тем же свойством обладает и 


функция 


и мы должны показать, что эта функция С (5) допускает представле- 
ние (2). Опираясь на известную теорему теория функций, нетрудно’ 
убедиться в том, что С (3) во всяком случае допускает представление 


1 \ 4® (и) 


8—4 


) 


где о (и) — некоторая неубывающая функция ограниченной вариации, 
непрерывная на концах каждого из интервалов, входящих в Ё, а 
параметры удовлетворяют условиям, которые входят в определение 


класса А. 
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Если (а, 6) —один из интервалов, образующих Е, то, в силу фор- 
мулы обращения Зе] ез’а, при а<и<Ь 


ОВ в (@)— Ша беса 


1—>-0 


Но при > 0 


ь 
1 74а (5) а® 

я п \ [и— 9)? - 4? 

. а 
те. * 
\ (ив) Е? [ 1 7 4% | 

п ) (и—5)* +17 

а 


Поэтому при о. О<я<ё—а 


< инд о + =04:) (С<16). 6) 


а 


Так как, в силу предположения, 4 (2) Е Ге (г > 1), то 


з|- 
к : 


{абы дан} < м [бога аи] — {фота} 


а - 


следовательно, на основании (3), существует такая константа К, что 


ь 
\ Си Гаа<К (0<1<ь—а. 


А поскольку почти всюду в Ё 


$ ы 
в. Г. ии = о = —8 (и), 
то 
1 \ 16+ т)уаг= 20 << 5 
1-20 


и предоставление (2) доказано. 


Замечание. Если р(2)ЕА и р(2)Е[к (г>\1), то ни одна из 
точек множества 5, не может быть концом какого-нибудь из интер- 
валов, образующих Е. Действительно, ь силу теоремы М. В1езг’а, 


при р(2) 1% (г> 1) 
| [2 (=) аз < ®. 


Е 

В В мы всюду будем предполагать, что обе функции 

а 9) —_ (ЕЁ) принадлежат классу А, и будем придержи- 
ваться обозначений леммы 1. Кроме того, положим 


х 


Г й, р (04+ Ув; ‹®Ф=т о а.04-+ У», 


6:<х = В;<х 
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где 
р (ЕВ). | 9(7) (ЕЕ) 
НЫ 0 (ЕЕ) 

введем также гильбертовы пространства [7 {4 (х)}, 1/7 {а* (2)} со ска- 
лярными произведениями 


=] 
р, (1) | 


\ло@е®, \вфыюа 


В этих пространствах построим полные ортонормированные системы 
полиномев {Р, (2)}, {0 (1)}©. 

ТЕОРЕМА 1. При сделанных выше предполоэжениях почти всюду 
в Е ив каждой точке мномсества 5в, не принадлежащей Е: 


©, Р (1 О (2) (в р - 0), 
\ р ав = 31910. 0 (т) (в=0, «0, 
—© Е | — О: (=) (0-0 & = 0), 


и, равным образом, почти всюду в Е и в каждой точке множества 5, 
не принадлежащей Е: 


с о (6) а (+) (р — 0), 
\ р 4х (1 = — 120 а. Р,„ (7) (и=0, «+ 0), 
ых а (2) (и=0, «=0). 


Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая в > 0. 
Полагая 


т в = Ра. 


так что Ра (2) есть многочлен степени п— 1, будем иметь 
С Г, (0 ы 
} +42) = Рь(@) (Р (д +а- ва} — РА (9. 


2—$ 
— < 


Отсюда почти всюду в ЕЁ 


(ее) 


И Че (0) = ава) Р, (2) — РА(®) 
и, кроме того, если &Е5;, ЕЕ Е, то 


== 40 (0) = а Р, ®— 21, 
так как ды 


8 (= 
Таким образом, остается доказать, что 


(х + 52) Ра (3) —Р; (2) Ка бы (2). 


На основании общей теории ортогональных полиномов 


и Ен (2) 


Ра = } ПИ НО (=) @=0,1,3,..). 


к 
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Отсюда 


) и =б в - РЕ -ЕЕЫ В +0 (вяз) 
(п =0, 1, 2,..ъ): 
Это соотношение показывает, что 
(* ь=) Р‚ (=) — Ра (5) = Ё, Ов., (2) (п=0,12,...), 


где Г, от 3 не зависит. Так как Г,„>0, то ` остается доказать, 
Си 709 


Положим 
\ и" с (и) = 5», \ и^ < (и) = &, ( =0, 1,2, ...). 
Так как 
а ео 
и 
: Г [А Г 

то 

в =1, = — 9, Ы, —= — 9, + бой, 4 

иЁ, Е — 94, | 5% 1 $12 0) в. = — 91, $0 Е $.Ё, - $26, И Тч ( ) 


С другой стороны, полиномы Р, (2), Рк(2) удовлетворяют одному и 
тому же конечно-разностному уравнению 


= 6, Ук - аук ая В Ча (К = 1, 2, и :) (5) 
где 
[и == ВЕ > 5 И 55. —5} т 
50° 50 
причем 
Рь(@ = = Р. (==, РР: (2) =0 Ро И". 
0 5. ) 1 ь, Ух ) 0 ) 1 о 


Полагая в уравнении (5) 

ук=@-Ев2) Р, (2) — Р.@ = 1,18) (&=62,3,...), 
найдем, что 
оо ИНО а бы ЕН ыы в =1,3, ...). 
Сопоставляя это уравнение с уравнением 


2Ок+1 (2) = В.О, (2) | Аки Окна (2) в Ок+з (=) (К=0,1, 2,...), 


которому удовлетворяют полиномы (©, (2), находим, что 
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Е ((=4,2%...), 
Г, 
= =2,3,...) 


Сравнение этих формул дает 


Да: ПЕ 


Далее, основанное на соотношениях (4) вычисление показывает, что 
В,=6., и, значит, 

С: =1.. 
Наконец, 


п= (ани Р, (и) — Рубаки (ар ры). 


Поэгому 
РАО 12 


и наше утверждение доказано. 

Желая рассматривать функции, определенные только на множе- 
стве Ё, введем гильбертовы пространства Са{р(1)}, ГЕ{9(х)} со ска- 
лярными произведениями 


\ 2 (2) 1, 2 @)4=, \афыфь@) ат. 
Е Е 


Далее, обозначим через Н {р(5)} совокупность всех функций ] (7) из 
Ге {р (2)}, которые ортогональны функции 


1 


%$^— 6 


при каждом сЕзв и еще функции (1), если у > 0, и аналогично опре- 
делим Н {9 (2)} С ГЕ {9 (%)}. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть обе функции р(х), 9(х) принадлежат 
Г.в (г> 1) и пусть, кроме того, ни одна из точек 
а=Ита, 6=Им В,, 
если Е состоит из бесконечного числа интервалов, не принадлежит ни 
5., ни 5в. Тогда, какова бы ни была функция в (2) ЕН {4 (х)}, уравнение 


вери ба (6) 
Е 


имеет (почти всюду в Е) решение ](х)ЕН {р (=)}; это решение в суще- 
ственном единственно и дается формулой 


1 {2 
Гея ао ба (7) 
Е 
почти всюду в Е. 
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Даваемое соотношениями (6), (7) отображение Н {р (х)} на Ну а (х)} изо- 
метрично: 


р(з Ад Рае \ 9 (2) |8 (9) 42. (8) 
Е Е 


Доказательство. Ограничимся рассмотрением того случая (см. 
лемму 1), когда и=0, х 0, причем для определенности примем, что 
«> 0. Убедимся прежде всего в том, что оператор 


Тр УрО (РЕЕ) 
Е 


определен всюду в Гу {р(5)}, и что его область значений принадле- 
жит [5 {9 (х)}. Так как р(з)ЕБЕ (г>1), то из [(2)ЕГЕ{р(2)} сле- 


дует, что р(2)] (т) Е [7}!. Отсюда, на основании известной теоремы 
М. К!ез2’а о сопряженных функциях, вытекает, что интеграл (6) суще- 
ствует почти всюду и представляет функцию. 2 (7), для которой 


ее < ес г} НУ лед еае 79, (9) 


Е 


где А, зависит только от г. Доопределим функцию ](х) на множе- 
стве 5., полагая } (а;)=0, и введем в рассмотрение ряд Кочгег функ- 
ции ] (7) 
со 
1(=) > У, си Ри (7), 


т=0 


где 


со 


= \ 9 Р,„(0) 4 @=х \р (2) 1 (2) Ри (2) ат. 


— < Е 


Положим, далее, 


п 


Г Е» т Рт (2). 


т=0 


Тогда почти всюду в Е и во всех точках множества 65 


п 


йл (2) = м 9) = У 0». 


— < т=0 


28 


При этом 
т (5) = п (2) Ч № (=), (10,) 


где 


- п нь ( 
а о-х ри, ыы 
Е 
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Но в силу (9) 


ао вы боеииь <в, { ред, т}; 
Е 


Е 


следовательно, 


Чао те (о) — ва (ет ад 0. о.) 
п->осо Е 


С другой стороны, для любого ЕЕ 


|, (2) [< НЕЙ Е и} | И(е-— уР49(е) 


откуда 
Ш №, (2)=0. (10,) 
Наконец, 
1 (2) — Ане ах «= У [ок 
— со К=т-1 
откуда 
то \ В, (2) — Ви (2) Вах (2) =0. (10,) 


Сопоставляя соотношения (10) между собою, мы приходим к выводу 
что 8 (2) Е Г {9 (2)} и 


8 (т) сы %} Ст [3 (+). (14) 
К=0 


Если мы будем определять функцию 2(5) с помощью (6) не только 
на множестве `Ё, но и в точках множества 5з, то найдем, что 


8 (8) = У ск О» .). 
к=0 
Действительно, ряд 


У 108.) | 


к=0 


сходится и, в силу теоремы 1, 


УХ 0 в)= | 1) х Рь (2). Ол (В, 4 (2) = т Г 43(*). 
К=0 — со — с 
Мы видим также, что если [ФЕ Н {р (х)}, то & (5) обращается в нуль 
во всех точках множества 53. Поэтому, в силу (11), имеет место равен- 
ство (8). Покажем еще, что 2 (2) ЕН {4 (2)}, т. е., чтое (2) ортогональ - 
на — для всех ©, Е 5%. 
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Имеем снова, в силу теоремы 1, 


ее аа | а (= ХР.) = Надо. 


п 2 — а; 
*=0 
Окончание доказательства труда не представляет. 
82 


Переходя к примерам, примем вначале, что Е состоит из консч- 
ного числа (конечных) интервалов 


(а,, Ь,), (а., Ь.),... ‚ (ам, м) 
и положим 
ем ; 
в(а=уУ —[ 0 ЕВ 


$=41 


Пусть 


рва)... (ети) "т, 


м1 
причем каждое =; равно 0 или 1. Эта функция, как. и4(2)= (5 : 


принадлежит классу А, причем 
Р(2)=1, 9(9)=—1 (ФЕВ), 


а также пространству Ге при 1<г<2. 
Ортогональные полиномы, отвечающие весам р(х), 4 (1), являются 
обобщением полиномов Чебышева 


вт( + 0 с05 ("+ в 
2] 


(х=60$ 0), 


1 ы 
$10 —0 05 — 8 
9 о 
г 
для которых общая теорема 1 непосредственно связана с упомянутым 
во введении свойством оператора НИЪегг’а. 


Беря 
ровнее)". ые 


найдем, что 


М М 
р(2)=г—а,— - У (6. —а.)— р ек-1 (@.. — бь-1), а (2) = 0: 
= 


Е &=3 


Соответствующие ортогональные полиномы являются обобщением поли- 
номов Чебышева 
т (п -- 1} 0 


т ВО 080 (21-6080). 


Применяя теорему 2, получим некоторые формулы обращения. С по- 
мощью надлежащего дробно-линейного преобразования можно перейти 
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от этих формул к формулам обращения для случая, когда Е содержит 
бесконечный интервал. 

Вот относящаяся сюда простейшая 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Е состоит из М (< со) интервалов 


@, 6), (а, 6,),..., @м 6) (@, > —00, 6%), 
и пусть 
| И И а, >, в <), 
р И Ца, вн = ©}, 
| Е к, обоин 


Тогда, какова бы на была функция в (т) Е ГЕ {49 (х)}, уравнение 
=. Е (0 
8(2)== \ р(() 4 (почти всюду в Е) 
Е 
имеет в существенном одно решение }(2) Е ГЕ {р (2)}; это решение 
дается формулой 


=) в Ра (почти всюду в Е); 


Е 
при этом 


рае) Че $ а (2) | (у 42. 


Е Е 
Подвергая переменную преобразованию 
0 
= ‚ 


получаем фо’мулы обращения интегралов с ядром ИПБегР’а. Соответ- 
ствующее предлолт. лие удобно представить в следующей форме. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть Е состоит из М№М(< сэ) интервалов 
(,, В,), (*., В»), С (% м, Вм), 
< а < ан <Вк<т, 


где 


и пусть 


р (8) = 


Е 50—№..- 910 3 @— Вы) вет 
, 9 (0) — (6 


ай | : 
$11 = (8 —а,) - . . 51а 5 @— чм) 


, м 
= у (В — 4). 
К=1 


Тогда, каковы бы ни были функция } (6) Е [1 {р(0)} и константа А, 
уравнение 


оны. 4 (ф) св *— 8 (9 4*Ф- А (почти всюду в Е) 


ФОРМУЛЫ ОБРАЩЕНИЯ СИНГУЛНЬНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 285 


имеет в существенном одно решение в (0) Е Гл {4 (0)}; это решение дается 
формулой 


в р 


Е 


у) 4+ В (почти всюду в Е), . 


где константа В долосна быть найдена из соотношений 


вере у ое =Аыло, 
= \ 99) = (9) 4 — 5% \ р (9) 1 ($) ЧФ=В зто. 
Е Е 


При этом имеет место равенство 


_ 4$ 


РГ и о нь. 
я 


Е с05“ 55 


Далее, если Н {р (8)} есть совокупность функций Е (0) Е Гр {р(8)}, для 
которых 
\ Р9 (0) 40=0, 


Е 


и аналогичный смысл имеет Н {4 (8), то соотношения 


И а) се "ВС ($) Чф (почти всюду в Е) 


Э я 
С | р) в РФ) 4Ф (почти всюду в Е), 
у 


камсдое из которых является обращением другого, дают изометри- 


ческое отображение Н {4 (8)} на Н {р (6)} 
Замечание. Аналогичное теореме 4 предложение справедливо для 


интегралов с ядром 


83 


Рассмотрим теперь один интересный пример, в котором Ё состоит 
из бесчисленного множества интервалов (4,, 6,), концы которых имеют 


абсциссы 
а, = (—@а- 1), 6, = (ат) (п=..., —2,—4,0,;1,...), 
где 
1 
0 = а = 9 я) 
так что 
Юм а. == НмЬ,—=4. 


п--с п->со 
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Положим 
и ОУ р ПЕТРЕ Я ЕР ЕЕ рее 
ИХ А 55 (@—=) ЗВ (а п! — 5) зв (@а— п —-)__ 
р(т)= ПП ня В (@+Е) 1 5 (ап ЕЕ) в (абв ё 
=-— < п=1 


Е — — в 9, “°:ь) 


где 


= В=е Г 


$3, (и; )=2 Ивзт пи — „И № зт3Зти-. 


Мы будем для краткости вместо $, и;й) писать просто $, (и). Легко 


видеть, что обе функции р(т), 4(2)= принадлежгт [к при 


1 

р (=) 

1<г<2. Кроме того, легко проверить, что почти всюду в Е 
22) =1, а®)=Ь—1. 


Поэтому теоремы $ 1 имеют место. 
Мы можем написать следующие формулы обращения: 


вв=тУ \ ЕЕ с {в (и) + и) / (а) 4и, (1) 
п=-© —а-+щ 1 Им 
со а-- п $, (= аи 


9=- № ет {ст (и— — Ши} 2(и)4и. (2) 


а—и 
п=—© р 9, ( 1 


Соотношение (2) будем рассматривать, как уравнение относительно 
2 (&), и примем, что 


а 
9=е! `Ф(®, 
где Ф (5) имеет период 2 и удовлетворяет условию 


Е - 
со ат 3. а. я 


>. нй Е. т Ищи) Ф() 4и=0. 


Такое предположение допустимо, так как функция } (&) должна 
удовлетворять неравенству 


ь: 2 Иы( ЧЕТ. < 


ван 
2] 3, Е. о СВ? и 


левая часть которого равна 
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со ат 3, (“+ чаи 
х ке! |8) |", 
а—ц |5 св? и ) 
п=—© —а-+щШ 9, ( 1 


а в остальном произвольна. 
Решение уравнения (2) дается формулой (1), которая, в силу сде- 
ланных относительно ] (1) предположений, принимает вид 


1 г 9, (= ке ие) 
= \ — < Ф(и) р е {< (&—и— п) — 1} 4и 


также имеет период /. 
Поэтому из (2) следует, что искомая функция будет удовлетворять 
соотношению 


со аш 9 и аи 
У не) ет (1 — и) № (и) 4и=0. 


\ а—и 
Е ТЕ 


Суммирование встречающегося у нас ряда дает 


у а ы ра 8, (0) _ в (+ (а -ш) 
> оо 


Производя замену переменной $ =, мы получаем следующее пред-. 


ложение: 
ТЕОРЕМА 5. Имеют место формулы обращения 


`8, (а— и) 3 и 
О ЕЕ фи 
в (>) $, (а-+ и) $, (2— и) 


) 9, (аи) 8 Иды 
#(2)= в \ ЕЕ , («-=-$) 2 (и) аи, 
ТФ] ) И ве вы 
1 
где О<а< >. 


Этими формулами устанавливается изометрическое соответствие 
между пространством функций ] (2), для которых 
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- (2—2) . а 9 (++ .) 
\ тета И, И о 


—@& 


и пространством функций в(1), для которых 


Е 8, (ах) ы Ен (я +2) м (+) 
\ 9, (< 5.18 (®)| Е \ ее 9. (2 о 


6, 


Заметим, что из этих формул обращения с помощью предельного 
перехода й—>0 получается частный случай формул обращения с ядром 


НИфегр’а, рассмотренный нами выше (теорема 4). 
Поступило 
14. У1Ш. 194% 
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М. АКНГЕЙЕВ. ОХ ЗОМЕ ТХУЕВГОХ ЕОВМОГАЕ ЕОВ 51 ОГАВ ТХТЕСВАГ$ 
БОММАВУ 


Пепое Ъу Е а БоипаеЯ ро1п{-зе6 бпаб с0п5$13$ о а ИпЦе ог шН- 
пце питрег оЁ ореп п\(егуа]з 


-, (44, 6%), (@к+и, бека)... (@к< В < 9) 


[её из зау Ша а зашша Ме Рапе оп р(т) > 0 4ейпе оп Е Бе] овез 
40 Ме с1азз А И 


фест +) ыы 
ы) р 4 =р (т) 
Е 


ех13{3 а1103( еуегуупеге оп ЕЁ апа 1$ едиа! о 


ору — Хм, 


Я — ак 
К 
уреге м = 0, ш, > 0, «ЕЕ ап4 &5е пашрег о{ роз як ш еуегу ииег- 
уа1 сотр]етецагу 10 Е 13 Нице*. 


Тре ГапсИой 4 (т) = —— (т6Ё) 13 сопзеге@ 1охепег ми р(2). 


р (1) 
Те гоПо\жтте [аз аге езбарИзвед: 
(1) И р(®)ЕА апа 4 (2) ЕГЕ 10г а уаше г> 1, еп 9 (2) ЕА 
(11) И Ьоё р(2) ана 4 (5) Ъе1опс 10 А, зо ав 
* Те ассепф аф {Пе \цесга! еп теапз {1аф {Ме 1и(4есга1 1$ {0 Бе сопуаегеа 


аз \Ве рипс1ра| уаше зп {Ве зепзе о{ СаисВу. Тве ГипсЯоп р (2) 13 саПе@ соп.” 
д осафе {0 р(2) 11 Ве зепзе оЁ М. Влезё. 
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-_@ 


р =а- У т 4(®)= ие ы 
а1108% еуегумжфеге оп Ё, ффеп фе зеёз 5.={,}, 5в={В,} Вауе по 
сошшоп е]етепф апа 


8В=0, = 0) и в >> 0, 
В, У=0, Ны=0, а-50, у>0, М в=0, «0. 
ш умваё ГоПо\мз р(1) ап@ 4 (2) аге заррозе4 %0 Ъе]опз 10 &Ъе с]азз А. 


Те НИЪегф зрасез Га {р (5х)} апа ГЕ{а(х)} аге сопз4егед жив 4№е 
зса1\аг ргодис&з 


| 12 &@р(2)4=, \ Г за (фат, 
Е Е 


аз уме аз Фе НИЪегф зрасез Г^ {ас (2)}, Г7{а* (1х)} чИь \№е зса]аг 
ргодис{з 


} 12) #@) 4 (®), \ Газ (а), 
мреге ый 3 
(в) = ть р, (9 4+ У} в; *@®= \ + У у, 
{Бегеъу . ке Е - 


Г.Р) ЧЕ, _ {6 9() (ЕЁ), 
р. = Оо < ПОВ. 


ТНЕОВЕМ 1. Г] {Р‚(2)}®, {0,(5)}® ате сотрее отпопогттайлеа 
зу$ет$ о} ройупотна[$ ат [7 {ас (т)}, Гл {4 (х)} гезресоеу, еп 


в (0 Оп+1 (2) (№ > 0) 

Ре = 7 мата. 0, (2) (в=0, «+ 0) 

> — 01-1  (=0, а=0) 
айтоз$ё есегууйеге т Е ап ай езегу рой о} 5, “мей Чоез поё феопв 
0 Е апа кейте 


ео #) г в. п—1 (2) (> 0) 
= 4 =] фт Р, (8) (650, «+0 
Рича (2) (2 =0, «=0) 
(п=0, 1, 2,...; 0-1 (2)=Р-1 (2) =0) 
а]тозё еъегуйете ат Е ап4 ай еъету ротё о] 5., “Мей Ч4оез поё феопв 
ю.Е. 
Оепо{е Ъу Н{р(х)} Ве цобаШу о ГшпсНопз }(2) ш ГЕ{р(2)} Ва 


аге ог6робопа] 40 
а 


@=—>С. 


Гог еуегу сЕбв, аз. ме аз №0 1, Му>0. Тье зеё Н {9 (2)} С ГЕ {9 (2)} 
13 дейпеЯ апа]оомз]у- 


& Известия АН, серия математическая, № 4 
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ТНЕОВЕМ 2. биррозе фо й р(л), 9(т) феопе 10 [1 (т > 1) апа, т 
сазе Е с0пт51515 о} ап трпийу о} ищегоайз, по ройи 
а=Пша, ф=Июб, 
Бейопвз еййег 10 5. ог 10 5в. Тйеп, трайеоег 5еа ипсйоп в(т)ЕН {4 (х)}, 
йе едиайопт 
1 / 
вет р М (6) 
Е 


ра; а зошиоп | (т) ЕН {р(1)} айтозё еъегутйете т Е. Таз зошиюп 15 
ит дие (п еззепйа!) ап4 15 воеп Фу Ше рюттша ' 


(р \ч (0-9 4 (а шпозь еуегучвеге 41 2). (7) 
Е 
Тре тарртЕ о] Н {р(2)} ото Н {4 (х)} Чеегтатей 6у айе огтшщае (6) 
апа (7) 15 ёзотейчс: 


\ р(2) 1/9 Раз = \ ав). (8) 
Е Е 


боше рагаси]аг сазез аге {ат ег сопз14еге@ {Паё 1еа@ 10 а зепе- 
га]12ай оп 07 НИЪег’з огш]а ап@ 40 зоше {огиае соташтие Фе 
е1 Ирис $3-РапсИопз. Аз 10 {Ме 1а36 сазе {Ъе гоПожше Чтуегз1оп Гогаи1ае 
аге оБфа1тед: 


3 (0) ‚ Дея ев, (+ ЗЕ] 


а 
8 (т) =— 1 (у) ду, 
ь 9, 5 | 9, (а у) $, (5—9) 
с зу ® (ау) ® (у—2—= 
1 $ 0 1 1 о 
Пек А | ( У 
9, (=) о 9, (а—у) $, (у—х) - 


уреге О< «< 5 апа 


3, (и)=2 И № зтли— 2 ти -.. в т 
'Тьезе Гого] ае езёаЪ 113 а опе-10-опе соггезропдепсе Беё\уееп ве зрасе 
Е 9 Гапсйопз } (2), 1ог \Б1еь 


с 9, (а— 2) Са $, (а—‹) 8 (2 
\ 11 (2) 45 < с, \ я 
_в 9, (&- 2) —а $, (а 2) $: (2) 


ап4 фЪе зрасе С о! псйопз 2(х) засв &Ъа% 


С 8, (а 2) 2 С , (@-+ <) 9. (+= 5) 
) Е 
ТЬЫз соггезроп4епсе 13 1зотемс: | 


С $; (а—х) 2 к : (а >) 
\ Ир фра= = | ЕЯ [8 (9) 42. 


—@& 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУСГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ ОЕ [0В$5$ 
Серия математическая 9 (1945), 291—300 56е4е тапетайанце 


А. И. МАЛЬЦЕВ 
КОММУТАТИВНЫЕ ПОДАЛГЕБРЫ ПОЛУПРОСТЫХ АЛГЕБР ЛИ 


(И редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе находятся коммутативные подалгебры 'максимальной. раз- 
мерности всех простых комплексных алгебр Ли. Тем самым теорема 
Шура об абелевых подгруппах максимальной размерности группы всех 
неособенных матриц переносится на произвольные полупростые группы. 


Рассмотрим группу %„-: всех матриц степени п над полем ком- 
плексных чисел, определитель которых равен 1. И. Шуром (*) доказана 
следующая теорема: 

Наивысшая размерность абелевых подгрупп ступпы 9%,-: равна 
[%] . При п> 3 абелевы подгруппы этой размерности переводятся 
друг в друга автоморфизмами У, _1. 

Группы %„_, образуют одну серию простых комплексных групп 
Ли. Естественно возникает задача о нахождении абелевых подгрупп 
максимальной размерности во всех остальных простых, а тем самым, 
и полупростых группах Ли. Решение этой задачи составляет предмет 
настоящей работы. В дальнейшем вместо групп удобнее рассматривать 
их алгебры Ли, и речь идет о нахождении коммутативных подалгебр 
наивысшей размерности. 

Пусть С — простая комплексная алгебра Ли, А— какая-либо макси- 
мальная коммутативная подалгебра, аЕА. Элемент а можно одно- 
значно представить в форме г- &, где [7] =0, { — нильпотентный и г— 
семирегулярный элемент С ((*); стр. 108). Из [44] =0 вытекает [гА] = 0. 
Так как А максимальная, то ГЕА. Следовательно, либо все элементы 
А нильпотентны (г=0), либо А содержит по крайней мере один семи- 
регулярный элемент. Покажем, что основным является первый случай, 
в то время как во втором случае дело сводится к нахождению макси- 
мальных коммутативых подалгебр в простых группах низшей размер- 
ности. Действительно, пусть ГЕЛ, где г— семирегулярен. Совокуп- 
ность элементов С, перестановочных с А, образует полупростую алгебру 
ЕС С, которая распадается в прямую сумму простых алгебр С,,..., С, 
низшей размерности и эще, может быть, некоторой коммутативной 
подалгебры В. Алгебра А содержится в ЕР. С другой стороны, ясно, 
что максимальные коммутативные подалгебры ЁР представляют собою 
прямые суммы максимальных коммутативных подалгебр С;. Таким обра- 
зом, главная задача сводится к нахождению абелевых подалгебр макси- 


4% 
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мальной размерности, все элементы которых нильпотентны. Основной 


результат дает следующая 

ТЕОРЕМА. Каждая простая алгебра Ли, за исключением В., О., 
С,, с точностью д0 автоморфизмов имеет только одну коммутативную 
подалгеб ру наивысшей размерности с нильпотентными элементами. Эта 


размерность равна [*] для алгебр Ап_1 (п > 3), > п(п— 1) 1 для 


В,(п> 4), 1 пп 1),для Сь, > пп 1) для 2, (п>4) 16, 27, 36,9, 
5 соответственно для Е’, Е, Е., Е., В.. Алгебра В. имеет два класса 
сопряженных абелевых подалгебр наивысшей размерности 7, О, — два 
класса размерности 6 и С, —три класса размерности 3. 

Цля вывода теоремы придется воспользоваться следующими заме- 
‘чаниями. Пусть С— заданная простая алгебра, Н — ее максимальная 
регулярная абелева подалгебра. Из теории полупростых алгебр из- 
вестно, что в С существует специальный базис вида 


ИЯ 1, С РА: 


где в качестве индексов &,, ..., @. удобно брать некоторую систему 
векторов из линейного пространства Н. Векторы 9; называются кор- 


нями С. Таблица умножения имеет вид 
[йе«] 5: (й, х) ео, [ев] = Йа, [еев] 5 Мо.веав, (1) 


где РЕН, №. 3 =0, если & |+ В не есть корень, и №, в +0, если «+ 8— 
— корень. Выбираем в Н такое направление, чтобы корни &,, ..., 9, 
имели различные и отличные от нуля проекции, и считаем тот из кор- 
ней большим, проекция которого на это направление больше. В част- 
ности, положительными считаем корни с положительными проекциями. 
Совокупность элементов С, имеющих вид а,е.--... Кате, (я; > 0), 
образует нильпотентную подалгебру, которую будем обозначать М. Под- 
алгебра В =Н-- № является максимальной разрешимой подалгеброй 
алгебры С. 

Пусть Аб— некоторая коммутативная подалгебра С с нильпотент- 
ными элементами. Так как А заведомо разрешима, а все максималь- 
ные разрешимые сопряжены (*), то А сопряжена с некоторой подалгеб- 
рой А*С В. По предположению элементы А” нильпотентны, откуда 
А*С М. Следовательно, при нахождении коммутативных подалгобр С 
можно ограничиться исследованием коммутативных подалгебр М. 

Предположим теперь, что А — коммутативная подалгебра максималь- 
ной размерности в №. Так как в силу определения алгебры М все 
ее элементы выражаются линейно через еь, (и; > 0), то то эке самое 
имеет место и для элементов алгебры А. Выберем в А базис вида 


(ср. (°): 
т, = в. - @,.6„--... ава 
сон в Зе кссь (2) 
Тк = ел | @у ое» › - - -- ам, 
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де бо. кн ‘Ооо рю Корня 
“,:, --., @. будем называть соответствующими алгебре А. Из 
условий [1,5] =0 находим [е,„6е„|=0. Таким образом, корневые эле- 
менты @„.1, ..., @: сами образуют коммутативную подалгебру А, той 
же размерности, что и А. Назовем два корня & и В коммутирую- 
щими, если их сумма не есть корень. Так как система коммутирую- 
щих корней &,,, %,,, ..., а), однозначно определяет коммутативную 
подалгебру А,, то задачу о нахождении коммутативных подалгебр 
максимальной размерности можно разбить теперь на три части: 1° найти 
все максимальные коммутативные системы корней, 2° найти всё абелевы 
подалгебры, соответствующие каждой коммутативной системе корней 
и исследовать сопряженность их, 3° исследовать сопряженность под- 
алгебр, отвечающих различным максимальным коммутативным системам 
корней. 

Из этих задач первая является чисто комбинаторной и ее реше- 
ние громоздко только для алгебры Ё.. 

Вторая задача решается следующим приемом. Пусть мы знаем 
некоторую систему коммутирующих корней %,, < 4%, <... ча, и хотим 
найти все абелевы подалгебры, отвечающие этой системе. Пишем равен- 
ства (2) с неопределенными коэффициентами а;. Условия‘ [2х =0, 
принимая во внимание (1), дают систему увавнений для а;;. В случае 
алгебр А, С„, О, Е‹, Е, из этих уравнений следует, что а;=0 
и, таким образом, каждой максимальной системе корней отвечает 
только одна. подалгебра. Для алгебр В,„, Е., Е, сначала пишутся 
уравнения (2) с неопределенными коэффициентами, затем показывается, 
что некоторые из коэффициентов можно обратить в нуль, производя 
подходящий автоморфизм №. После этого из условий [5.1] =0 полу- 
чается равенство нулю остальных коэффицентов @;;. Таким образом, 
и для этих групп вторая задача оказывается решенной. Наконец, 
только что описанная процедура в случае групп В. О., С, дает 
несколько подалгебр. Чтобы показать их несопряженность вычисляется 
нормализатор этих подалгебр *, размерность которого в разных слу- 
чаях оказывается различной. Так как нормализаторы сопряженных 
подалгебр должны быть сопряженными и, следовательно, изоморфными, 
то это обстоятельство доказывает несопряженность первоначальных 
абелевых подалгебр. 

Решение третьей задачи трудностей не представляет, так как почти 
во всех случаях максимальные коммутативные системы корней легко 
переводятся друг в друга автоморфизмами основной группы. 

Алгебры А,‚. Корни имеют вид ®,; —о,; (1 ]; 8] =1,...,п- 1), 
где %,, ..., ®л+1— линейно независимые векторы вспомогательного 
эвклидова пространства. Положительными можно считать корни 
«;— 0, ((<)]). Пусть 5 = {6 —®л,..., 9 и—®у} — максимальная система 
коммутирующих корней, М ={1:,...,8.}, М={),..., |}. Обозначим 
через 5 и #{ числа различных элементов в множествах М и №. Так как 


*+ Нормализатором А в С называется совокупность элементов &, удовлетворяю- 
щих условию [#4] С4. 
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сумма двух корней из 5 не может быть корнем, то М [|] №М=0, $ +2< 
<п-+ 1. Следовательно, число корней в 5 не более 5 и может быть 
равно 52 только в том случае, если каждое число множества М меньше 
каждого числа множества №. Максимум 5 при условии $1 Е=<пт- 1 


1)? 
равен [7] и достигается, таким образом, только для системы: 


р 1 . ПА я 
о т "И, .:.,п+1) 
при п нечетном, и для систем 


5. = {© — 6} (ее и +4...) 


п 


И, (8%. На +1) 


+1 п 
Я 
ветственно тому, какую систему корней рассматриваем. Базис ком- 
‘мутативной подалгебры, отвечающей этим системам, должен иметь вид 


Г п 
при п четном. Обозначим через р одно из чисел 5 -- 1 сеот- 


] . В . яке 
Та = ба" У Авье4р сана = риа 
$,] 
где для краткости взедено обозначение е„.^ вместо еь,-ь,. Условие 
[т 5ьз] = 0 (® -Е В) дает 
У АИ Мен, + > Аа Ме», = 0, (3) 
$ 


где М;, №, структурные константы, отличные от 0 и взятые из фор- 
мул (1). Ввиду линейной независимости е„„, (3) дает АЙ =0. Так как 
система 5, переводится в 9, автоморфизмом А,, то это дает теорему 
Шура: алгебра А’ с точностью д0 автомо рфизмов содержит. единствен- 


2 
ную абелеву подалгебру наивысшей размерности ее] : 
+ 


Алгебры Д, (п >> 4). Корни имеют вид о, о; (=); &7= 
=1,..., п); среди них положительные ®; - ®; (1 < Рь а ь 5 — система 
коммутирующих положительных корней, М — совокупность таких #, для 


которых 5 содержит корень вида ®; + ®,, Л — совокупность тех |, для 
которых в 5 имеется корень ®; —0,, 


Р=МмМП М, М-Р={,..., 5}, М-Р=Оь,..., |}, 
Р={учьсаЕ 
Максимальное числ роны коммутирующих корней при 
данных р, 4, г не более $= рр ра 2" и равно $ только при 


условии, что каждое & ме ьше каждого |]. Числа р, 9, г, оче- 
видно, связаны соотношение. р +4 +г=< п, и максимум $ (п > 5) равен 


1 
5 п(п— 1). Этот максимум достигается при двух системах 


5, = {ооо}, 09, = (5, Ро, оо} щи Ш 
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Полагая для сокращенияе, 65; +5, @р=еъ; - в ебет, @ 
случае, когда рассматривается система 5, и е,=еь, вп, ем’ =, 
если рассматривается 5,, мы видим, что базис соответственной комму- 
тативной подалгебры имеет в обоих случаях вид 


гп’ в ;-шп В. 


рей 2.1 А . р 55 . пы 
Хаь=еь- Авен ол 
2, 
Из условий (2) получаем дополнительно, что х.и=е,к (К=1...,п— 1). 
Соотношения [2ь6,.] дают А =0 для #1, ] + п. Таким образом, 
па п-1 
: : 
Та =еь-| о Аъел — о Воъет. 


1—0 $=1 


Условия [хьхи|=0 (а;6 =Е п) дают 


КЕ м АВ, —0 (Е 9). 


Выберем три различных индекса а, 0, с, отличных от 1, п. Тогда пре- 
дыдущие равенства дают 


7 п=@ п -- Воеап, ‘Яы=еы-РВьыг, Ял=ел-Р В. . 

Правила коммутирования [епем|=е:; &<]) ((“); отр. 14) и соотноше- 
ния коммутативности [2и Хы] = [2 п Хт|= [2 #п|=0 дают В.=В,=В,=0. 
Следовательно, 1ь=еь (а, 6=1,2,..., п). Таким образом, системам 
5., 9. соответствует только по одной коммутативной подалгебре. Так 
как 5, переводится в 65, автоморфизмом ШО„, то оказывается, что в 
алгебре О» (п>> 4) с точностью д0 автоморфизмов существует только 
одна коммутативная подалгебра наивысшей размерности - п(п— 1). 

Алгебры С,„. Корни имеют вид -- 2,, + о; 0;; из них поло- 
жительными являются 2%,, ®, о; (1<]; $ 1=1, 4,..., п). В преды- 
дущем случае установлено, что максимальная коммутативная система 
корней вида ‹; -Е ®; может быть либо 5,, либо 5,. Присоединяя к5, корни 
25,, получим единственную максимальную коммутативную систему кор- 
ней С„. Базис (2) соответственной абелевой подалгебры имеет вид 


Я 
Ха=е- р А, @ р, 
т 7 
ыы в, 
ЯФаь=еь Е у аъ её}. 
1, 1 
Условия (2) дают, кроме того, 1.=е. Из соотношений 
Де ту] ==: [ель тра] =0 
непосредственно получается х.=е., хь=еь. Следовательно, алгеб ра С 
с точностью д0 сопряженности содержит единственную абелеву под- 
р. 1 
алгебру навысшей размерности 5 п(п--1). 
Алгебры В, (п > 4). Корни В, имеют вид  ®;, + о, | 0;; из них 
положительны ©,, ®; + 9, (1<]). Коммутативная система корней может 


содержать не более одного корня вида 9;. Максимальные коммутатив- 
ные системы корней вида ®; {+ ®; были определены выше. Отсюда за- 
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ключаем, что существуют только следующие коммутативные системы, 
содержащие наибольшее число корней 


* 
Эр={®р, Фо, о; + оп}, 5а={®4, Фор, 9; — а} 
а ра О: 
Вводя для корневых элементов обозначения, аналогичные использован- 


ным при рассмотрении О», мы видим, что базис соответственной абе-., 
левой подалгебры во всех случаях может быть взят в форме 


Ти— ель 
ПЕ 1) 1 
7кт=ект Е № Актер р Вкше:, 
х.=е,+ ХУ Абв» У Ве, 


Автоморфизмами вида ехр ^е;.. можно уничтожить члены В; в выра- 
жении х,, после чего условия [е,;, х.]=[е,;, ®т|=0 дают АЯ = Ай =0 
(2—1, 7-Е п). Далее, из условий [х., х,и|=[х., хи|=0 последовательно 
находим АН=А"—В!и=0. При рассмотрении О, было выяснене, что 


т% А 
кт = кт = № За @ р, 


коммутируют только при условии А’, =0, что дает х,„=е,т. Так как 
системы 65,„, 5а переводятся друг в друга автоморфизмамц В,„, то 
алгебра В„(п> 4) с точностью д0 сопряокенности содержит только 


одну абелеву подалгеб ру наивысшей размерности пт — 1-1. 
Алгебра Р,. Корни имеют вид {+ %®;, о, о, == (+ «о, + 


о, - о); положительные ®;, ®; о; <], - (и, { ®, Е о, - о). Сре- 
ди корней последнего типа коммутировать между собой могут только 
пары. Поэтому максимальные системы корней Ё, имеют следующий 
вид: 

5 ={®,, ®, Е ®,, табс› Ф тп} (#=2, 3, 4), 

5р={®,, ®; о, ®;[о,, заре» Ф тп} (1, 71=1, 2, 3), 


а={®4» о; о; Ф; — 94, ла, Фил} (2, Е 3). 


Рассмотрим первый случай. Базис соответственной абелевой подалге- 
бры (2) будет иметь вид 
1, =е, т: =@1:, 


— ПК 
Тлаве — @лабс Н № р. я 15. 
. = В 
Чтв = @ итп Е у В ел ак- 


Автоморфизмами типа ехр{е;, ехр{е;; можно уничтожить в выражениях 
ДЛЯ Там, Хип Вее члены, кроме первых. Таким образом, с точностью 
до автоморфизмов в первом случае имеется только одна абелева под- 
алгебра А, = {е,, е,;, ег, е,2з4, @4эз4'}. Аналогичным снособом показы- 
вается, что во втором и третьем случаях будет с точностью до авто- 
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морфизмов также по одной коммутативной подалгебре. Так как системы 
корней 5, 5,, ба автоморфизмами переводятся друг в друга, то и со- 
ответственные подалгебры оказываются сопряженными. Таким образом, 
в алгебре Е, с точностью до сопряженности имеется адна коммутатив- 
ная подалгеб ра наивысшей размерности 9. 

Алгебра Е, : Корни Е, сутью; —®;, | (®; Ко; о,), (©, +... Во.) = 
= -%.,; из них положительными можно считать ®;—®,, о, о, о,, 
®, (<; 5 Е=1,...,6). Назовем два корня вида ®, - ®;- ®; допол- 
нительными, если их сумма есть ®,. Системы корней 


5, = {6 —®;; шо; о; %.} (7, 1=2; 3, 4, 5, 6), 
5, = {6 —:; оо, Нод; в} (КРЕНА, 2, 3, 4, 5) 


являются коммутативными и содержат по 16 корней. Покажем, что 
других коммутативных систем 5, содержащих > 16 корней, нет. В самом 
деле, из каждой пары взаимно дополнительных корней вида о; о, фк 
в 5 может входить только один корень. Всего корней этого вида 20 
и из них в 5 вхбдит не более 10. Следовательно, 5 должно содержать 
не менее 5 корней вида ®; —о;. Пусть ®„—®;,...—эти корни. Если 
.=8,=...-=1, или ],=...=7,, ТО получим системы 5,, 5,. В осталь- 
ных ня как легко видеть, общее число корней будет меньше 16. 
Рассмотрим соответственные абелевы подалгебры А,, А,. Р силу 
условий (2), базис А, будет иметь вид аи’=еь, 2н=е:», х.=е, и 
алгебра А, —единственная. Базис алгебр 4А,, отвечающих системе 5,, 
должен иметь вид 
6—6, 1, — еп» 


л.и=ен-Е > Аре в 2 Вуе 1а/? 
зав =. 4ь Е № р. е1а6 -- х В* @2а6 - к (< ео Е > Ре», 
дв’ =ев’ + р Рё" ев № (07 ель. 


Условия [2›, е.«|=0 дают Р“= 0%'=0 дляа > 1. Условия [55', Хут|=0 
дают А=...=0=0. Таким образом, базис А, оказывается равным 
{ев, ек› 6}. Внешним автоморфизмом ((“); стр. 142) А, переводится 
в А, Отсюда, алгебра Е, с точностью до ‚автоморфизмов содержит 
единственную абелеву подалгеб ру ры размерности 16. 


Алгебра ЁЕ,. Корни имеют вид ®; —0,, > (© ве 
—6—6,—0,); из них положительные (1 < 7) 9, —®;=%., — (&, о 
оо, —...—®)=юнк (0, р № -..,5}={2,...,8}). Система 

55={9,:; °>;; ®›;;} (*, 1=5, 4,... ‚ 8) 
является коммутативной и содержит 27 корней. Докажем, что всякая 


другая коммутативная система положительных корней содержит мень- 
шее число элементов. Для этого удобно воспользоваться такой леммой: 
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ЛЕММА. Рассмотрим всевозможные тройки ([, т, п), об разованные 
чиблами 1,2,..., М (М> 6). Если любые две тройки, принадлежащие 
некоторой системе троек Х, имеют непустое пересечение, то Х содер- 
жит не более М1) (М2) троек. Если при этом Х содержит в 

‚ точности ы (№М— 1) (№М—2) троек, то тройки Х имеют вид (а, в,], 
где а— некоторое фиксированное число, входящее, таким образом, во 
все тройки У. 

Доказательство этой леммы не представляет интереса и может 
быть опущено. 

Пусть теперь 5 — система коммутирующих положительынх корней 
Е„, содержащая не менее 27’ элементов. Чтобы два корня к, Фу 
коммутировали, необходимо и достаточно, чтобы тройки (5, ], К), (р, 
9, г) имели непустое пересечение. В силу леммы отсюда следует, что 
число корней этого вида, содержащихся в 5, не превосходит 15. 
Поэтому 5 должна содержать по крайней мере 12 корней вида ®; —о,. 
Множество первых индексов этих корней обозначим М, множество 
вторых — №. Если М содержит только два элемента, то, очевидно, 

=5,. Легко видеть, что ‚в случае, когда 5 содержит 3,4,5 или 6 
чисел, число корней 5 будет меньше 27. Рассмотрим абелеву подалге- 


бру. А., отвечающую системе 5,. Базис А’,, согласно условиям (2), дол- 
жен иметь вид 


Ти==е::, Тц=е:н, Ты =е,: + х Атет (В у=2). 


Условия [5,:, 7,„.|=0 дают АЖТ=0. Таким образом, с точностью .до 
сопряженности Е, содержит лишь одну абелеву подалгебру максималь- 
ной размерности 27. 


Алгебра Е,. Корни этой алгебры имеют вид ®; —®,, + (о, {о о,), 


тде 1,71, Ё=1,2,...,9, ® о, ... {о,=0; положительными . кор- 
нями являются ;—0,(7 < ]), в, ро; о, —®в;—в—6и (1=1,...,9; 
„№ т=2а,...,9). Рассуждениями, сходными с предыдущеми, но при- 


нимающими довольно громоздкую форму, можно установить, что комму- 
тативными системами, имеющими наибольшее число элементов, здесь 
будут 


5, ={®,— ©, в, о, +0} и 9) 
$р= {9 —6, 0—6, о. о, Но, б-р —ю-—ю,} (=3,...,9;/, Ар; 
е=З. 44.9), 
бы (в, вы ор —0, Фор оо в, 9, ор 
Фо, о}, 


Ср, :=2,..., 9; д Аа БОРТ, раб, 6. 
Заы={0, —©;; | ®,--,, «оо, —©,—©,—0,} 
(1=2,...,9; 7, К=а, 6, с; $, 5 и-а, 6, с). 


Каждая из этих систем может быть переведена в любую другую не- 
которым автоморфизмом Е,. Можно также проверить, что с точностью 
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до автоморфизмов каждой из этих систем отвечает одна коммутативная 
подалгебра. 

Алгебра С,. Корни С, можно представить в форме + %,, ®;—®,, 
где 5-7, 1,]=1,2,3; ®-е,-о,=0. Вводя обозначения ®;=6;,, 
—®;=0.:, ®, —®;=0;, можно представить положительные корни в виде 
61, 30, З® < %,, < %,, <0,,. Максимальные коммутирующие системы: 


5. ={®1 3, ®,3, оз}, 5. = {1 :› Фьз› ®10} 5:={9:., Ф.з) Фо} 
= = 
5. =. з› оз, ®, 2}, 5, ={®,,, то, 6, =}. 


Первой системе отвечает единственная абелева подалгебра А, с норма- 
лизатором М,: 


А, ={е, е>з, 6 з}, №, ={Н, @1з, @2з› боз» @ло» @20» @ль> е 1}. 


Бторой системе отвечает один класс сопряженных абелевых подалгебр, 
представителем которого служит 


А, ={е, , 655 ео}, №, ={Н, @1з» @ъз» @1о› оз» Фо. 


Третьей системе соответствует один класс сопряженных абелевых подал- 
гебр, совпадающий с А,. Абелевы подалгебры, соответствующие четвертой 
системе, разбиваются на два класса, один из которых совпадает с А,, 
а представителем второго может служить 


А, = {е, ., воз, 25-е}, М. ={[е,з ел | е1з» бэз, воз» ето, е,}. 
Подалгебры, соответствующие пятой системе, распадаются на два класса, 
один из которых совпадает с А,, а другой с А,. Так как нормализаторы 
М№,, №,, М. неизоморфны, то алгебры А,, А,, А, не могут быть сопря- 
женными. 

Алгебра Ш)Д,. Корни +0; Ео9; положительные ®, о, 
{< ь /=1, 2, 3, 4). Имеется три максимальных системы коммутирую- 
щих корней: 


5.={9, + 0, }, 5.={е,{%,, ®;- ®,}, 5. ={®; Рок, Ф;— ©, } 
(1=2, 3, 4; ], К=Л, 2, 3). 
5, отвечает в точности одна абелева подалгебра 
А, = {е,.. е12’, @1з› 613’, @1а› е14 }, №, ={Н, А, 6}, а= о; 1 
(5, 1=2, 3, 4). 
Системе 5, отвечают два класса сопряженных подалгебр, один ‘из ко- 
торых автоморфизмами ), переводится в А,, а представителем второго 
служит алгебра 
’ 
А, ={е:», е,з» Фа, @,з-Рела’, 6. е1з”, еа-Не1»}, (®, „, М, = {1 Йа еек › @кпи } 
(2, 71=1, 2, 3, 4; К, т—2. 3, 4). 

Для системы &, снова получаем два класса соопряженных абелевых 
подалгебр. Один из этих классов автоморфизмом Д, переводится в А,, 
другой —в А,. Классы, к которым принадлежат А,, А,, друг в друга 


перевестись каким-либо автоморфизмом О, не могут, так как норма- 
лизаторы №,, М, неизоморфны. 
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Алгебра В,. Корнями будут Е ,;, о, - ®; изних положитель - 
ны ©, ®, о; ((<)]). Максимальные системы коммутирующих корней 
имеют вид 


5.={®:, т ы Ф;}, бр==®р» ©} -- к, о, }, 54={®.› «; ор, 9;—®,} 


(=2, 3,4; /], Е=1, 2, 3). 


Легко показать, что абелевы подалгебры, соответствующие какой-либо 
одной из этих систем, сопряжены между собой. С другой стороны, 
системы 5,, 54 переводятся одна в другую автоморфизмами В,. Таким 
образом, каждая из абелевых подалгебр максимальной размерности 
сопряжена либо, с А, —{е,, е1:, е1;}, либо с. А, ={е,, ецу, ем}. Нормализа- 
тором А, является №М,={Н, в,, е,, ег е} @, 1=-2, +3, 4), норма- 
лизатором А, служит М,={Н,е,, вер, ед, ев} @<} #=1,2, 3,4; р, 
&=2, 3, 4). №, №, имеют разную размерность, поэтому А., 4, не 
сопряжены. 

Алгебра В,. Положительные корни: ®,, ®,, ®,®, %,, ® | о,, 
9, -о,. Максимальная система коммутирующих корней одна —5={,, 
+ о,, ®, + о,} и ей отвечает единственная эбелева подалгебра в В. - 
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Гог Е‹, Е, Е,, Ра, В. гезресмуе]у. Тье а]сефга В. Ваз &\о сЛаззез о! 
соп]асафе абейап заа]сеъгаз о{ паха] 41тепз1оп 7, 2, Ваз 60 с]аз- 
зез о! зафа]сергаз оЁ Чппепз1оп 6, С, Ваз \Шгее с]аззез о{ заъа]ееЪгаз 
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Л. И. ШАТРОВСКИЙ 
К ТЕОРЕМЕ ЭРДЕША—РАЙКОВА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа содержит обобщение теоремы Райкова об арифметическом сло- 
жении множеств на числовой прямой на случай множеств простран- 
ства п измерений и доказательство аналогичной теоремы для множеств 
с асимптотическими характеристиками. 
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Свойство базиса быть существенной компонентой оказывается спра- 
ведливым не только в области натуральных чисел. В своей работе (*) 
Д. А. Райков показывает, что известная теорема Эрдеша (*) может быть 
перенесена в область точечных множеств на числовой прямой. Обобще- 
ние этой теоремы Эрдеша, а также аналогичной его теоремы для мно- 
жеств асимптотической положительной плотности (°) на: случай п-мер- 
ных целочисленных решеток было сделано автором настоящей статьи (*), 


а именно, им было показано, что сложение базиса с последовательно- 


1 
стью плотности “< и Дает последовательность плотности 


9” 1а^ 
28 (1-5 91, }. 


где \ — высота базиса, а п — число измерений решетки. 

В настоящей работе находятся теоретико-множественные аналоги 
теорем, полученных для целочисленных решеток. При п=1 первая из 
них обращается в теорему Райкова, а вторая дополняет теорему Рай- 
кова в вопросе о существенных компонентах для множеств с асимнто- 
тическими характеристиками на числовой прямой. 
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Пусть М — множество всех точек т = {т,, т.,..., т„} простран- 
ства ЕЁ", координаты которых т,, т., ..., т» неотрицательны. Пусть 


сложение точек аЕ М, 6ЕМ определяется как сложение векторов, а сло- 
жение множеств АС. М, ВС М в смысле Шнирельмана, или короче — 
арифметическое сложение — как построение множества С точек вида 
с=з ав, где аЕА, БЕВ, в,, в, =0 или 1 ив, | е, 0. Присоединив 

кАивВ нулевой вектор 0, можно определить С = А-+ В как множество 


точек вида а+- 6. Пусть, далее, т’ Ст означает выполнение неравенств 


/ . „ 
ие (1151. 
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Мы будем говорить в этом случае, что т’ предшествует т, или что т 
следует за т’. Если все точки множества Х предшествуют т, то мы бу- 
дем говорить, что Х предшествует т, однако от обозначения ХС т мы 
будем воздерживаться, чтобы не смешивать это понятне с понятием 
включения множества Х в какое-либо другое множество, например, 
Ге. ь 

Обозначим, наконец, через Х (т) внутреннюю меру части множе- 
ства Х, предшествующей точке т, а через Хх. (т) — характеристическую. 
функцию множества Х. 


8 3 
Определение 1. Число 
ат (1) 
ТЕМ М (т) 
называется плотностью множества А и обозначается через Д (А). 
Определение П. Число 
з А (т) 
Око) = 10 о (2) 
т С т(0) М (т) 


называется плотностью множества А в области т С- т и обозначает- 
ся через Оше А. 
Определение 1. Число 


сы И г (3) 


называется асимптотической плотностью множества А и обозначается 
через 10” (А). 

Определение ГУ. Множество В С- М называется базисом порядка { 
для множества М, короче, базисом порядка (, если / — наименьшее 
натуральное число, при котором для любого тЕ М возможно предста- 
вление 

т=' 2-1... 5% (5 ЕВ), (4) 
где &</. 

Определение У. Множество ВС М называется базисом поряд- 
ка [1 в области тс-т®, если [яч — наименьшее натуральное число, 
при котором для любого т С т“ возможно представление (4), где К < [< 

Определение УТ. Множество ВС. М называется асвмптотиче- 
ским базисом, если при надлежащем выборе т® для любого т>т® 


возможно представление (4). Минимальное число {[” слагаемых в разло- 


жении (4), при помощи которого может быть представлено любое 7 —) т“, 


называется порядком асимптотического базиса. 
Заметим, что, вообще говоря,/" — функция от т” и для °С ен 
... Я 2 Го >... Однако, в силу того, что [’ — натуральное число, 
1 2 
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В) и РИ 
для СНЕ г т С... в последовательности 4 = 1°‹› мы бу- 


дем иметь только конечное число различных членов и, начиная с неко- 
торого #=7, 


Гм о 
аи 8 (5) 
Выбрав в качестве их” любую точку т® —) ту”, мы найдем для 41” 
наименьшее возможное значение. 
Определим еще для п-мерных множеств понятие слабого базиса, 
введенное для п=1 Райковым. 


Определение УП. Множество ВС М называется слабым бази- 
сом, если В® =Ит КВ всюду плотно. 


, Кс . 
Определение УП. а ВС М называется слабым бази- 


сом порядка [, если (В всюду ‘плотно, а (([—1) В этим свойством не 
обладает. 


Определение 1Х. Множество ВС- М называется слабым базисом 


порядка [ло в области тс: т®, если часть множества [о В, предше- 
ствующая точке т“, всюду плотна, а (/-.„—1)В этим свойством не 
обладает. 

Определение Х. Множество В С М называется слабым асимпто- 
тическим базисом, если существует такая точка т®, что множество 
точек В®, следующих за точкой т, всюду плотно. 

Определение ХГ. Множество В С- М называется слабым асимпто- 
тическим базисом порядка Г, если при надлежащем выборе т 1 — 
наименьшее натуральное число, для которого часть множества “В, сле- 
дующая за точкой т“, всюду плотна. 

Относительно /” здесь справедливо замечание, сделанное в опреде- 
лении УТ. 


‚ Определение ХПИ. Пусть В — слабый базис, чЕВ®; а в (1) равно 
первому Ё, для которого чЕЁВ. Тогда функция 
ви (6) 
ЧЕ 
называется, по Райкову, высотой множества В в точке ЕЕМ. 


Если ЕЕ В®, то (Е =е (=). Измеримость функции й (&) доказывается 
так же, как и для случая линейных множеств. 
Определение ХТ. Величина 


|} в 4 

== зар Ест = (7) 
МЕМ М (т) 
называется высотой множества В. 
Определение ХТУ. Величина 5. 
} в (4 

Тр (8) 

тс М [т] 


называется высотой множества В в области тС т®. 
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Определение ХУ. Пусть 


\ 29% 
)* (тк) тв: зар т (0) СЕС т_ ка (9) 
тэ т) М (т) 
тогда величина 
№= Ша №" (т) (10) 
т0ЕМ 


называется асимптотической высотой множества В. 
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Прежде чем перейти к изложению и доказательству теорем, необхо- 
димо доказать следующие леммы. 


ЛЕММА Г (Райкова). Множество конечной высоты является бази- 
сом конечного порядка. 
Доказательств о*® Как и для случая натурального ряда, про- 


интегрируем по ‘области Ст очевидное неравенство 
8 (т) < 8 (®) +8 (т—%), (11) 


где & (#) — минимальное число слагаемых в разложении (4), — 


\ в (#) 4 = в (т) М (т) < \ & (в) аи- \ #(т—и)аж=2 \ 8 (®) ам, 
мет мет мет хеш 


т. е. при конечном Х 8(т) тоже конечно, что и доказывает лемму. 
Аналогичные леммы можно доказать для асимптотических базисов, а 
также для слабых базисов. 

Пусть теперь А — измеримое множеёство и А. (т) —мера множества 
таких точек ЕЕ А, для которых ЕС. т, ЕЁ чЕА, а А; (т) — таких, 
что РС т, ЕЕЛ, где А— дополнение множества А. 

ЛЕММА И. А. (т) и А’. (т) — непрерывные функции от %. 

Доказательство. Заметим сначала, что 


Аз (т) = \ Хл (® хл (Е ®) &, (12) 
Ест 

Ау (т) = \ д (хх (+9) &. (13) 
Бет 


Ограничимся доказательством непрерывности А, (т), так как для 
А.; (т) доказательсяво остается тем же. 


[Ау (т) — А; (т) |< 


* Идея и ход этого доказательства принадлежат И. М. Виноградову и заимство- 
ваны из цитированной выше статьи Д. А. Райкова [см. (1); сноска на стр. 435]. 
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<| \ жж) { дОже+ 


ст-%- 


+ Е Зв с 


< М) -Мт-®—+ ( хе Э-ж би. 
®СЕЗт- т 

При =—0, М (<) —>0, а при этих условиях первое слагаемое также 
стремится к нулю. Второе же слагаемое при =>0 стремится к нулю, 


так как ул (2) на А является суммируемой функцией (А — измеримое 
множество). Это и доказывает лемму. 


ЛЕММА Ш. 
\ 45 (т) 4 < 5 4 (т). 
уст 
Доказательство. В развернутом виде 
\ Аз (т)а% = \ \ Хл (Е) хд(Е-+ ) ЧЕам. 


Так как, далее. 


\ ) _Хл (ха = нь х (ха (РР Е 


ЕЕ ЕСЕ’Ст 
= лбдея- \ } доле й< 
Ест РСт Ест ЕС т 
Е-РЕ 
<} мой \ мю- )) дм = 
Ест Ест ест 
= т) \  \ РЕ», 
эст ЕСт-№ 


то лемма доказана. 
ЛЕММА ТУ. Если С —арифметическая сумма измеримого мноэке- 
ства АСМ и слабого базиса В высоты \т, в области "Ст, то 


| 1, (м) ая < = М (т) {С (т) А (т), 
эст 
Доказательство. Так как В® всюду плотно в области "ст, 
то в силу леммы П, можно принять ®ЕВ<®, Тогда й (®)=8 (%) и 
и— 644591... 45 — (%®ЕВ), (14) 
где Ё=8(ч%). 
Пусть 
с) —0, с = 5 О -.:.- 0 (1=<1<%. 


5 Известия АН, серия математическая, №4 
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Если теперь Е А, ЕЁ %ЕА, то существует такое 7 > 1, что Е е-ЭЕА, 
2-1 сЙЕА, а потому 
хл ух (+) < хд(бхл (Е 89) + х (9) ул (Е) 4... 
„.- Е ХА (ЕС Отд (86) 
в — — —: — 
Ав (т) < \ хл ® уд (Е+5^) 8. (15) 
1=1 са-осЕСт-в+с4-0 
Обозначим множество точек 1, Ы®,..., Ы® через {В}, а А+ {5} — 
через 4”. Тогда уд ( < ул* (+5), так как из Ё6А следует 
Е ФЕ А”. Поэтому, принимая во внимание (15), имеем 


К 
дате > ) Хд- (Е-- 5) дл (Е- В) 4 = 
1=1 аносЕСт-ш-с@-р 
Е ъ 
= 
$=1 сост ше ст 


=8 (9%) {4* (т) —А(т)} < в (#) }С (т) —А(т)}. 
Отсюда и из определения ХУ непосредственно следует ‹праведливость 
леммы. 
ЛЕММА У. Если С —арифмиетическая сумма измеримого множества 


АС М и слабого асимптотического базиса В асимптотической высоты \*, 
то для каждого 8 > 0 найдется такое т®, что 


Ав (т)а® < ("+ 8) М (т) {С (т)—А(т)}. 
пос ст 


Доказательство. Выберем и так, чтобы в области т — и® 
В°® было всюду плотно, что возможно в силу определения Х]. В силу ` 


леммы Ш можно выбрать %ЕВ®, и тогда 
= а --...--Ю (ЕВ), 


где К=8(%). Легко видеть, что и для асимптотических базисов спра- 
ведлива оценка (15), а следовательно, также 


Ав (т) < в (®) (С (т) —А(т)}. 


Проинтегрировав это неравенство по и(® С % С т, и принимая во вни- 
мание определение ХУ, получим наше утверждение. 
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ТЕОРЕМА Т. Пусть В— слабый базис с высотой Хто) в области 


С т. Тогда для любого множества АСМ плотности ото «< г 
2" 
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в той же области арифметическая сумма С=А-В имеет в этой 
области плотность ‚ 


1— ао) 
т 
У) > ото А-В ==". 
(ти). 


И ава Е 


Доказательство*. По тем же соображениям, как и для 
одномерного случая, можно при доказательстве считать А измеримым. 


Если т@©) не фиксируется, то 


множеством. Пусть % С: т С: т). Так как 
Ав (т) + Аь(т) =А(т—%), | (16) 


то, интегрируя это тождество в области #С`т и используя леммы 
ПТ и ТУ, получаем 


5 А-т)> \ Ат) 4% — що! (т) {С (п) А (т)}. (17) 
дет 
Но 
(А(т— вая = \ А(%) 4® > ато \ М (4% = ато (") (18) 
ст ст шест 


Подставляя (18) в (17), получим 


— А? (т 
Ст) > атер и. и (19) 
т 


Так как, Далее, А(т)<М(т)<)теМ(т) и при < ща М (м) 
функция 


3* 


2) М(т) 


> 


возрастает с ростом 5, то в силу неравенства 


А (т) — атцоМ (т) 


имеем 


и теорема доказана. 
ТЕОРЕМА П. Пусть В —слабый асимптотической базис с асимптс- 
тической высотой ^*. Тогда для любого множества АСМ асимптоти- 


* Доказательство является переработкой для многомерного пространства до- 
казательства Д. Л. Райкова. 
5* 
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7 : 2 ВИ 
ческой плотности т арифметическая сумма С=А--В имеет 


асимптотическую плотность 


ы я — 2" а* 
=“ {1 Е три 


Доказательство. Из определения Ш для е > 0 следует суще- 


стБовавие такой точки т), что для всех тт) будет удовлетворяться 
оценки 


А(т) > (*'—®)М (т). (20) 


Так как в остальном выбор т® произволен, то выберем ее так, 
чтобы в области тт) множество В® было всюду плотным. Это 
возможно, так как В — слабый абсимптотический базис. Ограничимся 
опять случаем, когда А — измеримое множество. 

Пусть теперь т —2м® ит сист. Интегрируя (18) но ф, 
получаем 


( А(т—®)а® = \ Аз (т) а®- 
т0сшст пос шст 
Е: \ А_ (т) 4% = \ А (т) 4% + \ А. (т)аю. (2) 
пкосрст ев" тост 


Но при ят® 


\ А(т— в) а = (а* — г) \ М (п—®) ав= 
тосе т тс т 


нах = 60 
ры а о (22) 


Выбрав т’ так, чтобы М (т’) > ММ (т®), где № — достаточно большое 


число, получим для всех т— т’ 

М* (т—т®)>> (1—е,) М (т), 
где г, —сколь угодно малое положительное число. Отсюда и из (22) 
для таких т имеем 


= * * 


\ А(т—®) %>* (41 —е,) М(т)>* 


ый уп 


М (т). (23) 


т®сис т 


Применяя к (24) леммы ТУ и\У и принимая во внимание (23) для 


всех т—)т’, получим 


ыы — 2? й | х —= — == 
М (т) < _+ (+8) М (т) (С (®)--А 


Заменяя, как и в $5, А(т) меньшей величиной (я* — =*) М (т), 


находим 


1 — 29-1 (а*— &*) ] 


С (т) > ("де | М), 
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а это и означает, ввиду произвольности г” и 9, что 


2 АО 1—2 1а* ] 
у с: “1+ — = 5 
тЕМ М (т) 
Математический институт Поступило 
при Московском гос. университете &. У. 1944 
им. М. В. Ломоносова 
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т. СНАТВО\УЗКУ. ЗОВ ТЕ ТНЕОВЁМЕ ОЕ ЕВОб$—ВАКоУ 
ВЕЗОМЕ 


$016 М ип епзет Ме 4е роз т ае Гезрасе Е" Чоп 1ез соог4оппёез 
т, т „т; замопе  зох‘165а1663 М; = О'рошг 1=1, 2, ..., м. 


Е 
Оп ро1пё даесопаие 4е 1’епзет е М, 3016 е={са, с,, ..., Сп}, ©56 Ла 
зошше 4е рошиёз а={а,а,,.:.,а,} © 6={656.,..., и} 1югзаче 
И И 

Оп пошше 1’епзетЪв]е С 4е роз с 4е 1а {огше =,а-з,6 ой аЕА, 


ФЕВ, ев, её г, =0 оп РЕ + е, +0) 1а сотте агтийтейдие 4’епзетЪ ез 
А её В. 


№ из 6сггопз т’ Ст оп тот” 31 и; < т, (=1,2,..., п), % зой 
Х (т) 1а шезиге 1иЁ6г1еаге 4е 1а рагие 4е 1’епзет е Х 401% 1ез &6- 


еп 2С т. 
Аргёз ауот А@Йит ройг М 1а Ъазе, 1а авиа ес. помз рочуопз$ 
А6тлотитег 1ез \богётез за1уап. 


ТНЕОВЁМЕ 1. 50й В ипе фазе }аё Ще 4опё Грашеийг езё \ (у Чапз 
[а тёоп тс т®. А1огз Чией чие зо ип епзет Ме АСМ де 4епзив 
м ап; (а тёте тёаоп, (а сопфоп зиоате езё оетёрёе роиг 
(а зотте атиитейцие С=А-В: 


2 16— 21(0\. } 
22 20) 


пк > 90) {1 + -— 


$1 Рой пе Ихе раз т, оп реш 6сгие сейме сопалоп зо 1а 1огше 


ЕАК 


ТНЕОВЁМЕ ПИ. 50й В ипе фазе фа Ме азутройцие 4отё ГРрашеит 
азутрюй ие е5ё №". А1отз 4иеЁй дие з0й ип епзет Ме АС М Че 4епзив 


азутрюдие а." <= =г (а соп4йюп ямоаще езё ъвтёрёе роит 41а зотте 


атийтвицие С=А- В: 


1— а *-] 


1 и 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОСЬЕТ1М ОЕ ГАСАОЕМ1Е РЕЗ $СЛЕМСЕЗ БЕ 19855 
Серия математическая 9 (1945), 311—820 Зече шапётаЧаце 


В. М. ДУБРОВСКИЙ 


0 НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ВПОЛНЕ АДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ 
МНОЖЕСТВА И 0 ПРЕДЕЛЬНОМ ПЕРЕХОДЕ ПОД ЗНАКОМ 
ИНТЕГРАЛА 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Работа посвящена решению вопроса, возникшего при исследовании (1!) 

аналитическими методами проблем теории вероятностей,—о предельном 

переходе под знаком интеграла в самом общем смысле. Выясняются 

также некоторые общие свойства вполне аддитивных функций множества. 

Пусть дано множество 9% каких-то элементов и семейство 3} его 
подмножеств, содержащее какие-угодно разности и конечные или счет- 
ные суммы своих элементов, отдельные элементы %, все множество % 
и пустое множество. Рассматриваемые в последующем функции мно- 
жества предполагаются определенными на семействе 3}; относительно 
этого же семейства определяются рассматриваемые в этой работе аб- 
страктные интегралы, которые понимаются в смысле Гефезеие’а — Зие]-. 
Цез’а (^ *). Условимся обозначать полную вариацию вполне аддитив- 
ной функции множества тем же знаком, что и самую функцию с чер- 
той наверху. Приводимые в дальнейшем доказательства основаны на 
том известном обстоятельстве, что полная вариация вполне аддитив- 
ной функции множества представляет собой также вполне аддитивную 
функцию. з 

ТЕОРЕМА Г. Пусть последовательность Ф, (6), Ф, (©), -.. впол- 
не аддитивных функций стремится к определенному конечному преде- 
лу Ф(6) для любого 6, содержащегося в 9. Тогда предельная функ- 
ция Ф (©) также вполне аддитивна. 

Доказательство. Введем обозначение Ф, (6)=Ф (п, 6) для 
п=1, 2, ...; тогда для любого © С 

ГлшФ (п, ©)=Ф (6). (1) 
п-осо р 

Из этого равенства следует, что функция Ф (6) аддитивна. 


Рассмотрим сумму Фф=ф,+6.+-... взаимно не налегающих мно- 
жеств 6, 6», .... Из семейства 3} и покажем, что ряд 


Ф(©)-+Ф(©.)-... (2) 
абсолютно сходится. Действительно, предположим противное и выбе- 
рем из последовательности @,, @», -.. подиоследовательность 6. 


6.› -.. так, чтобы ряд. 


Ф(6,)+$(6. +... 8 


312 В. М. ДУБРОВСКИЙ 


расходился и имел все члены одного’и того же знака. Положим 
В (п)= 6"+1-| 6+... для п=0, 1, 2,... Возьмем положительное 
число и монотонно возрастающую и стремящуюся к бесконечности 
последовательность М№,, М№,, ... положительных чисел (№, > :). Выбе- 
рём последовательно целые положительные числа а, 1, и В, так, что- 
бы выполнялись условия 
|Ф (е,) [> №, (е,=В (0) —В (=), 
|Ф (1,, е,)| > М,, 
Ф [1», В (В,) ] <е `(х, <В,). 

Это, очевидно, возможно в силу расходимости ряда (3), равенства (1) 


и полной аддитивности функции Ф (1,, 0). Предположим теперь, что 
выбраны целые положительные числа %,, 9%,, ..., 9, В, Вь, --., Вл, 
1: У», ::.) п› Для которых выполняются условия 


а Со: <<... <, 


Ф(уре, +е, +...4е)13> М, 4) 
где 
с. =В ®) —В (=), е. =В 8) —В (а... е=В.-)-В@а) ®=0; 
Фу, В (8.)]<+ (@=1,2.....п). (5) 


Тогда из расходимости ряда (3) прежде всего следует существова- 
ние такого числа би-+1, что 


[Ф(е Не ----.-Н ее) | > Мы (Вв < 1+1), 


где ел =В(8,) — Е (“п+1); в силу основного условия теоремы можно 
выбрать такое 1,14, что 


| Ф(алье + е, +...- еп) | > № У {п 


наконец, из полной аддитивности функции Ф (ин, ©) вытекает суще- 
ствование числа Ви, удовлетворяющего условию 


Ф [1и-1, В (Вл+1)] <е (< ви). 


Таким образом, существуют бесконечные последовательности на- 
туральных чисел 


ое а Ва. у т... 
для которых выполняются условия (4) и (5) при любом натуральном &. 


со 
Рассмотрим теперь суммуе=\У е;. Для нее, очевидно, в силу (4) 
1 


и (5), будем иметь 
|© (1,6) 1> Фбре, Не, +... Не) |-1® Чъеца-Нене+...)|> 
> М, —Ф[1‚, В (8:)] > М, —ев (2=1,2,...). 
Следовательно, при неограниченном возрастании & |Ф (7;, е)| стремится 


к бесконечности, что противоречит основному условию теоремы. Та- 
ким образом, ряд (2) действительно абсолютно сходится: 
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Перейдем теперь к следующей части доказательства. Положим 


р (7) = Оп бар .... (@=4,2,...). 


Так как 


Ф (©) =Ф (©) ФФ +...+$ (6) ЕФЁ()], 


то остается показать, что последнее слагаемое этой суммы стремится 
к нулю при неограниченном возрастании 7. Предположим противное. 
Тогда существует такое положительное постоянное а, что для беско- 
нечного множества значений п 


|Ф [р (п) | > а. (6) 


1 
Возьмем постоянные положительные числа ф и :, где р<а, = г (@— 6). 


Выберем, затем, бесконечную возрастающую последовательность п,, п,, ... 
значений п, для каждого из которых будет выполняться неравенство 
(6) и, кромо того, неравенство 


|Ф (бп+1) [- |Ф (би) |+... <. (7) 
Положим р, =п, и выберем 4, так, зтобы было |Ф[4,, 6 (р,)] [> а. Вы- 
берем затем из последовательности п,, п., ... число р, так, чтобы вы- 


полнялось условие Ф[4,, р (Р›)] <е:. Очевидно, р, >р,. Полагая е! = 
= (р) —в(р,), легко видеть, что |Ф (4,,е!)| > а-—е. Из (1) и (7) выте- 
кает, что существует число 4,, большее 4,, для которого |Ф [4.,р (р.)]|> 
> а, и, кроме того, |Ф(4,,е!)| <=. Выберем, наконец, из последова- 
тельности п,, П,, ... число р, так, чтобы было Ф[4.,р (р) ] <:. Тогда, 
как легко видеть, р, < р., |Ф(4,, ©) | > а—е, где е=р(р,) —р(р). До- 
кажем теперь, что существуют бесконечная возрастающая подпоследо- 
вательность р,, р,, ..., выбранная из последовательности п, п,, ..., 
и бесконечная возрастающая последовательность 4,, 4,, ..., для ко- 
торых выполняются условия: 


| Ф (4, е1) +... +1 (9, е- |< в, (8) 


Е 1Ф (4. её) 
где 
е =р(р,)—р(р:), е=р(р») —р(р.), ... (=2,3,...); 


|Х [4:2 (р.1> а, Ф[9ор(р:44)] <& (=...) (9) 


и, следовательно, 
[Ф (4, е)|>а-—=. (10) 


Действительно, предположим, что эти условия выполняются при 
:=п, причем определены только первые п--1 членов последователь- 
ности р,, р,, ... й первые п членов последовательности 4,1, 4», -.., 
где п — определенное натуральное число (п >> 2). Определим, прежде 
всего, число 41, большее 4„, так, чтобы имели место неравенства 


|Ф (Чин е1) + |Ф (9ли, 62) |... НФ (Чье) | < в, 
|Ф [Ч 1+1 р (Ри+1)] Г а. 
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Это, очевидно, возможно в силу (1), (6) и (7). Выберем, затем, анало- 
гично предыдущему, из последовательности п, п., ... число Риз так, 


чтобы выполнялось условие Ф [9141,8 (Ри+3)]| <. Тогда, как легко ви- 
деть, мы будем иметь ри.--2 >> Ри-+1, |Ф (Чи, еи-+1) | > а—:. Таким обра- 
зом, то, что предполагалось верным для определенного п, доказано и 
для п на единицу большего, а так как оно верно при п=2, то оно 
верно также и вообще. Рассмотрим теперь сумму 


е’=е: | ее -... 
Для нечетного &, в силу условий (8), (9) и (10), будем иметь 


1Ф (4:: 2) | > |Ф(4ье:+3) |-|Ф (ва её... е:-)|— 
—|Ф (Че -е: 44-Е ..| > а— Зе. .) 


Если же #— число четное, то, Е силу (8) и (9), 
| ® (4: е’)| < |Ф (Чье ез +... е-)|-+|Ф (Ч еда енз-+...) |< 4. 


Абсолютная. величина разности между любыми двумя соседними чле- 
нами последовательности Ф (4, г’), Ф (4., е’), ... остается, следователь- 
но, больше положительного постоянного 6, что противоречит основно- 
му условию рассматриваемой теоремы. Таким образом, доказано, что 
величина Ф [5(п)] стремится к нулю при неограниченном возрастании 
п, т.е. что предельная функция Ф (©) действительно, вполне аддитивна. 

ТЕОРЕМА П. Пусть последовательность Ф, (@), Ф, (©), ... впол- 
не аддитивных функций для любого ©, содержащегося в 3}, стремится 
к нулю. Тогда соответствующая последовательность Ф, (©), Ф, (©), ... 
полных вариаций обладает следующим свойством: какова бы ни была 
сумма <, Ёо.-... взаимно не налегающих мноэвеств из семейства 9% 
величина 


Ф, (би би +...) 


стремится к нулю при неограниченном возрастании п. 

Замечание. При доказательстве мы будем основываться на 
следующем известном свойстве любой вполне аддитивной функции Ф (6): 
каково бы ни было множество @ С- 9, его можно разбить на два не- 
пересекающиеся множества бр и` Фи из семейства 3}, такие, что для 
первого из них и любой его части, принадлежащей 3%, Ф (6) =0, а 
для второго и любой его части из 3}, наоборот, Ф (р)=©0 (*). Оче- 
видно, Ф(ф) =|Ф (фр) |+ |Ф (6х)|, откуда одно из слагаемых последней 

= 
суммы, или каждое из них, не меньше, чем > Ф (6). Однако, при до- 
казательстве теоремы можно было бы избегнуть ссылки на это свой- 
ство вполне аддитивных функций. Вместо этого можно было бы осно- 
вываться на другом свойстве любой вполне аддитивной функции Ф(0), 


непосредственно вытекающем из определения полной вариадии; имен- 
но, сколь бы мало ни было положительное число е, любое множество 
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© из ЖЖ содержит часть @’С- 9, для которой 1 ($°)1>-$ (&)— =. 


Это привело бы к усложнению доказательства, но лишь к незначи- 
тельнсму. 


Доказательство. Введем обозначение Ф,(©)=Ф(п, ©) для п= 


=1, 2, ..., тогда для любого ©, содержащегося в 9%, 
Пю Ф (п, 6) =0. (11) 
П-со 
Предположим, что теорема неверна. Тогда существуют положи- 
тельное число аи сумма ф=©,-+|6,-+... взаимно не налегающих 
множеств из семейства 53} такие, что для бесконечной возрастающей 
последовательности п,, п,, ... значений п имеет место неравенство 
Фи (Спи - би...) >24. 
Положим В (п) = оп + бп-2-+ . пП= а, ...), и обозначим через 


`(”) часть множества В (п), для которой выполняется условие 
[Ф [п, г(п)] | а, (12) 
где п=п,, п,, ... Возьмем постоянное положительное число е, мень- 


И 
шее, чем -, а. Пусть ®,=и,; выберем В, столь большим, чтобы имело 


место неравенство Ф[а,, В (8,)] <, и положим е, = т (я,) —г (а,) В (В). 
Тогда, в силу (12), как легко видеть, будем иметь: &, < В,, 


[ХФ (2, ›е,)| >а—Ф[а,, " (а,) В (В) >а—е. 


Выберем, затем, из последовательности п,, п,,... число а, так, 
чтобы выполнялись условия В, =а,, |Ф(%,, е,)| <е. В силу (11) это 


возможно. Пусть, далее, В, столь велико, что Ф[4,, Ё (В,)]| <®, откуда 
следует, что 9, < В,. Тогда, полагая, как и в предыдущем случае, 
е, =т (9) — г (а,) В (В,), будем иметь |Ф (%,, е,)| > а—е. Докажем теперь, 
что существуют бесконечная возрастающая подпоследовательность 
а, а.,... последовательности п,, п.,... и бесконечная возрастающая 
последовательность В,, В,,..., для которых выполняются условия 


9, ЗВ, < а, ЗВ, <а, <В,=..., (13) 
Фа це е, +... е:-1)| < в, (14) 
где 
е =7 (х,) — г (&,) Е (В,), е, =? (а,) — г (а,) В (В,), Бы (1=2, 3, .. Ъ 
Фе ь а, (15) 
откуда 
| Ф (%., е,) > @ Е, (#=1, 2, са .). (16) 


В самом деле, допустим, что эти условия выполняются при = п, 
где п— определенное натуральное число (п >> 2), и что определены 
пока только первые п элементов последовательности я, а4,,..., и пер- 
вые п элементов последовательности В,, В,,..., удовлетворяющие соот- 
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= Е 


ношению (13). Выберем, что возможно в силу (11), из последователь- 
ности п, П,,... число 9,41, удовлетворяющее условиям 


Вл = би, |Ф (али, ее. +... е)| < е. 


Выберем, затем, натуральное число В»: так, чтобы имело место не- 
равенство Ф [и 1, В (Ви+1)] <е, что, очевидно, также возможно. Тогда, 
как и выше, легко убедиться в справедливости неравенств %п-14 < Вл 1, 
‚ Ф (5-4, ел+1)| > а—, основываясь на соотношении (12). Таким обра- 
зом, то, что было предположено верным при некотором натуральном 
п, оказывается верным и при замене п на п-- 1, а так как оно дока- 
зано при п=2, то оно верно, следовательно, и вообще. 

Положим теперь е=е,-е,+... Тогда в силу (14), (15) и (16), 
как легко видеть, будем иметь 


|Ф (*,, е)| = |Ф (х., е;} | —|Ф (х., ее... Кез) |= 
—1Ф(х ее -Не-...)| > 4—2=—Ф [а,, В (3}]], 
|Ф (а @) | аз 98 ЕТ 2,...). 


Полученный вывод находится в противоречии с основным условием 
рассматриваемой теоремы. Последняя, таким образом, доказана. 

ТЕОРЕМА Ш. Пусть последовательность Ф, (©), Ф, (©), ... вполне 
аддитивных функций стремится к определенному конечному пределу 
Ф (6) для любого <, содержащегося в 3. Тогда все соответствующие 
полные вариации Ф, (9%), Ф,(%),... не превосходят одной ш той же 
постоянной. 

Доказательство. Положим \Т,(6)=Т (п, 6)=Ф, (6) —$Ф(6) 
для каждого п и для любого © из 3}. Тогда, в силу теоремы Т, функции 
ЧТ, (©) будут вполне аддитивны, причем , (6) > Ф,(©)—Ф(6). Осно- 
вываясь на свойстве вполне аддитивных функций (см. теорема Ш), 
приведем в соответствие каждой из функций %,„ непересекающиеся 
множества © (п, 1) и © (п, 2) из семейства 9}, обладающие следую- 
жщими свойствами: 


©", 6 (п, 2)=%; 
ели ©@СО (п, 1), бСЭ, то $, (6)>0; 
если ФСФ <, 2), 6СЭ), то №, (6) =0. 


Предположим теперь, вопреки тому, что нужно доказать, что 


последовательность Ф, (5), Ф, (%,... не ограничена. Тогда таким же 
свойством будет обладать, очевидно, и последовательность -\) 
Ч, (37),... Рассмотрим, затем, множества 


е. =© (1, а, ); С (1, а) [< (2, =), е.=© (1, 9%) [С (2, %,) © (3, 4). ...) 


где каждый из индексов а, ®,,... имеет определенное из двух значе- 
ный 1 и 2, выбранное так, что для любого п соответствующая после- 
довательность Ч, (е/), Т, (е„),... не ограничена. Такие множества, 
очевидно, существуют. (Легко видеть также, что |4„(@)|=, (©), 
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если 6Се,, @С ЖЖ, т=п (п= 1,2,...). Обозначив чер е общую. 
часть всех множеств е,,е,,..., будем иметь 


| ни (е) == (е). 


В силу условия рассматриваемой теоремы из последнего равен- 
ства следует, что Ч, (е) стремится к нулю при неограниченном возра- 
стании п. С другой стороны, очевидно, существует возрастающая по- 
следовательность В,, В,,... натуральных чисел, обладающая тем свой- 
ством, что У (В„, е,) стремится к бесконечности при неограниченном 
возрастании п. Но тогда в силу равенства (8, е„) = (8, е—е) 
- % (Вл, е) и в силу теоремы П последовательность Ч (В„, е) также 
стремится к бесконечности при неограниченном возрастании п. Полу- 
ченное противоречие означает, что рассматриваемая теорема, дей- 
ствительно, верна. 

ТЕОРЕМА ТУ. Пусть А — множество, принадлежсащее семейству 
Пуеть для любой части & множества А, содержащейся в семействе 3}, 
последовательность Ф, (©), Ф, (©),... вполне аддитивных функций стре- 
мится к определенному конечному пределу Ф(©). Пусть, затем, дана 
последовательность измеримых относительно 3} функций } (т), |, (1), 
элемента х множества А, не превосходящих по абсолютной величине 
одной и той же постоянной М, стремящаяся к пределу }(1) для лю- 
бо0го элемента х множества А. 

Тогда предельная функция множества Ф(Ф) вполне аддитивна; 
имеет место соотношение 


Таш \ 1, (2), 46) = \ /@)Фа6). (17) 


>) 


Доказательство. Первое утверждение’ рассматриваемой тео- 
ремы является простым следствием теоремы 1. 
Обратимся к доказательству второго. Положим 


т, (6)=Ф, (6) —Ф (©), Фи (2) = и (2) —1 (+); 
г, (в) = (144) 4,46), & = \ (Фа), в, 9 «Ч. 06) 


А А А 
И 
Тогда 
(1. ®.ав- \юФиф-ь ть ф-ь®. 
А 


А 


Достаточно, таким образом, доказать, что каждое из слагаемых пра- 
вой части последнего равенства стремится к нулю при неограниченном 


возрастании п. 
Обозначим, соответственно, через Р‚ (©) и М, (©) полусумму и полу- 


разность функций Ч, (6) и 1, (6) для каждого п. Тогда „= Ра + М», 
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т, =Р,—М,, причем функции множества Р, и №, неотрицательны. 
Возьмем, затем, сколь угодно малое положительное число е. Тогда, 
очевидно, 


| 72) 2, 48) У Рь 0 | < «Р, (4), (18) 
А $=1 
| ло м, 96) — У ам, (о | < ем, (А), (19) 
А 1=1 
где < Д<А<...<[ = р —постоянное число, не превосходящее 


нижней грани }(5) на множестве А, [ — постоянное число, большее 
верхней грани }(2) на множестве А; все разности /,—(;-1 меньше е, 
е; обозначает множество элементов А, для которых [_1=}(2) < (, 
в=1,2,...т; п=1,2,.. Из неравенств (18) и (19) и из теоремы Ш 
следует 


И 
|} 15 у, (4 - У а, @) =.Т. (А <емМ (п—12....), 
А =1 

где ЛМ— некоторая постоянная. Отсюда, в силу основного условия 
‚ рассматриваемой теоремы, вытекает, что 8, (п) стремится к нулю при 
неограниченном возрастании п. 

Возьмем снова сколь угодно малое положительное число е и 0бо3- 
начим через 4, совокупность элементов х, принадлежащих А, для 
которых при всех значениях п выполняется неравенство | фи (2) | < е. 
Обозначим, затем, через @„ для любого натурального т, большего 
единицы, совокупность элементов х множества А, для каждого из 
которых условие |ф,(1)| < выполняется, если п > т, и не выпол- 
няется при п=тр— 1. Очевидно, АЕф,-+0.+... Обозначим через 5» 
сумму первых п множеств последовательности ©,, ф., ..., и через В, — 
сумму остальных. Заменяя каждый из интегралов 85, (п) и 5, (п) суммой 
аналогичных интегралов, распространенных на множества 5, и В,, 
легко убедиться в справедливости соотношений 


15. (п) | < =Ф (5„)+2МФ (В„), (в=1, 2, +) 
|8, (0) | = =, (5») Е 2М $, (В,) < еМ-2М\, (В,). 


Отсюда видно, что 8,(п) стремится к нулю при неограниченном воз- 
растании п; то же имеет место и по отношению к 8, (п), что явллется 
следствием теоремы П. 

Рассматриваемая теорема, таким образом, доказана. 

Замечание. Пусть дана произвольная послеловательность 
1, (1), |, (2), ... (С 4), которая не удовлетворяет условию равномер- 
ной ограниченности, но удовлетворяет остальным условиям теоремы ТУ. 
Более точно, пусть функции /, (2), [1+1(5),... не ограничены в их 
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совокупности, каково бы ни было п. Тогда весьма просто можно 
построить последовательность Ф, (0), Ф,(6),... вполне аддитивных 
функций, удовлетворяющую условиям этой теоремы и такую, что 
равенство (17) выполняться не будет. 


Поступило 
5. [. 4945 
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ЗОММАВУ 


[еф а зе 9 ап4 а {ашИу 9% о! Из заБзез Ъе слуеп. биаррозе 9} 
сопбатз ЧИегепсез, Пице ап епитега ]е затз оЁ 3 зеёз, аз ме аз 
зто]е еетеюуз оЁ 9, 9% изе! ап@ &Ъе уо1@ веф. 

бер ГапсМопз сопз1Чеге4 1п %513 рарег аге дейпеЯ оп Ше {эту 9. 
АЪз\гась ицерга1з аге $0 Бе ип4ег&юоо@ 11 &\е зепзе оЁ Рефезвие-бие]ез, 
ап аге Чейтейя у1ёЪ гезресё 40 3. 

Тве ЁоПомапо гезаз аге оМашей 11 118 рарег: 

Г. Те а зедцепсе оЁ -сошр1ее]у а491уе ГапсНопз Ф, (6), Ф, (6),... 
сопуегае №0 а дейтие {шие ти Ф(0) 10г еуегу © Беопеше №0 ЖЖ. 
Треп Ме Пш1 Гапсйор Ф(6) 13 а1з0 сотр]ее]у аа41уе. 

П. Ге а зедиепсе оЁ сотр!ее]у а@41иуе ГапсНопз Ф, (Ф), Ф, (6).... 
сопуеге 0 2его Гог еуегу ФС: 3%. ТВеп {ог еуегу зат ©,-РФ.-... 
о поп-оуеарртоя зе тот 3 


Таш Ф, (бы, Оль: ха .)=0, 


\реге Ф, Чепо{ез &1е сотр]ефе уаглаЙой оЁ Ще Гапсйоп Ф,. 

ПГ. Ге а зедиепсе о сутр1ее1у а4алуе алсНопз Ф, (6), Ф, (©), .. . 
сопуегое 0 а Че тие Паме Иши {ог еугу @С ЖЖ. Тьеп а Ще 
сотр1е уанайопз Ф, (9%), Ф, (%),... аге ипИогийу Бочадеч. 

ТУ. 1% АС 9. Заррозе а зедлаепсе о! сотр1ее]у а9а1уе Гапсопз 
Ф, (6), Ф, (©),... сопуегсез 60 а Чей це Ппие Иши Ф(Ф) {ог еуегу 
рагь < оЁ Ще зе А(6с 9. Ге а зедаетсе оЁ ипМоги]у Бочидей 
шеазигае (\ИВ гезрес® №ю 90 Гапойопз [, (5), } (2},... сопуегое №0 а 
Пти 1(5) Юг еуегу СА. ТЬеп 


Таш \ /, (2) ®, (а &)= \ (2) Фа). 
А А 


Те соп4\опз ппрозе@ оп \№е зедтепсе ], (2), 1, (2),... саппоф ре таде 
шоге оепега]. 
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0 НЕКОТОРЫХ РАВЕНСТВАХ 
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В настоящей статье рассматриваются некоторые случаи одновре- 
менного существования двух равенств: 


п=1 п=1 

оо и [и] 
(0) Ни Уве и =Пт Уа, 

п и=1 


Разбирается частный случай 4, =п, п=1, 3, 3,... 


Возьмем функции 


Ф(и)= вен @0<и<о), (1) 
И 
0 при О<и<1, 
м 
го ал при 1 <и< ®. (2) 
ИА 


Определим следующие числа: 


(а) Ишф(и)=4,, | 
т С (3) 

(а) ШпФ(и)=Вь, | 

и-—со 

(5) Нше@)=4,, | 
и © 

(65°) Нм (а) =2., | 

где 4., О., 4; и О, — конечные или бесконечные числа. 
Возникает вопрос об одновременном существовании равенств 
(9) а. =4,, 
. 5 
(0) 2,=р,. (2) 
В частном ‘случае 

= п=1, 2,... (6) 
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нами ранее было установлено (*), что при 


а.=0 (+) (7) 


равенства (4) и (ОР) всегда выполняются, но при условии 


. 8 
=0(>) (8) 
могут не выполняться. 
«Проблема равенства» остается нерешенной для мажоранты 


ап— ‘(-.) $ (9) 


Относительно мажоранты (9), в случае (6), получены следующие ре- 
зультаты: 


ТЕОРЕМА 1. Дано: 


п 


1° Ф(и)= р е и, рай сходится при 0<и< ос, 


:2° а; < (= ое 


3° —иф’ (и) =о(1), и-> <. 


При этих условиях имеют место разенства (4) и (Ъ). 
Доказательство. Имеем цепь соотношений 


[4] [4] [Ст т 
0< У (е,—па,)= УХ =-—% (и) <е У („пан )е и 
п=1 п=1 п=1 


п 


= @ > (=, —. ма)е ч=е о ее “ — ей?’ (и), (1) 


п=1 п=1 


п 
и 


где 
па, <=,->0, п-—> о, 


0 трио ие 


@ (и) = у па, при 1 <и< <. | (Ча) 
Из (1) получаем х 
и (и) Зо ([и]) `(2) 
и 
—® (и) <о([и]) —еи* $’ (и) (3) 
или 
—%® (и) <о([]). (3’) 


Соотношения (2) и (3’) вместе дают 


® (и) =о ([#], и-> о: (4) 
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Теперь, принимая во внимание одну известную лемму*, приходим к 
соотношению 


% ($, $) $ (и) =Ф (и) о(1), и—> ©, (5) 
из которого, очевидно, и следует 
ТЕОРЕМА 2. Дано: 


п 


1 Ф(и)= У ве" — ряд сходится при О<и<о, 
п=1 


: 1 
20 а <о (-.), 


3° существует последовательность {и„}, такая, что 


(а) Пт та > 1, 


(а’) а со, 


(5) Ф (т. 1) —Ф (и) =0 (1), ии —> ©. 


При этих условиях справедливы равенства (4) и (О). 
Доказательство. Эта теорема сводится к предыдущей теореме 
(теорема 41). Сначала можно показать**, что 
Й 
и=Ф (Ит) =0 (1), ит-> о (1) 
Затем докажем ***, что 


иф' (а) =о(1), и-—> о. (2) 


со 


Теперь построим конкретный пример ряда я а, у которого члены 
п=1 
такие, что 
+ ух № \ 
у г 
(=) 2=0(9=0(4), } 


где обозначено ах > 0, а, < 0, и для которого справедливы равенства 
(4) и (0). Возьмем последовательность 


т = им (1) 
`Члены ряда определим следующим образом: 
{ 0 при ВЕ (т, Хм..), Т— нечетное 
—1 при п = ^„.., Т — четное, 
а,=) 1 п п 1 (2) 
| НЕ: (в й не: при ПЕ (№, ^ш.1), Т-— четное. 
\ Ат 


* Лемма. относящаяся к теореме Л (?). 
** См. метод доказательства леммы, относящейся к теореме А и теорему А 
[(2); формулы (6) — {12); стр. 112—113]. 
*** См. {2) — теорема А [формулы (13) — (22); стр. 113 — 114]. 
6* 
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Возьмем функции. 


| 0 при О<и<1 


№) бы . 3 
а при 1 <и< о и 
п=4 
и 
( 0 при О<и<1 
ие | | $ при иЕ[^и, №м.:), т — нечетное (4) 
1 - при иЕ[), Аж..), Т— четное. 
| 1 2+1 т 
| д 
Очевидно, что 
Пт $ (и) = Им © (и) = 0, (5) 
и 
Пт $ (и) = Пс (и) = 1. (5’) 
Известно, что 
$ = Уще *= { 3 (1) 4. (6) 
п=1 0 
Рассмотрим функцию 
$ (и) = \ (2) °— аз. (7) 
р. 
«Легко показать, что 
И ф (и) = Шпф (и), (8) 
Ш ф (и) = Шшф (и). (8) 
и со иИ->со 
Элементарные вычисления дают 
ее, я Ата -= я жа 
е Е 
= (| аще = 0 (9) 
те ВТ, $ 


7+ 


где обозначает суммирование по четным числам. 
Рассмотрим. функцию 


- бы Ана 
хи = 4-е +, (10) 
и 
т 
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где 


п <и<\и.:, т—четное. (10а) 


Очевидно, что в любом сегменте (10а) 
$ (и) >Х (и). (11) 


Фиксируя и, получаем асимптотическую формулу 


8 мы 
де “ 000, и, (12) 
]< 7% +1 
> д 
Очевидно 
Мех (ии )= (13) 
Следовательно, 
Ши ® (и) = 1. (14) 
иж 


Так как, с другой стороны, 


Шла $ (2) < Ши з (и), (15) 
то 

Пл ф (и) = Пт $ (и). (16) 
Нетрудно показать, что | 

ВЕ о (17) 


Это следует из того факта, что 


$ (и) >0, О<и<о (18) 


Нм ® (и 16 т) =0 (тр— нечетное). (19) 


т->о 


Замечание. На этом примере, между прочим, мы наблюдаем 
одно явление — «смещение максимума», которое заключается в следую- 


щем: 
Пусть последовательности {и„} и {и„} тавйе, что 


оф (#) = Ш ф (и) 
4—0 Е 


и со 
т 
и 
Иа $ (и) = Шо $ (и), 
%—с0 с 
т 
тогда 


{ии} = {ит}. 
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Это явление не имеет места для мажоранты 


“-(В. 


Интересно рассмотреть «проблему равенств» и «смещения» для 
мажорант типов: 


оо порояавет - 
к ы) ео: 


Относительно общего ряда (1) (^„ = п) получены следующие результаты: 
Аъ 


ТЕОРЕМА 3. Пусть ряд $ (и) = У ае +, где 0 < и < о, такой, 
в=1 
о 
| о -- 
п-со 


и о 


| & = =04. 


Яв1— А 
90 >, 7+1 3 
2 1-0 (1 —“ } е 


При этих условиях итеют место равенства (4) и (О). 
Эта теорема непосредственно вытекает из леммы *: 


со № 


ЛЕММА. Пусть ряд $ (и) = Уане т; где 0 < и < ©, такой, что 
п=1 


Г2@) Оо: < \ < \,., ><, 


19 п>с 


в 7-04, 


Яи1— 
(6) %+1 ® 
2 а —=0 в ) . 


При этих условиях имеет место соотношение 


(5, $’) $ (и) Фр (^,) +0 (1), и—> оо, 
где 


№ = (А. — №) и (п- 1) А — Ад, 1 
при п=и<п- 1 п=1 2, 3,... 


Из этой теоремы в качестве очевидного следствия вытекает 


Ап 


ТЕОРЕМА 37. Пусть ряд ф (и) = Уале ч, где 0 <и < о, такой, 
п=1 


что 


* Подробное доказательство леммы имеется в работе (3). См. также аналогич- 
ную лемму, относящуюся к теореме А (1). 
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в о, 
о 
Авысо ” 
ей 
Ь) шо. 
( я Я а. 


2? а, =0 (1). 
При этих условиях имеют место равенства (4) и (О). 


Поступило 
23. Х. 1944 
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М. ЭНТНЕСГОУ. ОМ 50МЕ ЕООАШИНЕ$ 
ЗОММАВУ 


[2 &\е ргезепф рарег зоше сазез аге сопз14еге4, \веге {Ве $\о еача- 
Пыез 


< Ат |< \ 
я УЕ Не 
п=1 п=1 Гог ео 
со ео ЗРЯ 
(0) Но Уае "6 4, ] 
п=1 п=4 ] 


{факе р]асе з1штаНапеоч у. ТЬе рагисаг сазе 413 з691е8 (\„=п, 
Па 


‘ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
‚ ВОССЕТ1М ОЕ 1/АСАРЕМ1Е ОЕ$ ЗСЕМСЕ$ БЕ 1/0 В$$ 


Серия математическая 9 (1945), 329—356 Земе татётайаие 


А. И. МАЛЬЦЕВ 


О РАЗРЕШИМЫХ АЛГЕБРАХ ЛИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Изучается структура разрешимых алгебр Ли над полем всех ком- 
плексных чисел. Сначала определяется один частный тип алгебр, на- 
зываемых расщепляемыми. Структура расщепляемых разрешимых 
алгебр целиком определяется их максимальным нильпотентным идеалом. 
Произвольная разрешимая алгебра содержится в однозначно опреде- 
ляемой манимальной расщепляемой алгебре. Зависимость между алгеб- 
рой и ее расщеплением приводит к конструкции всех разрешимых 
алгебр с данным расщеплением. Тем самым вопрос о классификации 
разрешимых алгебр сводится к изучению нильпотентных. В качестве 
приложений найдены максимальные нильпотентные подалгебры про- 
извольных алгебр Ли и рассмотрен один вопрос о редукции из. теории 
инвариантов. 


В теории алгебр Ли центрельнсе место в настоящее время зани- 
мают алгебры над пслем комплексных чисел. Наиболее изученными из 
них являются пслупрсстые алгебры, пслная классификация которых 
дается известнсй теорией Сагбап’а — КИПпе’а. Реше’я также задача, 
как, исходя из данной разрешимой алгебры У и ь „простой ©, пс- 
строить все алгебры ® с рэдикглом \ и алгеброй вычет з %/%, изо-. 
морфной ©. Таким образом, сбщая задача классификации алгебр Ли 
над пслем комплексных чисел приводится к исследованию разретимых 
алгебр. 

Олнако уже в теории Саг(ап’а — КИИп8’а выяснилась важная роль 
одного специального’‘типа разрешимых элгебр, именно алгебр ранга 
нуль, или по другой терминологии, нильпстентных алгебр. С известной 
точки зрения общий случай разрешимых алгебр занимает промежу- 
тсчное положение между пслупрсстыми алгебрами, где конфигурация 
так называемых ксрней г: лгебры целиком определяет глгебру, и ниль- 
потентными глгебрами, гре все корни равны нулю и ничего не опре- 
деляют. У разрешимых не нильпстентных алгебр имеются ненулевые 
корни, однако знания их конфигурации, восбще говоря, недостаточно 
для определения алгебры. 

В настоящей работе разрешимые алгебры подвергнуты более деталь- 
ному изучению. Помимо нахсждения сбщих свойств, основная цель 
работы сводится к выяснению того, нгскслько вопросы, касающиеся 
структуры разрешимых глгебр, межно свести к анало! ичным вопросам 
стносительно нильпстентных алгебр. ( 
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Задача разделяется на две части. Сначала изучается специальный 
класс разрешимых алгебр — так называемые расщепляемые алгеб- 
ры. Все такие алгебры допускают разложение в нолупрямую сумму своего 
максимального нильпотентно! о идеала—ядра алгебры и некоторой особой 
коммутативной подалгебры. "Свойства расщепляемой алгебры легко 
усматриваются из свойств такого разложения, и основным инвариантом „. 
определяющим разрешимую расщепляемую алгебру, является ее ядро. 
Чтобы получить все расщэпляемыз разрешимые алгебры с данным 
ядром $, строится вспомогательное, зависящее от % линейное про- 
странство % и некоторая конечная группа!9 линейных преобразований 
в 9%. Тогда каждому линейному подпространству 9 однозначно соот- 
ветствует расщепляемая алгебра, причем эти алгебры изоморфны тогда 
и только тогда, когда исходные подпространства перзводятся друг в. 
друга преобразованиями ©. 


Во второй части показывается, что всякая разрешимая алгебра %»\ 
содержится в некоторой расщепляемой алгебре. Манимальная расщеп- 
‚ляемая алгебра, содержащая »), определяется однозначно и называется 
расщеплением 5}. Свойства разрешимых алгебр оказываются весьма 
тесно связанными со свойствами их расщеплений. Так как расщепля- 
емые алгебры были в первой части, в известном смысле, классифици - 
рованы, то оказывается естественным считать расшепление основным 
инвариантом, определяющим разрешимую алгебру. Конструирование 
разрешимых алгебр с данным расщэплением. производится вполне 
аналогично тому, как это было сделано для расщепляемых алгебр с дан- 
ным ядром. Огличие состоит в том, что здазь группа 9 уже будет 
группой Ли, однако нильпотентной. Таким образом, задача приводится 
к нахождзнию линейных подпространств, перзводящихся друг в друга 
данной нильпотентной линейной группой. 


В качестве следствий этой теории получаются такие результаты. 

(1) Общие теоремы $ 2 вместе с теоремой ВлиКБоЙ’а о предста- 
вимости нильпотентных алгебр непосредэтвэенно приводят в тео- 
реме Адо. 

(2) Теорема о расщепляемости алгебрэичэских групп (п°3) может 
быть применена в теории инвариантов, чгобы рэдуцировать основную 
‘проблэму теории инваризнтов к аналосичной проблеме для нильпо- 
тентных групп. Эга редукция по существу совпадает с редукцией 
У\еихепЪбсКа (°). Однако благодаря наличию общих теорем о расщеп- 
ляемых алгебрах рэдукция получается здесь сразу для всей группы, 
в то время как редукция У!еиетЪбсК’а производится для каждого 
преобразования в отдельности. 


(3) Общие теоремы $$ 1, 2 даюг возможность найти © точностью до 
внутренней сопряженности все максимальны» нильпотентные подалге- 
бры алгебр Ли. Таких подалгебр в каждой алгебре Ли оказывается 
конечное число и срели них находятся две крайних — картановская 
подалгебра. и максимальная подалгебра, образованная нильпотентными 
элементами. Единственность клэсса картановских подалгебр совпадает 
с известной теоремой об их сопряженнобти (“). 
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8 1. Раещепляемые алгебры 


1°1. Полупрямые разложения. Линейное векторное про- 
странство (6 над полем К называется алгеброй Ли над этим полем, 


если в © дополнительно’ задана операция коммутирования [12|], сбла- 
дающая свойствами 


[7] = — 87, [У ьв, = У ы [88], 
[Ив [8 [ЯНА [8 = 0. 


Преобразование [22] =Ст, 2Е@®, является линейным преобразова- 
нием пространства \5). Соответствие #—> С называется регулярным 
нредставлением (%. В регулярном представлении операции коммути- 
рования []5] отвечает коммутирование соответственных линейных преоб- 
разований НС — СЁ = [ЕС]. Если матрица С имеет простые элементарные 
Долители, то она сама и отвечающий ей элемент Е (6 называются’ 
семирегулярными. нели некоторая степень С равна нулю, то 
С и = называются нильпотентными (°). Очевидно, при гомоморфном 
отображении одной алгебры на другую нильпотентные и семирегуляр- 
ные элементы первой переходят соответственно в нильпотентные и семи- 
регулярные элементы второй. Аналогично, если некоторый элемент } 
подалгебры С. @& нильпотентен или семирегулярен в 6, то он будет 
таким же и в %. Обратное в общем случае неверно. 

В дальнейшем всюду, где не оговорено противное, в качестве основ- 
ного поля К берется поле всех комплексных чисел. Тогда семирегу- 
лярными элементами (© будуг такие элементы, матрица которых в ре- 
гулярном представлении ( приводима к диагональной жордановой 
форме. Отметим еще, что линейное преобразование ехрС=Е 


(6 С? 
ое является так называемым внутренним автомор- 


физмом алгебры ©, порожденным элементом 2. Вместо ехрС мы 
будем также употреблять обозначение ехр в. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть @ содержит подалгебру $, 8Е ©, [88] С 5, 
е=а-& где а— семирегулярный и {— нильпотентный элементы (©), 
[@|=0. Тогда [а] с $ и структура алгебры {^ла-- м--5} целиком 
определяется подалгеброй {8-5}, хотя формально представление 
==а-# зависит от ооъемлющей алгебры ©. 

Доказательство. Пусть в регулярном представлении ©) эле- 
ментам 2, а, Ё отвечают матрицы С, А, Т. Обозначим через р,, ..., р. 
характеристические числа С. и разложим пространство ( в прямую 
сумму инвариантных корневых подпространств Фо @=Ь ..-, $ бве- 
чающих этим характеристическим числам. Тогда %,=9 [] ©; будуг 
соответственными инвариантными корневыми подпространствами $ от- 
носительно С. Возьмем линейное преобразование А, пространства ©, 
определяемое соотношениями 


А8=р,8 (869). 
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Матрица Т, =С— А, нильпотента и перестановочна с А,. Таким обра- 
зом, пля С имеются рва разложения С=А-+Т=А, | Т,, тде [АТ] = 
=[4А, Т,] =0, А, А, — семирегулярны, Т, Т, — нильпотентны. Приводя 
С к нормальной жордановой форме, непосредственно убеждаемся, что 
А=А,, Т=Т,. Числа 6, для подпространств $; известны, коль скоро 
известно, какое преобразование элемент = вызывает в %. Поэтому 
структура алгебры {ла Ри 5} вполне известна, если известна струк- 
тура {12+}. 

В частности, пусть [2, с,] =О ив. =а,+&- упомянутое в теореме 1 
разложение. Тогда, применяя эту леорему к подалгебре $ = {^8,}, мы 
получим [ав,]| = [1] =0*. 

Определение. Элемент = алгебры ©) называется разложимым, 
если его можно предславить в виде суммы а-- где а семирегу- 
лярный и 2 — нильпотентный элементы @. Если, сверх того, [а =0, 
то разложение $ =а-- 2 называется нормальным, а сам элемент #— 
нормально разложимым. 

В дальнейшем рассматриваются, главным образом, разрешимые 
алгебры и их связи с нильпотентными алгебрами. Алгебра ( назы- 
вается разрешимой, если цепочка ее последовательных коммутан- 
тов @11= [66], ©721=[91 $, ... содержит нулевую алгебру; 
(< называется нильпотентной, если нулевую алгебру содержит 
цепочка ее степеней ©) = (, © = [66], = ©? == [©6)*], ...** Согласно 
теореме С. Ли, во всякой разрешихой алгебре (& можно выбрать такой 
базис, в котором все матрицы регулярно!о представления @ имеют 
треугольную форму. Ясно, что при этом нильпотентными элементами (6 
будут те и только те, которым отвечают матрицы с нулевой диагональю. 
Отеюда следует, чго множество всех нильпотентных элементов @© 
есть идеал этой алгебры, который в дальнейшем будет называться яд- 
ром (. Ядро © является нильпотентнсй алгеброй и также может 
быть определено, как максимальный нильпотентный идезл ©. Из тео- 
ремы Ли следует, что коммутант разрешимой алгебры нильпстентен и 
поэтому содержится в ее ядре [ср. (')]. 

ТЕОРЕМА 2. Всякий разложимый элемент разрешимой алгебры @ 
является нормально разлоэкимым. 

Пусть =а-- В где а— семирегулярный и Ё— нильпотентный эле- 
менты 5. Раскладываем @ на корневые подпространства (©, относи- 
тельно а. Тогда &=& В -... {+ &,, где це @,, [а] =, в=0, в... 


эс == 0. Па кок 1=— [а 6 [©©], = 0, то 2, а вместе с ними 
ГЬ 


и &,, нильпотентны. 
Положим [@&6©]=%, #'=%, Я? = [#®1,..., ЯР = [#82 =0 и обс- 
значим через К наибольшее число, для которого и=Ё +... ТЕ ЕЯ*. 


* Принадлежит Гантмахеру [см. (5)]. 

** Если $ и Х— какие-либо множества элементов из ©, то [%©] означает 
линейное подпространство, натянутое коммутаторами [ра] (РЕФ, чЕЪ). 

Напомним также, что алгебра называется полупростой, если она не имеет 
отличных от нуля разрешимых идеалов. Максимальный разрешимый идеал алгебры 
называется ее радикалом. 
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Так как ®^— идеал в @, то элементы 


ыы 


вы =... + 


о Ь, ны ее 5 =И, 
входят в &^. Решая эту систему относительно (;, мы видим, что ВЕ ®^. 


Произведем в (6 автоморфизм ехр (= -.. Е, . Имеем 
® | 


у$ 


‚5 
, 1 : . 
р =ехр (Хуй) -в=ер (Ув) -а-+ Хех (Уи). = 
И-=0 
=а— ХЕ + х. [48]... =аН 5, 


1—0 ы] 


где ГЕЯ” *. Разлагая {в сумму корневых элементов относительно а, 


/ 


получим представление 2’в форме 


я Е р 7 
О | (25 1) КИР, 


гле уже ГЕЯ”'. Производя снова подходящий автоморфизм, мы повы- 


сим индекс К--1 на А-2 ит. д., пока не сделаем его равным р. В 
результате для элемента 5Ф-^) получится нормальное разложение 


ЯР =а-+ (Вы... ЕР-Ю). 


Обратные автоморфизмы переведут 2“ вв, В+ 1-1 ... 5 ЕР-Ю — В 
некоторый элемент #, ав семирегулярный элемент а; и в =а- Е бу- 
дет искомым нормальным разложением. 

ТЕОРЕМА 3. Если. каждый элемент разрешимой алгебры @ разло- 
жим, то сама алгебра © допускает разложение вида ®=%\- 3%, где 
$, — ядро ©, \\ — коммутативная подалеебра, все элементы которой семи- 
регулярны, % [|] 3$ =0. Обратное, очевидно, такие верно. 

Доказательство. Пусть $ — одна из максимальных коммутатив- 
ных подалгебр ©), образованных исключительно семирегулярными эле- 
ментами @. Покажем, чго тогда © =3- $. 

Р самом деле, разложим 6 в прямую сумму корневых подпро- 
странств @; относительно системы матриц %». Следовательно, всякий эле- 
мент ЕЕ © будет представим в форме в =, 8... -&,, где [88.| =0, 
[65.] =; (6) в, =0, 8; ©, БЕЗ. Так как для каждого # при неко- 
тором 6 имеем 2; (5) 0 (Е =0), то в; входят в коммутант и, значит, 
в ядро $. Согласно теореме 2, все элементы @ допускают нормальное 
разложение. Пусть в, =а--— такое разложение. Так как [2,3] = 0, 
то, по теореме 1, |483] =0. В силу семирегулярности а и максималь- 
ности 3, это влечет за собой аЕЪ, что и требовалось. Однако разло- 
экение ( = 3 -- $ еще не будет искомым, так как и 3, содержат центр ©. 
Но 3-— алгебра коммутативная и поэтому допускает разложение в пря- 
мую сумму 3 =%- (3 [| 3). Новое разложение -@ =9--3 обладает 
всеми требуемыми свойствами. 
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Ответ на вопрос об однозначности полученного разложения непо- 
средственно вытекает из прИводимой ниже теоремы. Мы будем называть 
подалгебру 3 какой-либо алгебры Ли ® семирегулярной, если 
все элементы % являются семирегулярными элементами ®. Алгебра ® 
будет называться расщенляемой, если каждый ее элемент допускает 
нормальное разложение. 

ТЕОРЕМА 4. Все максимальные коммутативные семи регулярные под- 
алгебры расщепляемой разрешимой алгебры (6 переводятся друг в дрига 
внутрепними автоморфизмами, производимыми элементами коммутан- 
та © *. 

Для алгебр размерности 1 и восбще нильпстентных алгебр это утвер- 
ждение тривиально. Псэтому дсказательство можно вести методом псл- 
ной индукции, считая утверждение верным для всех алгебр размерно- 
сти, меньшей (6), и предполагая, что © ненильпстентна. Рассмотрим сна- 
чала случай, когда ядро 3. С. @® некоммутативно, 3 = [3.3] = 0. 

Положим 3,, 3, — какие-либо максимальные коммутативные семи- 
регулярные подалгебры @. Пусть %,, 8,— их образы в алгебре выче- 
тов © = @1/3°. %,, %, — коммутативные семирегулярные подалгебры 3 
и содержатся в некоторых максимальных подалгебрах 6, 6, обла- 
дающих этими свойствами. Так как размерность @ меныше (@, то но 
индуктивному предположению 


@, — (ехр =) 6., 
откуда 


6, = (ехр =) 6, 


где ©, 6, полные прообразы @©,, б, в 6, 8 — прообраз е в ©. Так 
как 86[@©}]|, %*С [©6], то [66 — полный прообраз для [© ©] и 
2Е [66]. Полагая (ехр 2) $, = 35, имеем 3, >6,, 3.С 6,. Покажем, 
что размерность @®, меньше размернссли @. Действительно, противное 
означало бы, что (6 абелева. Но по теореме 3 для © имеем разложе- 
ние вида 5-3. Так как 9 сбразована семирегулярными элементами, 
то в % существуют элементы #, ..., 2», дающие базис для %/37 и 
являющиеся корневыми элементами относительно %. Пусть [а] =; (а) &.. 
Если @©/3%^ абелева, то р; (а) =0. Однгко извеслно, чте в нильпотент- 
ных алгебрах базис %/3/7 порождает всю алгебру %. Значит, из [Е] =0 
следовало бы, что [95] =0, т. е. что \-- 3 нильпотентна. Итак, раз- 
мерность ©, меньше размерности @. Так как ©, содержит подалгебру %,, 
то по теореме 3 ©, является расщепляемой алгеброй. Поэтому к 6, 
можно применить индуктивное предислежение. Следсвательно, в ©, 
найдутся две коммутативные подалгебры %),, ®,, связанные соотнсше- 
НИЯМИ 


(ехр 6) Е 
Эн. В 


* Легко видеть, что семирегулярные подалгебры разрешимой алгебры само со- 
бой коммутативны. 
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П олагая (ехрс) 3. = 35, мы видим, что максимальные семирегулярные 
подалгебры %,, 35 поэлементно коммутируют друг с другом, откуда 
3, =3., что и требовалось. 

Остается рассмотреть случай, когда ядро %$ коммуталивно. Если 
центр © нетривиален, то при коммутативном $ его можно отщепить 
в качестве прямого слагаемсго и свести дело к глгебрам без центра. 

Пусть, следовательно, @ центра не имеет, © =5--%, & — коммута- 
тивное ядро (@, 9 — семирегулярная псдалгебра @. Легко видеть, что 
теперь коммутант © совпадает с %. Обозначим через 3 какую-либо 
максимальную семирегулярную коммутативную подалгебру @. Выберем 
в 3 такой базис '6,,..., 6, чтобы 


о 


@;, а, % линейно независимы, /, 65, 4.6%, а,Е9%(. Из коммугативно- 
‘сти Ъ следуют соотношения 


[аъ] = 0, (1.1) 
[4.65] = [аз]. (1.2) 
Покажем, что найдется такой элемент # = У 4 для которого 
(ехрй) &=4,, (1.3) 
(ехр #) 6, =а,, (1.4) 


Условия (1.3), ввиду (1.1), выполняются при любых значениях &,. Что 
касается условий (1.4), то их можно переписать в форме 


[а] = &.. : (1 .5) 
Выберем в 3 базис и,, ...,‚ и», состоящий из корневых векторов от- 
носительно %. Пусть 
И — о Толу и, (1.6) 
гу. 
а] = ы Иа 61, .., ТВ ор (1:9) 


Если ранг матрицы ||,5]| меньше т— А, то система 
У. =0 (В=1, 2, ... р) 
“1 


допускает нетривиальное решение. Элемент У! \.а», в силу (1.7), будет 


о, 
центральным в алгебре ©. Но по предислежению ©) центра не имеет. 
Следовазельно, ранг ||; || дслжен быль равен т— №. Аналогично убеж- 
даемся, что ранг || „|| также равен р. Отсюда т — Ё =ри 46% | |<. || + 0. 
П сдставляя в (1.5) вместо #, & их выражения из (1.6) и псльзуясь (1.2), 
получим для спределения чисел &, систему уравнений 


о увтьз = оз. 


У 


Эта система згведомо удсвлетвсрился, если будут выполнены условия 


а (1.8) 
их. 
Так как 4е! | *„. || = 0, то сислеха (1.8) разрешима и искомый элемент # 
существует. 
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В качестве примера рассмотрим вопрос об однозначности того раз- 
ложения алгебры (6, о котором идет речь в теореме 3. Пуеть @ = 
—=9{ -+ 3, =%, + $, —два таких разложения и 8$ — центр ©. Тогда 9% -+- 
3, 5-3 — максимальные коммутативные нильпотентные подалге- 
бры @. 

В силу теоремы 4, существует автоморфизм ехрё, переводящий 
9 +3 в {--3 и оба разложения оказываются сопряженными с точ- 
ностью ро центральных слагаемых. 

по 2. Классификация расщепляемых разрешимых 
алгебр. Теорема 3 о разложимости расщепляемых разрешимых алгебр 
в полупрямую сумму и теорема 4, в основном, достаточны, чтобы уста- 
новить общий обзор расщепляемых алгебр с заданным ядром и тем 
самым привести задачу 0б их классификации к задаче о классифика- 
ции нильпотентных алгебр. Теоремы 5, 6 дают необходимые для этого 
дополнительные свойства семирегулярных подалгебр. 

ТЕОРЕМА 5. Коммутирующие друг с другом семирегулярные эле- 
менты разрешимой расщепляемой алгебры ($ не могут быть вну- 
тренне сопряженными в ®. 

Пусть 6,, 6, — коммутирующие семирегулярные элементы алгебры ©. 
Эти элементы содержатся в некоторой максимальной подалгебре 3. По 
теореме 3, имеем разложение 


© = +3, (2.1) 
где 3, — ядро @. Группа ©” внутренних автоморфизмов (© соответ- 
ственно (2.1) разложится в произведение 3*3^, где 3* — группа автомор- 
физмов, производимая элементами 3, и $" — производимая элемента- 
ми $. Так как автоморфизмы 3” оставляют 6, на месте, то остается 
„посмотреть, не смогут ли перевести 6, в В, автоморфизмы $”. Выбе- 
рем в 3% базис Ё, ..., &,, образованный корневыми элементами отно- 
сительно 6,. Пусть 

[6,2] = рей (2=1, 2, 25$ п), 
1—= а - .. А 


^, ре ^, роже №: °Вк = 0, Арон о пвп =0, 
О О о. 
Тогда 
ехр #6, = В.—, р ев ‘К Рк Е ра МАУ; [2 #]— реа (2.2) 


т,] 
Все члены (2.2), стоящие после Х,р.&, входят в %""1 и поэтому их 
выражения через элементы базиса не содержат 2,. Таким образом, 
ехр 16, =6,— МЫ Нав, Е |... - в, в. 
Если 6, =ехр 26,, то условие [6,6,] =0 дает 
[6,, АА а г: ил В] = >в В. Е и - "Е а Роб == 0, 


что ввиду ^, 6, == 0 невозможно. 
Пусть 3 — какая-либо фиксированная максимальная семирегулярная 
подалгебра разрешимой расщепляемой алгебры @. Из теорем 4, 5 сле- 
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дует, что всякая семирегулярная подалгебра @ внутренне сопряжена 
с одной и только одной подалгеброй из 3. Этб— окончательное реше- 
ние вопроса о внутренне сопряженных семирегулярных подлалгебрах. 
В дальнейшем потребуется знать, какие из семирегулярных подалгебр 
внешне сопряжены. Частичный ответ на это дает 

ТЕОРЕМА 6. Пусть @®— расщепляемая разрешимая алгебра, © = 
= 9 -- 3, —ее полупрямое разлоэжение, как в теореме 3. Внешние авто- 
морфизмы (6, оставляющие на месте \, иидуцируют в \ гриппу линей- 
ных преобразований ®. 

А. Группа 9 конечна. 

В. Чтобы две подалгебры 9, %(, из З( были виешие сопрямеенными, 
необходимо и достаточно, чтобы %, переводилась в УХ, каким-либо пре: 
образованием ©. 

С. Если размерность подалгебры №, из © совпадает с размерностью 
некоторой подалгебры С и 3, СУ, +3, где З— центр ®, то % 
внешне сопряжена с %.. 

Доказательство. —А. Разложим % на корневые подпростран- 
ства 3,, относительно преобразований %(. Таким образом, если 46%, 
163, то [а&,;] = А, (а) &,. Подпространства 3, определяются эигеброй %( 
однозначно, и, значит, автоморфизмы (©, оставляющие на месте %, 
могут только переставлять эти пространства между собой. Покажем, 
что два автоморфизма ©, оставляющие на месте %( и вызывающие одну 
и ту же перестановку %,, индуцируют одно и то же линейное преобра- 
зование в 9. откуда и будет следовать конечность ©. Для этого рас- 
смотрим линейные функции А; (а), определенные на 9%. Среди Л, (а) 
(1=1,2,...) существует точно’ п линейно независимых, где п — размер- 
ность %. Действительно, в противном случае нашелся бы такой элемент 
аЕ\, а = 0, для которого все А; (а) обращались бы в нуль.Тогда [а, %] =0 
и а входил бы в центр (6, что противоречит предположению. Пусть, 
теперь, 8 — некоторый автоморфизм ©, 3%‘ =%. Положим 


1 


я == $, лу (а) == А: (а). 


Условия [4] = А, (а) дают 4} (4) = 2, (а) &=1,2,...), откуда эле- 
мент 4’ при заданном 4 и заданной перестановке &, определяется 
однозначно. 

В. Пусть р— автоморфизм @, переводящий %, в %,. Обозначим 
через с существующий по теореме 4& автоморфизм, переводящий 93 
в +83. Имеем %.С 9-3, %С%-3З, с— внутренний; следова- 
тельно, по теореме 5, 9 =%,. Выберем в 3 такой базис а,,..., ал, 
чтобы а,, ..., ах давали базис 9. Тогда 


ета, а: Е, Е3 (=. =, т. п), 


Преобразование 
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есть, очевидно, автоморфизм @ и 
Ч 9” =. 


С. Утверждение С становится очевидным, если заметить, что преобра- 
зования @ вида и=а:-+ 5, #Й = где {а} - базис %, 2,63, 16%, 
являются внепними автоморфизмами @. 

Общий обзор всех неизомоморфных разрешимых расщепляемых 
алгебр с данным ядром % теперь дается следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 7. Для каэкдой нильпотентной алгебры 3, можно найти 
такую универсальную разрешимую расщепляемую алгебру И=%- $, 
что всякая другая разрешимая расщепляемая алгебра с ядром % будет 
изоморфиа одной из подалгебр Ц вида %-%, 9 С %. Всякая под- 
алоебра этого вида есть расщепляемая алгебра с ядром %; 

Для того чтобы 9%; -- $, была изоморфна %,-+- 3%, необходимо и доста- 
точно, чтобы 9, переводилась в %, линейным преобразованием 3, входя- 


шим в некоторую конечную группу 9. Группа © состоит из преоб разо- 
ваний, которые индуцируются в % автоморфизмами И, оставляющими 
на месте %(. Всякий автоморфизм %-% может быть продолжен до 
автоморфизма Ц, оставляющего на месте 9. 

Доказательство. Для доказательства удобнее вместо алгебр Ли 
рассматривать группы Ли. Звездочка далее будет значить, что берется 
‹вязная группа Ли, алгебра которой обозначена той же буквой без 
звездочки. Пусть 3}}* — группа всех непрерывных автоморфизмов данной 
нильпотентной группы 5”. 4 можно считать линейной группой, опери- 
рующей в пространстве %. Обозначим через 9%” максимальную связную 
комм угативную подгруппу, образованную семирегулярными матри- 
цами 3)", и составим полупрямое произведение %*3” = Ц” *. Утвер- 
ждается, что Ц” будет искомой «универсальной» разрешимой труппой. 
Действительно, всякая расщепляемая разрешимая труппа с ядром %," 
имеет по теореме 3 вид %23%”. Внутренние автоморфизмы, вызываемые 
элементами 3%, индуцируют группу линейных преобразований простран- 
ства $, содержащуюся в 3}}" и изоморфную %{*. В силу этого, 5 можно 
считать подгруппой 3)”. Так как °\ образована семирегулярными 
матрицами, то по теореме 4а (п° 6) т'9Ст с 9", где те)”. Вводя 
обозначение ит ==5{. и рассматривая 373”, %*3%” как подгруппы 
низ "5", мы видим, что "3", 913” сонряжены в 9}"3^ и поэтому 
изоморфны. 

Таким образом, первое. утверждение теоремы 7 доказано. Остается 
показать, что если 313” изоморфна %"3* (94° С 9%", ("С 9(*), то най- 
дется атоморфизм 8)", оставляющий на месте \\” и переводящий 9” в \*. 
С этой целью обозначим через 0 заданное изоморфное отображение 9("%* 
на %:3”, (313) =313". Ввиду теоремы 6, можно считать, что 9(*3 = 5*. 


* Полупрямое произведение группы автоморфизмов %* группы %" на %* есть 
группа пар (а, 6) с композицией (а, 6,) (а, 6) = (ала, 686). 
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Так как %^=$3” то 0 вызывает некоторый автоморфизм < Е 3)” группы $* 
Из | 


п -ай 
(аа аа, 9) = 01 16 (а, 6%, 163”) 
следует ха] =а,^, или 


ы АЯ 
М 


у и ) <» ? * * * 
ее ао, внутренний автоморфизм группы 9)” переводит %" С: % 
в С \*. В силу теоремы 4а (п°’ 6), отсюда следует существование 
элемента те)", для которого 


т ет Эт ==. 
Тогда т 19/3... =%"35” и т производит в @©*=%"5” искомый авто- 
морфизм. Этот автоморфизм является, очевидно, продолжением перво- 
начального изоморфизма 0, откуда следует и последнее утверждение 
теоремы. 

п° 3. Алгебраические группы. Простейшими расщепляс- 
мыми алгебрами являются алгебры всех матриц данной степени над 
полем комплексных чисел. Для получения нормального разложения 
достаточно привести матрицу к нормальной жордановой форме и взять 
в качестве семирегулярного слагаемого диагональную матрицу, диаго- 
наль которой совпадает с диагональю этой жордановой формы. Остаток 
дает нильпотентное слагаемое. Более важные примеры получаются сле- 
дующим образом. 

Пусть (“— линейная группа Ли. Нормальным разлоя: е- 
нием ее элемента © будем называть представление © в виде произве- 
дения семирегулярной матрицы’ на коммутирующую с ней матрицу 
с характеристическими числами, равными единице. ‘Ясно, что если 
каждый элемент (” нормально разложим в ©”, то инфинитезимальная 
алгебра (6 будет расщепляемой. Введем еще следующее 

Определение. Линейная группа ©)” будет называться алге- 
браической, если она является совокупностью всех неособенных 
матриц || 2:;|!, элементы ксторых удовлетворяют заданной системе алге- 
браических уравнений. 

ТЕОРЕМА 8. Все линейные алгеб раические группы расщепляемы. 

Доказательство. Пусть СЕ)", 6)" — алгебраическая. Приведем 
С к нормальной жордановой форме. При этом уравнения К (81) =0, 
определяющие группу ©)", также следует трансформировать надлежащим 
образом. Представим С в виде АТ, где АТ=ТА, А-— диагональная, 
Т — треугольная с единичной диагональю. Рассмотрим какое-либо урав- 


нение Ё (8:) =0 и докажем, что вместе с С” (у=1,2,...) ему удовле- 
творяют А” и Т». Действительно, элементы матрицы С” суть полиномы 
стуишот р, ру,..., В, где р,, ,,..., Ри --числа, стоящие на главной 


диагонали А. Подставляя эти пелиномы в Р(р:)=0, получим уравне- 
ние вида 
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По условию это уравнение должно удовлетворяться при всех натураль- 
ных значениях у. Заставляя у расти неограниченно, мы непосредственно 
видим, что левая часть должна заведомо ‘уничтожаться при р. =р, = 
=... =ри=1. Следовательно, матрица Т” удовлетворяет уравнениям 
Е(2:)=0. Так как эми уравнения по условию определяют группу, то 
им должна удовлелворять и АУ. 

Отметим несколько частных случаев этой теоремы. 

А. (Ф. Р. Гангмахер). Группа автоморфизмов всякой алоебры рас- 
щепляема. 

Для доказательства достаточно заметить, что группа автоморфизмов 
есть группа матриц С, элементы которых подчинены условиям [Са, С6] = 
—= С [аё] и, следовательно, алгебраическая. 

В. Группа всех неособенных линейных преобразований переменных 


1,..., ди, оставляющая инвариантными заданные полиномы, расщепляема. 
Действительно, эта группа снова алгебраическая и, след. ательно, 
расшепляема. 


С. Все полупростые алгебры расщепляемы. 

Вытекает из А, так как с точностью до внутреньих автоморфизмов 
полупростая алгебра © имеет только конечное число внешних автомор- 
физмов. Поэтому алгебра группы автоморфизмов © совпадает с ©. 


$ 2. Расщепления алгебр 


п° 4. Существование и однозначность раесщепле- 
ний. Свойства расщепляемых алгебр, изложенные в предшествующем 
параграфе, могут быть применены к изучению. некоторых вопросов, 
относящихся и к произвольным алгебрам Ли. Для этого каждый 
алгебре 5 поставим в соответствие расщепляемую алгебру ©, свойства 
которой окажутся весьма тесно связанными со свойствами 5. 

ТЕОРЕМА 9. Всякая алгебра Ли % содержится в некоторой рас- 
зцейляемой алгебре @®. Если @ не содержит промежуточных ресщеп- 
ляемых подалгебр, то &® будет называться расщеплением 5. Каждый 
автоморфизм 3 однозначно расширяется д0 автоморфизма расщепления 
$, и все расщепления % изоморфны над $. 

Теорема содержит несколько утверждений, и доказательство их 
удобнее вести в обратной последовательности, т. е. сначала доказать 
изоморфизм, затем расширяемость авотморфизмов и, наконец, суще- 
ствование расщеплений. 

А. Предположим (@, (@’— два расщепления %. Берем в У какой- 
нибудь нерасщепляющийся элемент |, и раскладываем его нормально 
в би ©’. Пусть 1 =а, 4, }=а,- Е — эти разложения. По теореме 1, 
структура подалгебр 5, = {а,, 5}, $, ={а., 5} однозначно определяется 
элементом ] и подалгеброй 5. Таким образом, %,%, должны быть 
изоморфны. Расщепляя аналогичным образом соответственные эле- 
менты $, 5,, мы продолжим изоморфизм на болыпие подалгебры. 
Повторяя этот процесс достаточное число раз, мы придем к алгеб- 


рам @ и ©’. 
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В. Пусть 6 — автоморфизм %, @-— расщепление %, / — какой-либо 
неразложимый элемент %. Согласно предположению в (6 существуют 
нормальные разложения } =а, | &, № =а,--#. По теореме 1, допол- 
нительное соответствие 4“=а, проделжает 0 до изоморфизма алгебр 
у, = {4,5} и 5, ={а,, $}. Расширяя подалгебры 5, %, аналогичным 
образом, мы получим изоморфные подалгебры %,, 5, и т. д., пока, 
наконец, не придем к одной и тсй же алгебре © с продолженным 
автоморфизмом 0. 

С. Всякая разрешимая алсебра % содержится в некоторой рас- 
зцепляемой. Выберем в 5 базис и обозначим через г размерность %. 
Дифференцирования % образуют матричную алгебру Ли 9}, которая 
является инфинитезимальной алгеброй для 'руппы автоморфизмов %*. 

Так как последняя группа расшепляема (теорема 8), то расщепляема 
и алгебра 3}. Матрицы регулярного представления % содержатся в 9} 
и образуют в ней идеал 3}; внутренних дифференцирований. 
„Ввиду разрешимости 3}; можно предполагать, что базис % выбран так, 
что матрицы 9}; имеют треугольный вид. Обозначим через 5 сово- 
купность всех треугольных матриц степени г. — разрешимая рас- 
щепляемая алгебра и $_)9;:. Псэтому минимальная расщепляемая 
матричная, содержащая 3}, алгебра 53; будет также разрешимой. Оче- 
видно, 5; С. 9%. 

Пусть %,=%;- 3— нормальнсе разложение 5;. Обозначим через 9 
максимальную коммутативную, образованную семирегулярными матри- 
цами и содержащую 9%; подалгебру 3. Составим полупрямую сумму 
алгебры дифференцирований 9% на 5, © = -% **. (6 является иско- 
мой расщепляемсй алгеброй. Действительно, прежде всего ясно, что 
элементы %{ семирегулярны в ©. Разложим, далее, % в прямую сумму 
инвариантных корневых подпространств %, стносительно %\. Так как 
элементы тех %;, которые отвечают ненулевым корням, входят в комму- 
тант (5 и тем. самым являются нильпотентными элементами (©, то 
всякий элемент в допускает разложение в=А--]-- А, где А нильпотен- 
тен в (6, А семйрегулярен, ДЕЗ, [Л =0. Пусть Ё — матрица, отвечаю- 
- щая | в регулярном представлении |5. Таким образом, РЕЗ. 
Для 9); мы имеем разложение 53$, =5%,--3., соответственно которому 
разложится и Р, Е=А’-Т, А’Е%, Т-нильпотентна. Рассмотрим 
5’=—А'-4-]. Для произвольного элемента "Е ©, "= "+ ], имеем 


{= 


ИЕ И АЕ ==: 


* Дифференцированиями $ называются линейные преобразования А 
пространства &, удовлетворяющие условию 


А [а5] = [Аа, 6] + [а, 46]. 


** Полупрямая сумма алгебры 9% дифференцирований $ и $ есть алгебра пар (-4,/) 
с операциями 


А (А, 1) = (АА, А), (А, лее (4, Е 9: Л), 
(=, 7, (А, д] = ([4. 4, Ар - Ау- и. 


и соответствует пол\ прямому произведению груип. 
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Так как матрица Т нильпотентная, то — А’-- } является нильнотентным 
элементом (©. Следовательно, в=(А- А’) + ((— А’+Л-А) есть иско- 
мое разложение для в. 

р. Если радикал У некоторой алгебры Ли 6 расщепляем, то © 
такоже расщепляема. По теореме Теу!, © содержит полупростую под- 
алгебру ©, изоморфную (©/. Следовательно, &=@©{%, © П\=0. 
По предположению, Ж допускает разложение = 3-3, где %— ма 
ксимальный нильпотентный идеал, 3 — максимальная семирегулярная 
полалгебра из \, $ [|$=3, 3З- центр 5. В результате имеем раз- 
ложение 


@©=©-(8 +3) (4.1) 
или, переходя от алгебр к группам Ли, 
@°= 6" (3°3°). 


Обозначим через 4” совокупность элементов ©)”, перестановочных с %5*. 
Так как $'%"5, $36 ©”, снова максимальная семирегулярная под- 
группа 5%”, то, по теореме 4, найдется гЕ 5\" со свойством г *Эг=$ *8*5$. 
Отсюда 57 33° = "57 1, 571654", $6 Х”\’, ©*СЖ"У*, т. е. 6 ЖЕ У. 
Так как © максимальная полупростая в Ж-+ У, то $/9Е Г М изо- 
морфна © и, по теореме Теу!, в 5$ найдется подалгебра ©, изоморф- 
ная ©. Подставляя ©, в (4.1) вместо ©, пслучим новое разложение 


© = ©, + (3-3), 
которое можно переписать в виде 

$ =(©, +3) 3, (4.2) 
ибо элементы ©" перестановочны с 3” и ©" — группа. Соответствие 


в —> [5,6] =5,6 (БЕЗ, $, Е©,) 


есть линейное преобразование пространства %, а 5$. —>5, дает линей- 
ное представление алгебры ©, в 3. Центр 3 алгебры У является 
инвариантным подпространством 3. Из теоремы о полной приводимости 
представлений полупростых алгебр следует; что в 3 найдется инва- 
риантное подпространство 5%, дополнительное к 3. Таким образом, 


$3 =93-83, ЖП 3=0, [$ сч, [63] с 3 
и (4.2) оказывается возможным заменить разложением 


&=(5,--%)-$, (6, + П$=0. (4.3) 


Разложение (4.3) может быть названо нормальным разложе- 
нием расщепляемой алгебры. Легко видеть, что в (4.3) элементы ©, и % 
перестановочны. Действительно, известно, что коммутант всякой 
алгебры Ли имеет нильпотентный радикал. Так как радикал комму- 
танта есть идеал, содержащийся в радикале первоначальной алгебры, 
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то он будет содержаться в ядре этого первоначального радикала. 
В нашем случае это значит, что [©,, с: Так как [©,, С. 
%П 3 =0, то [©,, 9 =0, что и требовалось. 

Наконец, из нормального разложения (4.3) уже непссредственно 
следует, что © расщепляема. Действительно, пусть 86 ©, в=$, Ра-2. 
Полупростые алгебры рабщепляемы и при этом семирегулярные и 
нильпотентные элементы их изображаются в любом линейном пред- 
ставлении соответственно семирегулярными и нильпотентными матри- 
нами *. Если 5, =т, ри, где т, семирегулярный, и, — нильпотенл- 
ный элемент ©,, то из сделанного замечания следует, что такими 
же будуг эти элементы и в @. Искомое разложение для & есть 
в = (т, а) (и, 8. 

Е. Всякая алгебра Ли ® содерокится в некоторой расщепляемой 
алгеб ре. Представим ® в виде ® = ©-1 $, где ХХ — радикал %, © [] Ж=0. 
Совокупность элементов ©, коммутирующих со всеми элементами 5. 
образует некоторый идезл ©, в ©. Однако всякий идеал полупростой 
алгебры является прямым слагаемым. поэтому © = ©, | ©,, ©, [Г] ©, =0. 
[©,6,|=0. Отсюда 8=©,- (©, {+ \). Первое слагаемое этой прямой 
суммы есть полупростая и, следовательно, расшепляемая алгебра. 
Поэтому остается доказать, что алгебру ©,+Ж=®, можно заключить 
в расщепляемую. На ®, можно смотреть как на полупрямую сумму 
алгебры ©, дифференцирований 5) и 5. Согласно С, для 5 имеется 
расщепление, которое обозначим ©. Согласно А, всякое дифференци- 
рование алгебры 5% однозначно распространяется в дифференцирование 
ее расщепления @. 

Таким образом, ©, можно рассмазривать, как ал!ебру дифферен- 
цированний (%. Составим полупрямую сумму %, = ©, -- @. Согласно О 
®, расщепляема, так как ее радикал @ расщепляем и ®, — ©, | У. 

ТЕОРЕМА 10. Пусть © — расщепление алгебры 5. Тогда всякий 
идеал 5 будет идеалом в @®, коммутант (6 совпадает с коммутан- 
том 5, центр @ совпадает с центром 5. 

Первое утверждение непосредственно следует из доказательства 
теоремы 1. Доказательство второто может быть проведено следующим 
образом. Возьмем какой-либо неразложимый элемент # из $ и разло- 
жим его нормально в @. Пусть /=а--{— это разложелие. Расклады- 
васм теперь пространство % относительно | на корневые инвариантные 
подпространства %, $, ..., 9. Обозначим через р =0, р, ..., р 600%- 
ветственные корни /, р....р; +0. По определению корневых подпро- 
странств существует такое натуральное число у, чтс (Р— р.) }. =0, 
где ЕР — матрица } в регулярном представлении ®, Е единичная ма- 
трица, /. Е 5. 

Отсюра видно, что $; С [5%], для = 0. С другой стороны, рассмотрим 
алгебру 5%’ = {а, 5}. Ее коммутант порождается элементами вида [а,5] 


и [55]. 


* Ср. (5), где это доказано для семирегулярных элементов; для нильпотентных 
доказывается аналогично. 


35 А. И. МАЛЬЦЕВ 


Пусть ЙЕХ. Тогда 
= А+... й,, 6%; (=0,1,..., $), 
[а] = р.й, +...- в... 


Так как 1,6 [58] (=1, 2,...,5), то [а] Е [55], [5,5] =15$]. Пере- 
‘ходя аналогичным образом от. &’ к большей алгебре 5" ит. д., в конце 
концов мы придем к © и, таким образом, получим [©] = [55]. 
Наконец, относительно центров ясно, что центр $ лежит внутри 
центра ©. Для доказательства обратного обозначим центр (6 через 8 


и рассмотрим гомоморфное отображение @ —> (@, где ® = ©] [6 ©]. 
Так как алгебра @ абелева, то ее можно разложить в прямую сумму 
вида 

где б_ образ 5, 3,- образ некоторой центральной подалгебры 3,, 
которую в случае 3Ч-% можно заведомо сделать отличной от нуля, 
В — дополнительная подалгебра. Обозначая через © полный прообраз 


З-ЕЗ в ©; и замечая, что [@&©]С 9, мы из (4.4) получаем прямое 
разложение для алгебры ©: 


©=9- 3. . {4..5) 


Так как расщенление прямой суммы равно сумме расщеплений слагае- 
мых и 9%, то (4.5) показывает, что расщеплением % будет ©, а не @, 
как было предположено. Следовательно. ЗСУ. 

п° 5. Конструкция разрешимых алгебр. Поставим сле- 
дующую задачу: какими инвариантами можно характеризовать разре- 
шимые алгебры, если в число допустимых инвариантов включить и 
нильпотентные алгебры, считая их, таким образом, как бы известными 
и более простыми? Этот вопрос был решен в 10° 2 для расщепляемых 
алгебр. Теоремы п° 4 позволяют дать аналогичное решение для произ- 
вольных разрешимых алгебр. Для этого в качестве основного инва- 
рианта, определяющего разрешимую алгебру 5, мы примем ее расще- 
пление (@, что в виду п°2 возможно. Так как алгебр с данным рас- 
щцеплением в обшем случае существует бесконечное множество, то 
требуется указать дополнительные инварианты. 

По теореме 10, коммутант Я алгебры % совпадает с коммутантом @ и, 
таким образом, $ находится среди алгебр, промежуточных между © 
и Я. Все такие алгебры однозначно характеризуются своим образом 
в 9 =6/®. Однако © абелева и ее поралгебры — произвольные ли- 
нейные подпространства пространства @. Следовательно, нужно знать, 


каким подпространствам (© отвечают подалгебры, расщепление кото- 
рых совпадает с ©, и какие среди них изоморфны. Ответ на эти во- 
просы дают теоремы 411, 12. 

ТЕОРЕМА 11. Пусть ©® — расщепляемая разрешимая алгебра, 3— 
центр, ® — коммутант ©, © =%--$% — нормальное разложение *. Для 


* т. е. разложение теоремы 3. 
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того чтобы подалгебра 5 имела своим расщеплением ©, необходимо 
и достаточно, чтобы 


4” 652%, № $8, 3 &=%+5=%+%. 


Необходимость очевидна, так как 1°, 2 содержатся в теореме 10, 
а по поводу 3° достаточно заметить, что %-- 5% заведомо расщепляемая 
при любом 5. „Остается показать достаточность условий. Обозначим 


через 3,(1=0, 1,...,$) корневые подпространства % относительно 
преобразований %. Таким образом, 


[а] = р: (а) (5.1) 
ГОО (2—0, 1, ..:,5), (а) =0, (4) =0 0=02...53. 
Подпространства %; 1=1,...,5$), ввиду (5.1), лежат в [©] и, сле- 
довательно, в $. Выберем базис $5 в форме 
а, а, |, $) аки, 1, Зее > @к а...) ал, {3.1}, 22) {3} 
где ах,1,..., @и — базис 51 [|] $, 21.1...) и— базис %, []$%. Докажем, 
что элементы а,--1(=1,2,...,Ё) не могут быть в алгебре 5% ни 


нильпотентными, ни семирегулярными и, таким образом, должны 
разлагаться при переходе к расщеплению %. Пусть а, + & нильпотен- 
тен в %. Это может быть только, если [а 3]=0 (1=0,1,..., $), т.е. 
если а, центральный в ©. Согласно 2° отсюда следует, что а, ЕХ, 
1, Е5 в противоречии с выбором базиса. Пусть, наоборот, а’-- & семи- 
регулярен в %. Обозначим через А, Т, линейные преобразования, 
вызываемые в % коммутированиями, соответственно, с элементами а,, &,. 
Так как А, А, +Т, семирегулярны, Т, — нильпотентно, [4А,Г,]=0, тс 

Т, =0, [1, 5] =0. Отсюда [4, а, о по] =О Ель... ви, 
а лы. [2 ©] =0. По 2 это дает 1 Е5, а. Е 5, что снова про- 
тиворечит выбору базиса. 

ТЕОРЕМА 12. Пусть @® — расщепляемая алгебра, ® =%, + $, — ее 
нормальное разложение, 8— центр @®, © = © | [© ©]. Существует 


группа линейных преоб ризований Г”, оперирующая в пространстве ® и 
06 ладающая следующими свойствами: 


1. Связная компонента единицы Г* группы Г* ниальпотентна. 

2. Г*/Тз конечна. 

3. Образы 9{, $, 8 а4гебр %, %, 3 в 6 инвариантны относи- 
тельно Г*. 

4. Если подпространство % из © таково, что $ += - % = @&, 


8$ С % то его прообраз в @ есть алгебра $, расщепление которой 
совпадает с ®. 
`5. Чтобы две подалгебры %., $,, расщепленая которых совпадают 


с ©, были изоморфны, необходимо и достаточно, чтобы их образы $, 

$, переводились друг в друга некоторыми преобразованиями из Г". 
Рассмотрим алгебру Ц, определенную для заданного ядра 3% 

в теореме 7. Пусть И=%\-%— нормальное разложение Ц. Со1ласно 


2 Известия АН, серия математическая, № 5. 
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теореме 7, @ можно рассматривать как одну из пбдалгебр Ц вида 
1, +3, 1, С 51. Обозначим через 9” группу автоморфизмов 1, оста- 
вляющих инвариантной подалгебру 5, и через .Г* — подгруппу, образо- 
ванную элементами 9”, оставляющими на месте подалгебру %,. Так как 
9° индуцирует в % конечную группу линейных преобразований (тео- 


рема 7), то фактор-группа 9*/Г* конечна, Г* =0*". Пусть Г* — группа 
преобразований, инруцируемых в © автоморфизмами Г”. Тогда свойства 
1, 2 следуют из аналогичных свойств группы 9”. Свойство 4 следует из 
теоремы 411, а свойство 3 очевидно, так как %., 8 — характеристические 
подалгебры ©. 

Наконец, условие 5 можно получить следующим образом. Пусть 
две подалгебры %,, $, изоморфны и имеют своим расщеплением 
алгебру ©. Вследствие теоремы 9, этот изоморфизм продолжаем до 
некоторого автоморфизма @ алгебры @. По теореме 7, автоморфизм 6 
может быть продолжен до автоморфизма Ц, оставляющего на месте 9%. 
Таким образом, 0 инруцируется некоторым автоморфизмом группы Г”, 
что и требовалось. Достаточность условий 5 очевидна. 

п° 6. Вещественные алгебры. — Примеры. В теории групп Ли 
приходится иметь дело непосредственно лишь с алгебрами Ли над 
полем вещественных чисел. Поэтому представляет интерес выделить 
свойства, имеющие место для алгебр над таким полем. Одно из подоб- 
ных свойств дает теорема 13. Определения нильпотентных и семирегу- 
лярных элементов не зависели от основного поля и мы их оставляем 
прежними. 

ТЕОРЕМА 43. Максимальные коммутативные подалгебры, образо- 
ванные семирегулярными элементами вещественной разрешимой алгебры 5, 
«нутренне сопряжены в $5. 

Если % — какая-либо коммутативная семирегулярная подалгебра 5, 
то для 5% существует разложение вида $=%-5,, %,--идеал $, 
&, ПХ содержится в центре 5. 

Доказательство можно вести аналогично доказательству теоремы 4. 
При этом снова дело сводится к случаю, когда коммутант #=[$%$] 


абелев. Пусть % — комплексная форма алгебры 5, ®— комплексная 


форма коммутанта ®. Очевидно—® = [% $]. Рассмотрим две максималь- 
ные семирегулярные подалгебры 9,, 3, алгебры %. Нам нужно по- 
казать, что найдется такой элемент ХЕ5, для которого 


[сек =0 (6.1) 

или, более подробно, 
[оо каб] 1 (6.2) 
где а\0, а®,...— базис %,, а, а®,... —базис %,. Пользуясь ком- 


мутативностью ®, соотношения (6.2) можно переписать в виде 


[Фа 1-- [@\ [ва =0. (6.3) 
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Полагая д=е,5, |... -Но,х., где 1,..., 2, — базис %, мы вирим, что 
(6.3) является системой линейных уравнений ‘относительно ‹;. Из 
теоремы 4 видно, что система (6.3) в поле комплексных чисел решение 
заведомо имеет. Однако тогда она имеет и вещественное. решение, так 
как все ее коэффициенты вещественны. Утверждение теоремы о суще- 
ствовании полупрямого разложения %-- 5, очевидно. 

Из теоремы 413, в частности, следует, что максимальные компактные 
связные подгруппы разрешимой группы Ли $5” сопряжены в 5" (`). 
Действительно, компактным подгруппам 5%” отвечают семирегуляр- 
ные коммутативные подалгебры. По теореме 13, отсюда следует, 
что любую компактную подгруппу %! можно трансформировать посред- 
ством такого элемента хЕ%*°, чтобы элементы 2 '%15 стали перестано- 
вочными с элементами любой другой наперед заданной компактной 
подгруппы %.. Так как произведение двух компактных перестановоч- 
ных подгрупп компактно и 2*5'5, $, максимальны, то 2 '%'5 =”, что 
и требовалось. 

Возвращаясь снова к алгебрам над полем комплексных чисел, дока- 
жем сначала некоторое усиление теоремы 4, а затем рассмотрим один 
пример на классификацию разрешимых алгебр с данным ядром. 

ТЕОРЕМА 4. „Максимальные коммутативные семирегулярные подал- 
гебры произвольной расщепляемой алгебры Ли ® сопряжены в ®. Более 
того, если 3,, З,—0ве подалгебры одной и той же максимальной кол- 
мутативной семирегулярной подалгебры % из ® и если существует авто- 
морфизм %, переводящий 3, в 3,, то существует также автоморфизи 8, 
переводящий №, в 3, и оставляющий на месте алгебру 3%. 

Согласно теореме 9, 0, алгебра ® имеет форму 


= (©+%-$, (6.4) 


тде %— нильпотентный. идеал, %— коммутативная семирегулярная, 
@— полупростая, [%©]=0. Так как подлежащее доказательству 
утверждение имеет место для полупростых и для разрешимых, то из 
(6.4) легко усматривается, что оно имеет место и для ®. 

В заключение найдем все разрешимые алгебры, ядро расщепления 
которых коммутативно. Для этого ищем сначала расщепляемые раз- 
решимые алгебры с данным коммутативным ядром 3%. Автоморфизмы 3. 
являются неособенными линейными преобразованиями пространства 5 
и при каком-либо фиксированном базисе 3% обращаются в группу 3)" 
всех неособенных матриц степени п. Диагональные матрицы из 3}* 
составляют ее максимальную коммутативную семирегулярную под- 
группу %°. Алгебра % группы 9% имеет размерность и, равную раз- 
мерности %. Пусть е;‚— матричные единицы. Базис %{ дают единицы 
2.1)...» @лп. Внутренние автоморфизмы 3$”, оставляющие инвариантной 
91, вызывают перестановки ее базисных элементов е:, и любая пере- 
становка таким образом производится. Следовательно, группа 9 
(см. теорему 4) является симметрической группой перестановок базис- 
ных элементов. Два линейных подпространства %,, 9%, из %{ дают изо- 
морфные подалгебры %, | %, %,-- 3 тогда и только тогда, когда одно 
9* 
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из них переходит в другсе при некоторой перестановке координатных 
осей Фа» @52) +.) @пп. 

Нерасщепляемых алгебр %, расщепление которых @ имело бы ком- 
мугативное ядро %, не существует. Ибо, если © = \, + $, — нормальное 
разложение (©, то, по теореме 10, центр и коммутант © должны 
совпадать соответственно с центром и коммутантом ©. Однако © до- 
пускает прямое разложение вида © = (90 +%,)-- 8, где 8— центр ©, 
а коммутант алгебры %,--%, совпадает с %,. Отсюда $ -+3С $ и 
9 = 6. 


8 3. Приложения 


по 7. Теорема Адо. Нормальное разложение (4.3), полученное 
в п° 4 для расщепляемых алгебр, может бьть использовано для дока- 
зательства известной теоремы Адо о том, что всякая алгебра Ли допу- 
скает изоморфное матричное представление (*). 

Действительно, всякая алгебра содержится в расщепляемой и поэтому 
достаточно ограничиться рассмотрением только последних. Пусть ®— 
расщепляемая алгебра Ли и 


3=(6+0 +3 


— ее нормальное разложение из п° 4. Переходя к группам, мы полу- 
чим 


Е Е 


Для нильпотентных групп С. ВиКБо!’ом (?) было получено точное 
матричное представление ®, обладающее тем свойством, что для каждого 
автоморфизма нильпотентной группы 0 найдется такая матрица У, для 
которой 


® (И) =Уг® (ИУ, (1ЕФ). (ео 


Каждый элемент рЕ ©"5(" порождает внутренний автоморфизм группы 
® и, следовательно, индуцирует также некоторый автоморфизм 0 (р) 
в 3. Пусть У (р) =Укр›— матрица, обладающая свойством (7.1). Тогда 
соответствие 


Рё —У (р)? (1) 


будет представлением 2”. Пусть ®, (р) — очевидно существующее 
локально точное представление ©*%{". Представление 


® (20 =, (р) +Т (р) ® (9 


есть искомое локально точное представление 8", и, следовательно, точ- 
ное для алгебры ®. В ‘астности, если в качестве 9*$.* взять односвяз- 
ную группу, а для ©" выбрать линейно представимую форму, то ®* будет 
линейно представима и в целом (ср. (°)). 

п° 8. Инварианты. Пусть (@©}°— замкнутая группа линейных 
преобразований векторного пространства Ё с базисом е,, ..., е,. Каждое 
линейное преобразование С Е @" переводит вектор х=хе, |... | тие, © не- 
зависимыми переменными компонентами ‚1; в некоторый вектор Сх= 
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=х.е, +... тле,. Функция Ё(х,, ..., та) называется инвариантом 
(векторным) группы ©”, если Р(х,,..., 2.) =Р (т, ....2,) для всех 
СЕ 6". Целые рациональные инварианты образуют кольцо 9 (6"), 
содержащееся в кольце полиномов от х,, ..., 1,. Дробные рациональ- 
ные инварианты образуют подполе $ (6*) поля рациональных функций. 
Фундаментальной задачей теории инвариантов является изучение 
алгебраической структуры ® (6/"), $ (©5") для различных (@* ("). Напри- 
мер, доказано, что $ (@©*) имеет конечное число образующих (*). Однако, 
можно ли, например, для конечных групп (” выбрать эти образующие 
алгебраически независимыми, — представляет известную проблему мини- 
мального рационального базиса. Аналогично, имеет ли кольцо » ( 6”) 
всегда конечное число образующих, — является так называемой первой 
основной проблемой теории инвариантов. Эта проблема решена положи- 
тельно для отдельных типов групи @©°: компактных, циклических, полу- 
простых и некоторых других. В общем случае она остается нерешенной. 

У\е!епЪбск’ом () было доказано, что если (@” связна, то ® (65"), 
$ (©)*) совпадают соответственно с ® (5"), % ()*), где \” — максималь- 
ная связная разрешимая подгруппа ©”. Таким образом, для связных 
групи все приводится к изучению инвариантов разрешимых групп. 
В той же работе показывается, как найти инварианты разрешимой, 
зная инварианты нильпотентных групп. Однако это сделано несколько 
‘обхорным путем, в результате чего остается неясным, ог каких ниль- 
потентных групи зависят инварианты исходной группы. Теоремы 3, 8 
позволяют получить редукцию прямо и сделать явной эту нильпотент- 
ную группу. 

ТЕОРЕМА 14. Если 3" — ядро расщепления ©)” разрешимой линей- 
ной группы У” и если Ю(3^) имеет конечное число образующих, то 
© (31°) => (65°) также имеет конечное число об разующих. 

Пусть “”— группа всех неособенных линейных преобразований, 
оставляющих инвариантными полиномы кольца ® (59°). Очевидно 3" 2", 
© (8") =Ю (5*). По теореме 8, %* расщепляема; следовательно, 8" — ©", 
© (63°) =Ю (95°). 

Перейдем к изучению связи между © (©") и (3°). Группу ©” можно 
представить, при подходящем выбсре базиса в Е, в форме ©" = "5", 
где 9[’— абелева группа диагональных матриц (теорема 3). Так как 
3” нормальный делитель ©”, то инварианты 3 переводятся преобра- 
зованиями 9(” снова в инваризнты 3,”. Следовательно, чтобы получить 
инварианты (@;°, нужно из © (3^) выбрать полиномы, остающиеся инва- 
риантными при преобразованиях 9”. Выберем в 5%” преобразование 
А общего вида*. Так как А диагональна, то Ах. = р, А*х, = ро, 


((=1,.2,...,п; у=4,2,.;..). Назовем весом одночлена ахб1.. . лат 
число р“... рт. Полином Ё называется изобаричным, если все его 
члены одного и того же веса. Пусть Ё(х,, ...,2„) инвариантен отно- 


сительно 3” и Ё=#Ё,+...-+-Р,—его разложение в сумму изобарич- 


* т. е. обладающее следующим свойством: если между 01, ..., р» существует 
соотношение рАт. - -рк®=1 с целыми Аь то такое же соотношение существует для 


всех матриц 9" (р1,..., 0 — диагональные элементы 4). 
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ных частей с различными весами п, ..., п». Так как АзЗРЕ» ($), 
то из системы уравнений 


АЕ Е, --... к, О, Ак) 


находим, что Е; Е Ъ (3,"). Предположим теперь, что кольцо ® (3") имеет 
конечное число образующих. Раскладывая эти образующие на изобарич- 
ные слагаемые, мы получим конечную систему изобаричных образующих 
для Ю (3°). Обозначим эти образующие через },, ..., {,, их веса через 
с, ..., 0.. Легко видеть, что всякий инвариант © (67°). есть сумма 
членов вида а]... где вес каждого члена равен нулю. Поставим 
в соответствие всякому произведению вида |1 }»... п (п, > 0) вектор 
(т, т, ..., т,) вспомогательного $-мерного пространства. Произведе- 


ниям веса нуль отвечают векторы, координаты которых связаны соот- 
ношением 


тат, |... т, в, = 0. (8.1) 


Однако ясно, чго среди решений уравнения (8.1) с целыми, неотрица- 
тельными т; найдется конечное число базисных, через которые осталь- 
ные будут выражаться в виде сумм (**). Произведения } ... }з, отве- 


га) 
сающие базисным решениям, очевидно, и будут образующими кольца 


2 (©*). 

Доказанная теорема сводит, таким образом, общую проблему к про- 
блеме нахождения инвариантов нильпотентных линейных групи *. 
Вообще говоря, инварианты нильпотентных групи ведут себя более 
просто, чем инварианты разрешимых групп. Например, было упомя- 
нуто, что $ (65°) всегда имеет конечное число образующих. Если © 
нильпстентна, то для степеней образующих можно указать верхнюю 
границу, зависящую только от степени матриц ©”. Это заведомо не 
имеет места для разрешимых групп. 

Заметим еще, что $ (©}") для связных ©° допускает алгебраически 
независимую систему образующих. Таким образом, проблема минималь- 


ного рационального базиса для связных групп имеет положительное 
решение. 


\ 


п° 9 Нильпотентные подалгебры. Нильпотентная  под- 
ал.ебра максимальна, если она не содержится ни в какой другой боль- 
шей нильпотентной подалгебре. Так как все подахгебры нильпотентной 
алгебры нильпотентны, то первой задачей при изучении нильпотентных 
подалгебр алгебры Ли ® будет нахождение максимальных. 

Пусть Ж— какая-либо фиксированная максимальная разрешимая 
подалгебра ®, $ — максимальная нильпотентная из ® и %, —одна из 
максимальных разрешимых подалгебр ®, содержащих %. Шо теореме 
Чеботарева — Морозова (*), существует такой элемент 265”, что д '\х = 
=). Алгебра $, =х 5х содержится в Х и является в ней максималь- 


* Под нильпотентной группой здесь снова понимается группа матриц, приво- 
римых к треугольной форме‘ с единичной главной диагональю. 
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ной нильпотентной. Таким образом, дело сводится к нахождению макси- 
мальных нильпотентных подалгебр разрешимой алгебры %. 

Обозначим через @ расщепление %. Мы сначала найдем максималь- 
ные нильпотентные подалгебры ©, а затем покажем, что они взаимно 
однозначно соответствуют аналогичным подалгебрам У. 

ЛЕММА. Если $ — нильпотентная подалгебра расщепляемой алгебры 
(©, то расщепление 5% в ® также нильпотентно. 

Действительно, если ДЕ, {=а-+-Е— нормальное разложение {в (6, 
то корневые подпространства $ относительно } и относительно а должны 
быть теми же самыми. Так как % нильпотентна, то % принадлежит 
корню нуль относительно ]. Поэтому [а, $] =0. Следовательно, расще- 
пление % либо совпадает с $, либо отличается от него на абелево пря- 
мое слагаемое, что и требовалось. 

Приведем все матрицы регулярного представления @® к треугольной 
форме и обозначим через р, (5),...,0.(8) диагональные элементы мат- 
рицы, отвечающей элементу Е ©. Мы будем говорить, что элемент {Е @& 
имеет тип больший или равный типу Е ©, если из р; (2) Е р;(2) следует 
2 (ЛР ( (1 1=1, 3 П). 

ТЕОРЕМА 15. С точностью д0 сопряженности все максимальные 
нильпотентные подалгеб ры $ расщепляемой разрешиьмой алгебры @® = 5% - %, 
имеют вид $ =% 7х (%,), где %, СЗ, Да (%,) — совокупность элемен- 
тов 3, перестановочных с элементами %., Рух (25 (%.)) =%,. Если а. Е %, 
аЕ%\ и тип а не больше типа а, то аЕ%,. Таким образом, максималь- 
ные нильпотентные подалгебры © с точностью д0 сопряженности 
в © однозначно характеризуются наивысшим типом содержащихся в них 
элементов. 

Доказательство. Пусть % — максимальная нильпотентная под- 
алгебра 6. Согласно лемме, % расщепляема. Пользуясь теоремой 4, мы 
находим, что с точностью до сопряженности % =%,-%., С %, %,С 9%. 
Так как 5 нильпотентна, то [%,5,]=0. Следовательно, нильпотентные 
подалгебры,%(, | 25 (%,), 2х (5,) +5, содержат $. Ввиду максимально- 
сти $, эти полалгебры должны совпадать с $. Откуда %, = 7% (%\,), 
Г, = (75 (%,)). Алгебра %, состоит из элементов, матрицы которых 
в регулярном представлении приводятся к диагональной форме. Сово- 
купность матриц, перестановочных с данной системой диагональных 
матриц, не зависит от чисел, стоящих на диагонали этих матриц, а зави- 
сиг только от их типа. Таким образом, доказано и последнее утвержде- 
ние теоремы. 

ТЕОРЕМА 16. Пусть © — расщепление разрешимой алгебры \. $ — 
максимальная нильпотентная подалгебра \, $, — расщепление 9 в ®. 
Алгебра %, содержится в единственной максимальной нильпотентной 
подалгебре ®„ из & и 9=% [] $». Если две максимальные нильпотент- 
ные подалгебры (@ сопряжены в ©, то их пересечения с У сопряжены в М. 

Доказательство. По теореме 4, с точностью до сопряженности 
имеем 9„=9 1%, где С %, %,С 95. Докажем, что $, =% {5.. 
Пусть а. 6%, а, + ЕЕ5, 16%. Разложим Е в сумму корневых элементов 
относительно %,: 


Ро Ро Е [= Е, 
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где аЕ%(,, р, (а) =0, р, (а) +0 (/+0). Элементы &; (= 0) входят в ком- 
мутант (@ и, следовательно (теорема 10), в Я. Поэтому а, Е». Но 
Ве] =0, т, е. и Е 25 (95,), откуда а, а И Е 5», а -е И Е $, а, Е 8.. 

Таким образом, %,, а следовательно, и „= %(, - 7$ (%1,) определяются 
алгеброй 9 однозначно. Что касается сопряженности, то она непосред- 
ственно следует из теорем 4 и 10. Действительно, по теореме 4, две семи- 
регулярные подалгебры ©, сопряженные в (, будуг сопряжены посред- 
ством некоторого элемента из коммутанта ©. Так как коммутант © вхо- 
дит в Х\, то сопряженность семирегулярных подал, ебр в 6 эквивалентна 
их сопряженности в Х. Максимальные нильпотентные подалгебры одно- 
значно определяются семирегулярными и поэтому их сопряженность 
в © также эквивалентна сопряженности в У. 

Следствие. Картановские подалгебры произвольной алгебры Ли 
$ сопряжены в ® (\УУеУ1, СпеуаПеу (“)). 

Пусть [6 ®<— элемент, матрица которого в регулярном представлении 
$ имеет максимальчое возможное число различных характеристических 
чисел (корней). Тогда совокупность элементов ®, принадлежащих корню 
нуль относительно [, образует нильпотентную подалгебру: 9, называе- 
мую картановской. Беря максимальную разрешимую подалгебру #52 
из %, мы видим, что картановскими подалгебрами будут максимальные 
нильпотентные подалгебры %, имеющие наивысший тип, и, таким обра- 
зом, образующие один класс сопряженных подалгебр. 


Поступило 
27. П. 1945 
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А. МАГСЕУ. ОМ ЗОГУАВГЕ ШЕ АТГСЕВВАЗ 
БОММАВУ 


Геф 8 Ъеа Ше а1сеЪга оуег ве Пе! оЁ сошр!ех пишЪегз. Ву 
Геу!г’з “Веогеш, [=© +95, @ПЯ=0, чВеге © 18 а зепи-зпир!е зара]- 
сефга ап 5 13 а шахииа| зо]уаБе 14еа1 ш ®. Этсе аП зешл-з1тр1е 
а]сефгаз аге Кпо\ми ме вауе \е ргоет 140 Нп@ аП Ве а]вебгаз ИВ 
{Ве стуеп га@1са1. Тье рго ет Уаз '91зсивзе 11 опг рарег (°), ш уыев 
И уаз ргоуеё \\аф {ог еуегу зо]уаШе а]рерга % \Ъеге ех154з а Пице 
питрег оЁ а]еефгаз ®, поп-1зотогрЫс апЯ поп-4есотроза е 1110 1гес% 
зи, \Возе га1са] 13 %Х ап {Ъезе а]сефгаз ® сотгезроп4 1п а опе-4юо-опе 
\ау 40 \Ше зешт-яйтре зара|еефгаз о{ Ве 4еглуайоп а1вега о У. 
Э1шсе {Ве зет+витр]е зира]еегаз о! 4Ве Тле а]рефгаз аге а130 Кпоу\п 
т еззеп а], \Ве ргоБЛет о{ с]азяНсайоп оЁ агЪИгагу ле а]оефгаз 18 
{Виз гедисе4 {о Ф№е зу оё зо]уаШе а1вергаз. 

ТЫз гедасйоп 13 сопипчаед 1 ФЪе ргезепё рарег. У’е зВо\ {ва 
{ре ргоет .0о{ с]азз1са Мот о{ зо]уае а]вефгаз сап Изе! Ъе гедисеа 
„10 1Ъе заду оЁ пИробепф а]сергаз. 

То еуегу е]етепё Г оГ а Шле а]рефга 8 \Феге соггезроп@з а шайлх Ё 
оЁ Ве зо-саЙед гехи|аг гергезеп $ аф1от о! ®. ш сазе %Ве Хогдап 
погтпа] {ог 0{ С 13 оЁ раге!у Фаропа] Гоги Г, 13 саПе4 зеш1-геби]аг 
тафгух апа 1 13 саПеЯ зеш1-теси]аг е]\етеп\® о{ \Ъе а]рефга ®. 
{ [7 =0 (п 1з а роямуе ицерег), {Веп [ ап4 Г, аге саЙе@ п1] рофеп%. 

Ап еетеп [Е 13 саПе@ зр111аЪ1е 11 1 13 гергезепфае 1т. {ве 
Гога 1 =а-РЬ УБеге а 13 зешу-геруаг ап@ # 13 пПройепё. 11, тотеоуег, 
[а|=0, еп {Бе десотроз оп [=а--Е 13 за1А 40 Ъе погма!. И 
еуегу е]етепь о# Ве а]шерга Я 13 зрПИае, №№еп ® ИзеШ 1з саПеа 
зр116фаЬ1е. А зара]верга %С-Я 18 саПеЯ зеш1-тери|аг, 11 а| Из 
`бетепйз аге зеш-гери]аг шт ®. Уе пойе №8, {т сазе {Ве а1оефга ® 13 


354 А. МАБССЕУ 
зо]уа Ме, фе {о{а!Шу оф Из пИроепф е]етел{з Фогтз ап 14еа] оё ®. 
ТЬз 14еа] \Ш Те саПе4 Кегпе! о{ ® ап 4епоеа Ъу $. 

$ 1 01 {№13 рарег 13 деуо4е4 10 {Ве 1пуезисайоп оЁ зриЙаЫе зо]уае 
а]еефгаз. Тье го По\те {Беогетз зиттаг12е {Ве ша ргорег41ез оЁ засЬ 
а1оеЪгаз. 


ТНЕОВЕМ 2. Еоегу зриИа Ме @етет о} а з0фаШе а@вебта аатиз а 
погтай аесотроз оп. 

ТНЕОВЕМ 3. брййаШе зотаШе авебтаз аатИй аесотрозйотз 0} 
те рютт @&=9-4%, фреге $, {5 йе Кегпё 0э} ©, 9% 15 а соттшайюе 
5етё-гевщаг зифайвебта, % [Г] $=0. Сопоегзейу, &Ё а зоеа Ще авебга ® 
а4тиз зисй а 4есотрозёйопт, еп © 18 зринафМе. 

ТНЕОВЕМ 4. Мажта{ зет-тезщаг афейап зифайеебтаз ор а $рит- 
14а е зо еаШе авебта © ате соприваие. № ато @ететё$ 0} йе зате 
зета-терийаг зифайвебта о} © ате соприваие. 

Тьеогет. 3 ап4 4 сап Бе изе@ {ог соптгасИю» аП 1Ве зрПМаЫе 
зо]уае а]ееЪгаз \ИВ {Ве олуеп Кегпе] % апА {ог езбаб зто 1Ве соп- 
Алор оЁ фе 1зотогрЬпезз. Рог 1з рагрозе 1еф из сопз1Аег фе сот- 
рее отопр 0о{ ащбюотогрЫзтз &°” оЁ {Бе а]вефга %. Оепо{е Бу 9% опе о 
{Бе шахипа! сошпииайуе зет1-геси]аг заЁРа]оефгаз оЁ {Ве Тле а]себга 
0{ 1Ше отоир 3”. Тве соштлфаНоп 1а\м Гог 4Ве еетепёз оЁ 9 ета 
{т1у1а], 16 13 сопуешепф 40 сопз14ег 9% аза изиа] Ппеаг зрасе. Тве 1ппег 
ац(отогрЬ1тз 0Ё {Ве отопр ®*, \ыеЬ 1еауе {Ве заЪзрасе 9% шуаг1апе, 
1тисе Ппеаг 1гапзфогта юотз ш 5. [еф 9 Чепо{е 1Ъе 1о{а]Шу о{ \Шезе 
Плеаг фтапз{огтайопз. Ц 13 еазу 10 ргоуе 1.аф @9 1$ а ие 41зстае 
отойр. Сопз14ег а за зрасе %, С 9%. се 4Ве еетепАз оЁ 9%, аге пй- 
п Цез1та] ащотогрЬ1зшз (4еглуайопз) о{ 1Бе а]ееЪга %, уме сап 1аке 
фе зет1-91гесь заш @©,=%--%. Е\1Чеп Пу, {ог апу сБо1се о{ %, ве 
а1оеЪга (©, 13 а зриИае зо]уа Ле а!хефга \ИВ Ше Кегпе] %. \У\е Га ег 
Вауе. 

ТНЕОВЕМ 7. Ефегу з0таШе зрийаШе аеефта тир йе Кегпё % #5 
45ототрйс №0 опе о} Ше айвефтаз ор йе ртт 9% + %. Тйе то айвефтаз 
9, +3 апа %,--% ате г5отограс #&} апа ощу #} %\, сап Фе сагте4 ато 
У(, бу а гтапзрттайоп Феопате 10 \1е стоир 8. 

Аз 10. ехашр!ез оЁ зрПИаЫе а]сефгаз, {Шеу аге Гагп1зВе@ Ъу Тьео- 
геш 8. её С°” №е Ще зеф о{ поп-зтри]аг ша\г1сез оЁ {Ве отуеп ог4ег п, 
Че @етепз ху 0 УБев зайзГу а зузбет оЁ а]сергазе едаайопз 
"Е. (х)=0. Треп, #} С” 15 а стоир, из тупиеята ‘вета © 15 
зрииаМе. ЗасЬ аге, {ог 1тз{апсе, Бе отопр о{ ашошогрызшз ’оЁ ап 
агрИгагу а1оеЪга, \Ше отопр 0Ё таг1сез АеегшшеЯ Бу Из шуаг1- 
ап{8, еёс. 

ш $ 2 ме зво\, Ёг8б оЁ аП, \Ваб еуегу ше а]сеБга ® 13 сопбашед 
ш а зр|Иае а]себга $. № сазе $ роззеззез по зрибаМе зиЪа]еерга 
сопфаштео ®, 5 13 саПеа. зр116 4112 0 ®. Тье зрИИлос % 9 ® в 
Чеегишей ип1дие]у, пр $0 ефиуа\епсе. Ап а]сефга ® 13 зрИМаЫе и 
эп оп1у ИМ Из гаФса| У 13 зриИИаЫе. Заррозе У 15 зрийаЫе апа 
$ =©- У 13 Геугз 4есошрозИйоп. Тьеге ех1з{з {Веп а погша| Фесот- 
`роз\йоп 91 - 3 = Я зась ‘\Ъаё [5%, ©] =0. Уе звом 11 $ 3 1Ъаё Ще ех1зё- 
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епсе оЁ 11е АесотрозИлот 8 == (© {+% 1еа4з пптеа(е1у 10 Адо’з 
Веогеш ой \фе Ппеаг гергезетфаЪ Му оЁ Ве а1серга ®. 

Ве]аМопз Бе \ееп а!оеЪгаз апа “Вег ЗРИИ ш8з аге ша4е с]еаг Бу 
ТЬеогешз 10 ап4 44. 


ТНЕОВЕМ 10. Ге © фе Ше т 0} ап авзефта $. Треп ефету 
Чей о} 5; 18 ай50 4ей т @®. Тре соттшапё апа йе сешег о} © сот- 
са4е тезресйреу тий {йозе о} 5. 


ТНЕОВЕМ 11. бирробе © 15 а зринаЫМе В, айвефга, 3 15 йе 
сетйег 0} ©, Я = [66], © =%-3%, йеге % 15 Ше Кегпеё о} @®, % 13 а 
5ети-тевийат абеЙап зифайвебта, % [|] $%=0. А песеззагу апа зиЁпсет 
соп@от айаф © зроша фе йе зрИётв о} а зибизета $ С © 15 Ни 
© 25>)Я, $23 $-+%=5-$. 

'Тье ]аМег {Веогет епа]ез из 10 сопзгисё зо]уае а1сеЪгаз 5% \ИЪ 
Фе длуеп зрПИше © ш \е заше \мау аз 1юг 4Ъе сазе оЁ зрИМаЫе 
а!сефгаз. Сопз14ег Фе Ппеаг зрасе © = @/(Я + 3). Тье ппасез о % 
ап4 3 в1уе 4Ве заЪзрасез 9%’ апа 3’ 13 Ф. Ув \\е изе о! \е атоир 
0Ё ащюотогрЬ15118 0Ё % Ц 1$ розззЫе 10 Чеегиите а стопр 9 оЁ Ипеаг 
{тапз{огтаопз оЁ {ре зрасе @. Тве огопр 9, абпочеВ апа1осойз 40 Ве 
соггезроп@ те стопр ш ТВеогет 7, шау, Во\меуег, Бе а \0ро]081са1 
2топр. @9 песеззагИу с0пз136з оГ а Ипице пашЪег оЁ сотропеп{з апа 
Ве Ше а]сефга о 9 13 пИроепё. Рогбег ргорегйез оЁ @9 аге 
слуеп Бу. 

ТНЕОВЕМ 12. То еоегу 515$ расе ©, С © %ИЙ Ше ргореёу ©, = 
=©.-+$’ = @ ете согтезроп4з а зоаШе вефта, ‘йозе зрйтв 15 
Ф5зотограс № ©. АЦ Це айвебтаз тий \1е зийите 6 сап Фе ойатеа 
т 1115 тау. Те аведтаз согтез роп@ти 10 йе з$расез ©, апа 6, ате 
отогрыс #] апа ощу #{ ©, сап Фе гтапзргтей имо ©, 6у а тапбргт- 
айоп Беопяте 10 0. 

ш $3 коше аррИсайопз оЁ {Ве абоуе \еогу аге 11 41са{е4. Опе о 
фреш, А4о’з $Ъеогеш, Уаз а]геаду штепопе4. АпобВег аррйсайоп соп- 
сегпз {Ве 1Ъеогу оЁ шуаг1апёз оЁР Шпеаг стопрз. Тре зо саПе@ Гапда- 
шеш{а1 ргоБ]еш оЁР {Ве ТЬеогу оЁ шуаг1ап{з 13 Беге гедисеЯ {40 фе сазе 
0Ё пПро{епф стоирз Бу а шоге @1гесь тефро@ фВап Бозе, улей Вауе 
Бееп изе4 Ъе{оге (°). ЕтаПу, Ве Шига аррПсайоп 15 11е 4ебегтиат ай оп 
оЁ {Ве шахипа! пИро{еп® зиБа]еефгаз оЁ агБИтагу [ле авергаз. Тре 
рго ет 18 оБу1ои81у гедисе@ ю фе дейегилтайоп о фе шахипа| пи- 
рофеп& заЪа]еегаз оЁ зо]уае а1еЪгаз. 

Теё © Ъе а зо]уаЫе Тле а]еефга. УУе сВоозе а Баз1з 11 (@ зась ав 
4Ве тшатсез оЁ {Ве теро]аг гергезеща Мот 0 @ Бе лапе шайсез. 
ТаКе апу 1\0 е]етепёз 2, № о! @ ап4 сопз1Чег ФВег ша1сез С, Н т 


$1е геси1аг гергезеп4а ол. 1166 &,,...›8» (№, -.., №,) Ъе Ч1авопа| еетеп!з 
о С (гезресмуе1у оё Н). У№е зау {Баё Ше фуре оЁР в 18 втеайег 1фап ог 
едиа1 0 1№е Фуре оЁ #, И №- 1; ар 68 меня: (7=14,..,,Г). № 


утше оЁ 1613 Чейиаяоп, а 4Ъе еетшетёз оЁ © аге ев р. {Бе 
„с1аззез оЁ еЙетеп{з оЁ 1Ъе зате фуре. 1 13 еу!Чепф {фаф \Ше зе оЁ фурез 
13 Найе апа рагиаПу ог4егед. Таке а Фуре х ап сфоозе ап еетепф 
&. о Имз буре. Сопз ег @Ъе зеЪ оЁ е]етепёз оЁ бе а\зерга © Ша 
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сотптии бе чб 2„. ТЬ1з $66 13 а зоуаЫе зира]еерга ап4 Из Кегпе] 13, 
еу14еп у, а пПробеп заа1еефга 3 (2.) т ©. \е са %(8.) пИройет 
зифайвебта о} ёуре &. № 13 еазу 10 ргоуе аб аП Ше пИроепё заЪа]- 
сергаз оЁ Ъе заше фуре аге сопрахабе, еуегуопе оЁ Вет 15 а шахипа! 
пПрофеп зафа|серга оЁ @ ап `аП фе тахииа] пИрофеп зафа]сергаз 
оЁ (© сап Бе омашей ш 113 мау. ш рагИсаг, аП Ве заЪа]еергаз 0 
бе 1о\ез фуре соте4е \И Те Кегпе|! оЁ ©. Махипа! пИроеп 
зира] сефгаз оЁ фпе рез буре аге {\е саПе4 Сагфап зафа]сефгаз. Трег 
соп}иса{епезз \аз ргоуе4 еагПег Ъу С. СВеуаПеу (*). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЁСГЕТЛХ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ 5СЕМСЕ$ РЕ Г2ОВ$$ 
Серия математическая 9 (1945), 357—362 ‚ з6ёме тафетайдие 


Д. И. ШЕРМАН 


9 ПРИВЕДЕНИИ К ИНТЕГРАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ ПЛОСКОЙ 
ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье указываются формы представления гармонической функ- 
ции, позволяющие свести непосредственно к интегральному уравнению 
Фредгольма некоторые граничные задачи теории потенциала. 


1. Предположим, что в плоскости ху задана конечная односвязная 
область 5, ограниченная кривой Г, имеющей непрерывную кривизну. 
Обход Г, будем считать происходящим против движения часовой стрелки, 
при этом за положительное направление нормали п к ней примем 
направление изнутри вовне. 

Как известно, общая задача теории потенциала заключается в опре- 
делении функции и (5, у), гармонической в области 5 и удовлетворяющей 
равенству 

а) ис) и=1 6) (1) 
на Г, где а ($), 6 ($), с ($) и ($) — некоторые заданные функции дуги $5. 

Будем считать, что каждая из первых трех функций удовлетворяет 
условию Липшица. Кроме того, допустим, что две из них а(5) и 6($5) 
не обрашаются одновременно в нуль. Относительно функции }(5) пред- 
положим, что она непрерывна на Г. 

Используя общеизвестный прием, можно эту задачу сначала свести 
к сингулярному интегральному уравнению и затем, регуляризуя по- 
следнее, получить уравнение Фредгольма. Однако такой путь кажется 
нам мало удобным, так как он, вообще говоря, приводит к уравнению 
Фредгольма, не эквивалентному условию (1). 

Покажем, каким образом эта же задача может быть непосредственно 
сведена к уравнению Фредгольма, так что всякое решение его, если 
таковое существует, дает решение задачи. 

Неизвестную функцию и (х, у) будем искать в виде 


с [74 о 


в [ее [ва 45 (2) 


где у— новая неизвестная функция дуги $, псдлежащая определению, 
и введены обозначения 
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= —{(х, ) сов (п, ) + (у— 1) с0з (п, )} — 
—Й(2—@) соз (п, 1) — (у— 1) сов (п, )}, (3) 
р= {а соз (п, + 6 соз (п, 1)} — {6 сов (п, Е) —а соз (п, 1}, 


причем М (Е, 7) и М(х, у) —точки, лежащие соответственно на Ё 
и в области 5. Символ Ве как обычно, указывает, что берется веще- 
ственная часть рядом стоящего выражения. 

Как нетрудно. проверить, функция и (т, у), определяемая форму- 
лой (2), будет гармонической в области 5. 

Вычислив частные производные от функции и(х, у) по координатам 
д и у, перейдем, затем, в ней и в послерних к пределу, устремляя 
М (х, у) к некоторой точке М (*,, 1.) кривой Г. Тогда, подставив полу- 
ченные для них выражения в равенство (4), получим после несложных 
преобразований следующее уравнение Фредгольма для определения 
плотности у (5, — значение дуги в точке М (&, %ь)): 


У \› ($) К ($, 5) 4 =1(). (4) 


Г, 


Здесь ядро К ($, 5, )— ограниченная и абсолютно интегрируемая функ- 
ция. равная 


К ($, 5) = 


— ал ($, 50) а. 


_ д» 61$) 2(5,50) 


Е, Г де БФ казни 
ет Ве [5 (° $,)е Р@ [5 9+ [ аа} — 
0 


а 


о 5 
р ($) = (5, 5) кз 


Где 2(5, 5%) — значение 2 в точке М (&, %), Го =У(— 2) (9—%)* и, 
кроме того, положено 


81$, 5) = а [р ($) {6 (4) —с (8)}— 
—с ($) {а (5) —а ($)} {соз (п, & Е со (п, 9)} — 
—6 ($) {6 (5%) —6 (5$)} {003 (п, 1) — #008 (п, &)}]. (6) 


Вопрос о представимости искомой функции в форме (2) и разрешимости 
уравнения (4) требует особого рассмотрения в каждом отдельном случае. 

Примечание 1. В частном случае, когда а (5) = сов (п, <), 6 (5) = 
= с03 (п, у) и с(5) =0, правая часть формулы (2) принимает вид потен- 
циала простого слоя и уравнение (4) будет, очевидно, совпадать с тем, 
которое мы имеем при решении задачи Неймана. 

Примечание 2. Допустим, что коэффициенты а (5), 6 ($) и с($)— 
некоторые постоянные числа. При этом, как легко видеть, уравнение (4). 
значительно упрощается и принимает вид 


ея у) аа = (в). 
Г 
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Небезынтересно отметить, что в этом случае оно совпарает с интеграль- 
ным уравнением, к которому приводится задача Дирихле, если ее 
решать с помощью потенциала двойного слоя. 

Примечание 3. Рассмотрим теперь случай, когда коэффициенты 
а(5) и 6(5) любые, а с(5) =0. Тогда, опуская в (2) некоторый функ- 
ционал, `будем иметь: 


и (т, у) = 
{а соз (п, 7) —6 с0$ (п, =} агс Е — {а с0з (п, Е) + $003 (п, 7)} пл 


У аа? 4$, (7) 


| 
аь 
в 


где г=И (2—6 (у—1) и уравнение (4) запишется в виде 


5 ($) 6 (50) 91 
(а - (8) [^® . И (50) = 
р 91 г 
я а ($) +6? (5) 0$ ‚} 48=] ($). (8) 


Примечание 4. Отметим, что, взяв при граничном условии (1) 
функцию и(х, У) в виде (7), мы для определения плотности у, ВИНО, 
также получим интегральное уравнение Фредгольма. 

Примечание 5. Наконец, пусть область 5 многосвязная и ее 
полная граница /[, состоит из т-- 1 кривых Г; (]=1,...,.т-Е 1), из 
которых [и., является внешней границей области, содержащей внутри 
себя остальные внутренние границы. [.; (7 =1,..., т). Обход Г, попреж- 
нему будэм считать происходящим в положительном направлении отно- 
сительно области 5 и нормаль — направленной изнутри вовне. В этом 
случае искомую (однозначную) функцию и(х, у) следует искать в виде 


где 
21 = — {(2— 21) сов (п, 8) - (у—у,) сов (п, ")} — 
—1 (2—2) воз (п, 1) — (у— ул) сз (п, )} (=... т) 

и М, (ху, У) — некоторые произвольно фиксированные точки, лежащие 
внутри соответственных кривых Г; (]=1,..., т). 

2. Рассмотрим кратко более сложный случай, когда граничное усло- 
вие (1) содержит производные от искомой функции до некоторого 
порядка т и имеет вид 


К 
|2 еы пая = 1) (9) 


на Г, где коэффициенты а; — некоторые заданные функции дуги $5, 


ИМ 
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удовлетворяющие условию Липшица. При этом будем считать, что 
выполняется неравенство 


| У банк | > 0. (10) 
к=0 
Положим теперь 
и (х, )=+ +) 2 (5; х, у) 4$, (11) 
т 
где * 
Е = Ве | 42 — (12) 
0 
и 
т Е 
(2) = У 2 {603 (п, ) 1008 (п, 1)}* У (= ак:. (13) 
К=0 1=0 у 


Для простоты предположим, что функция ® (9) ** не имеет веше- 
ственных корней. 


Интеграл в (12) имеет смысл только при 
(2—8) соз (п, &) + (у— 1) с0з (п, \< 0. 
Последнее же условие выполняется для всех точек М (х, у) области 5, 
если ограничивающая ее кривая Г, выпуклая. Однако нетрудно пока- 
зать, что в том случае, когда кривая Г, не выпуклая, функция Е может 
быть все же продолжена и будет сохранять смысл вместе со своими 


производными для всех М (х, у) области 5, не лежащих на Г. Для 
этого запишем (12) в виде 


—ах 


Р= Ве \ — 4+ Ве \ и 
0 А 


где А— некоторое фиксированное достаточно большое число. 


* Легко видеть, что функция К дает решение нашей задачи для полуплоскости, 
ограниченной прямой, касающейся Г, в точке М (Е, 1), при } (5) =яв М (5, 1), и равна 0 
в других точках прямой. 

** При некоторых соотношениях между коэффициентами ак; функция о (<) 
может, вообще говоря, иметь вещественные корни. 

Если, например, © («| имеет один простой вещественный корень а, то можно 


придать смысл выражению (12), взяв в подъинтегральной функции числитель рав- 
ным е “—е “17, Если же этот корень будет (наивысшей) кратности т, то указан- 


ный числитель нужно взять в виде 


т-х 
а (а — а), (— 1) ”1 (А-а, (а — а )"Щ1 та 
е {> (— 1) рт ыЕ (®— 4)! (аа) = } а 


Легко указать, как следует его изменить в других случаях. 

Отметим, что если корни а, функции ® (а) не зависят от 5 и являются постоян- 
ными числами, то удобнее понимать интеграл (12) в смысле главного значения 
по Коши (если корни простые), или же (если они кратные), выделив их полу - 
окружностями малых радиусов е (лежащими в верхней полуплоскости а), заменит 
последними при интегрировании отрезки (а; —ев, а, :). 

Б том случае, когда коэффициенты аку (1, ]=0, 1,..., т) — постоянные вели- 
чины и о (а) имеет корни а, кратности К; (7=А1,..., "= т), функции 21е° (к =0, 1,..., 
К,—1) будут, очевидно, решениями однородной задачи (при 1 (5) =0). 
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Первое слагаемое в правой части’ последнего равенства. сохраняет 
смысл при всех конечных значениях д и у. Второе же слагаемое, кото- 
рое обозначим через [, может быть после несложных преобразований 
представлено в форме 


со 


А со 
( ре 1) Вт „Кат ы ее 8“ = 2 
тие {19+ | а 
) А 


к+т-2 | 1 
— Аз ИЕ ера сажа 
-е х рта т Е 
п= 


где 


Хх (5) = {с03 (и, Е) + 2008 (п, 1)" У (— ат 


1=0 


и 6х некоторые коэффициенты, не зависящие ст х иу (из них В, =1). 
Отсюда вытекает справедливость сказанного. 

Подставив выражение для и (х, у) из формулы (11) в (9), получим: 
для определения у уравнение вида (4), в котором ядро 


к, ет Ге дй у у {ак (5,) — ак; ($)} = Эу7 и , 


к=0 71=0 У=тю 


как нетрудно усмотреть из предшествующего равенства, ограничено 
и абсолютно интегрируемо. 

Примечание 4. Если ксэффициенты ах; в равенстве (9) постоян- 
ные числа, то, как и в предыдущем пзраграфе, уравнение (4) будет 
совпадать с тем, к которому приводится задача Дирихле. 

В частном случае, когда 5— круг радиуса В, будем иметь 


(а-я \ * (8) 45 =1 (5%) 
Г 


откуда 


у (5) = 1 (5%) — ая | / © 4 


Подставив значение у (5) из последней фсрмулы в равенство (14), полу- 
чим в этом случае решение нашей задачи. 

Примечание 2. В состветствии со сказанным выше относительно 
формулы (7) отметим, что н:.шу зг дачу. при условии (9) можно также 
непосредственно свести к уравнению Фредгольма, если функцию Ё взять 


равной 
т-* 
5 В.К 77-1 7т-—1 
Рем паи а 
1 и Е й я 9 Диана) 
пиву = 4%. 
М ат 


3 Известия АН, серия математическая, № 5 
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Вычислив интеграл, содержащийзя‘ в правой части этой формулы, 
'и отбросив некоторый полином: от 2 степени т — 1, будзм иметь: 


(—1)7” 1 2112 
(тра хе) 


я 


Примечание 3. Вырэжзниз (11) можот быть прэобразовано 
к виду, подобному (2). Имеем 


о (4) = (5) [ @- <), 


1=1 
где а; — некоторые комплексные выражения. Будзм считать их отлич- 
ными друг от друга. Тогда 


Преобразуя очевидным образом каждый из интегралов, заключаю- 
щихся в фигурных скобках, и отбросив некоторые слагаемые, найдем, 
возвращаясь в (10): 


и (т. = Ве [55 уе {ыа+] аа} | 4. 
р 


Легко выписать аналогичную формулу для случая многосвязной области 5. 


Институт механики Поступило 
Академии наук СССР 5. 11. 1945 


О. ЗНЕВМАМ. ОМ ТНЕ ВЕБОСТТОМ ОГ ТНЕ РГАМЕ РВОВГЕМ ОЕ ТНЕ 
ТВЕОВУ ОЕ РОТЕМТГАГ ТО АМ 1МТЕСВАГ ЕООАТТОХ 


ВОММАВУ 


ш И рарег {Ве апёВог 41зсаззез $Ве ргоет 40 4ебегииие Ве Ёипс- 
Чоп и(х, У) Багтоте уИВш а Паце (зиор!у- ог шии-соппесбе4д) 
дотат 5 4 Ще 2-р1апе (:=х-ий/), \розе Бомп4агу Г, сопз1363 оЁ а 
пице пошфег оЁ с1озей стптуез оЁ соп оз сигуабиге. Те {оПо\ите 
ге]амоп 13 ртуеп оп Г: 

т К Эви 
У У @у (5) дл-тоу = 7 ($), 

к-01=0 
УТеге @;/($) ап4 ](5) аге сдуеп Гапо оз оЁ Ве ]еп8В 0” аго; аз; замзГу 
Нб14ег‘з соп4Илоп, } 13 сопИп оз. Ву а шебВоф оЁ омтз {Ве ргоет 
15 тедисе4 40 Еге4Во!’з едиайоп. 

Тье шево4 13 аррИсае 10 Ше сазе, \увеге зоше чикпо\ми Багто- 
п1с (м 5) Гопсйоиз аге заЪ]есб &с сегашт ге|ао0з оп Г. 

У\е а!з0 езфарИзВ зоше ргорегиез роззеззе@ Ъу %№е ипкпо\иа #апс- 
{10708 гергезепе 1п а заЦаЫе Гог. 
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ВОГСГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ1Е ОЕ$ ЗСЕМСЕЗ ОЕ [/08$$ 


Серия математическая 9 (1945), 363—370 Земе та\пётаНаие 


Д. И. ШЕРМАН 


О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УСТАНОВИВШИХСЯ 
КОЛЕБАНИЙ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым } 


В статье указывается прием, позволяющий непосредственно свести 


к интегральному уравнению Фредгольма некоторые задачи математи- 
ческой физики. 


1. Предположим, что в плоскости ху) задана конечная односвязная 
область 5, ограниченная кривой Г, имеющей непрерывную кривизну. 
Обход Г, будем считать совершающимся против движения часовой стрелки 
и за положительное направление нормали п к ней примем направле- 
ние изнутри вовне. 

Одна из важных задач теории колебаний заключается в определении 
функции и (5х, у), непрерывной в области 5 вместе со своими частными 
производными до второго порядка, удовлетворяющей в ней дифферен- 
циальному уравнению 


Ай ^?и =0 (1) 


и предельному равенству на Г 


(диет (599% п (5) 169), (2) 


где А— оператор Лапласа, ^— некоторое вещественное число, коэффи- 
циенты КЁ ($), т ($), п (5) и свободный член ] (5) —заданные функции 
дуги $ кривой Г. 

Предположим, что каждая из функций №(5), т(5) ип (5) удовле- 
творяет условию Липшица, и, кроме того, имеет место неравенство 
т? ($) - п? ($) > 0 во всех точках Г, (если. т (5) и п(5) не обращаются: 
на ней тождественно в нуль). Функцию же ] (5) будем считать непре- 
рывной на Г. 

Взяв искомую функцию и(х, у) в виде потенциала простого слоя 
с неизвестной плотностью, мы сведем задачу и сингулярному интеграль- 
ному уравнению и затем, регуляризуя его по методу Гильберта, полу- 
чим уравнение Фредгольма. Однако последнее уравнение, вообще говоря, 
не будет эквивалентно (2), и эго обстоятельство в значительной степени 
затрудняет его использование. 

Покажем, каким образом эта же задача может быть непосредственно 
сведена к уравнению Фредгольма, любое решение которого в том случае, 
когда таковое существует, приводит к решению задачи. 

3* 
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Будем искать функцию и (т, У) в следующем виде: 


ира (8) Р (5; 2, У) 43 (3) 
Г 
и 
С 28 
Ру = 4, () 


где у— новая неизвестная функция дуги 5$, подлежащая определению, 
и введены обозначения 


$ (4) =#{6 (2——а(и—ч)} «+ {а (#—Э- (ут И ям, 
о (&) = +2 (тЬ-— па) «+ (та + пь)/а— №, (5) 


а=508.(п,.{), „В=608 (п, т), 


причем под величинами 5, уи &, 1 следует понимать координаты точек, при- 


надлежащих соответственно, области 5 и кривой Г.. Радикал Ух — ^* усло- 
вимся считать положительным при |%|>)^ и положительно мнимым 
при |&| < ^. 

Для простоты допустим, что функции тб — па и К нигде на Г, не 
обращаются в нуль. В этом случае функция о (%) не будет иметь веще- 
ственных корней *. 


* При значении $, обращающем А (5) в нуль, функция © (а) будет иметь веще- 
ственный корень 


|^ (та п5]| 
Ут - т? 
где знак плюс или минус выбирается в зависимости от того, будут ли тБ— па 


и та--пБ (при указанном $) соответственно одинакового или противоположного 
знаков. 


Если же при некотором $ выражение тф-— па’ обращается в нуль, то ® (а) 
будет иметь два вещественных корня 


а —-Е 


Е (та) УЕ” (те п”) 


т? + п? : 


или не будет иметь ни одного корня, смотря по тому, будут ли при этом А и та + пЬ 
разного или одинакового знаков. 

Пусть, для опоеделенности, о (а) имеет два вещественных корня а1,э. Тогда, 
чтобы придать смысл интеграту (4), нужно числитель его подъинтегральной функ- 
ции взять, например, равным | 


ор Ее {аи (6 — в) ехр  () — (+4) (= вн] охрф (в}} , 
— 
где а — любое фиксированное комплексное число. 
Б том случае, когда а1,, — постоянные величины (не зависящие от 5), удобнее 
интеграл (&) понимать в смысле главного значения по Коши. 
Наконец, отметим, что функция е СЛ (;=1, 2), если коэффициенты А, тип — 
некоторые постоянные, будут частными решениями соответствующей однородной 
задачи (ири ] (5) = 0). 
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Интеграл (4) имеет смысл лишь при 
а (#—) +5 (у—м) < 0. _ (6) 


Последнее же условие выполняется для всех точек М (х, у) области 5, 
если кривая Г, выпуклая. Очевидно, в этом случае функция ‘и (х, у), 
определяемая формулой (3), будет удовлетворять уравнению (“). 

Для того, чтобы установить характер особенности, которую имеет 
функция РЁ, когда точка М (5, у) лежит на Г, преобразуем равенство 
(4) к другому виду. Положим 


со 


2$(е) е?(@®) 


4-2 Ве \ = 4, (7) 
А 


® (а) о (а) 


|. 

# ($; 1.9) = \ 

7 

где А— некоторое фиксированное достаточно большое положительное 

число и символ Ве, как обычно, указывает, что берется вещественная 
часть рядом стоящего выражения. 

Первое слагаемое в правой Части равенства (7) остается, очевидно, 
непрерывным вместе со своими частными производными при стремле- 
нии М (5, у) к Г. 

Далее, при «> А 


е{а(а-В--бу-т)} {Уз2-—2-в} я 
«5 (а) =Хае, 


И 


где коэффициенты с; — некоторые функции дуги $ и координат х ну. 
Первый из них 


а 
и (та + пб) Е #(тЬ — па) (8) 


Отсюда, пола: ая 


= —{а(#— 9 6 (у—т)} — 216 (2—8) —а(у—1)} (9) 


и принимая во внимание равенство 


е 552 
а = Мо, 


после несложных преобразований получим 


со 


е@ 7 } 
ыы т шё-... (10) 
А 


Здесь многоточие обозначает функцию, непрерывную на кривой Г. с 
абсолютно ‘’интегрируемыми на ней частными производными первого 
порядка. 


366 Д. И. ШЕРМАН 


Возвращаясь снова к (7), получим требуемое выражение для Ё’ 

Вычислим частные производные первого порядка от функции 
и (т, у), пользуясь формулой (2) и, затем, перейдем в них и в и(х, у) 
к пределу, устремляя М (5х, 9) к некоторой точке М (&, 1.) кривой Г.. 
к. 5 подставим в гра- 
ничное равенство (2). Тогда для определения плотности у получим 
следующее уравнение Фредгольма (5, — значение дуги в точке М (&, ь)): 


Полученные предельные выражения для и 


(в \ у (5) К (5, 5) &=1(з), (11) 


Г 


где ядро К ($, $.) может быть представлено в форме * 


9Е 
дх 


+ [66 — 5-е д — о) (д п 


х=Ео 
У=то 
при этом Н® (»г,) —функция Ханкеля, п — нормаль к 1** в М (1) 


и к=У (—&)*+ (1—1). Как нетрудно усмотреть из равенства (10), 
оно ограничено и абсолютно интегрируемо. 


$(<), 

е 

* Разобьем интеграл Г = \ р на четыре интеграла соответственно в пре-+ 
а — 


—с 


делах от — со до —^А, от —А до 0, далее, от 0 до К и, наконец, от К до со, обо- 
значив их (в указанной последовательности) через Г, (7=1,...,4). Затем, полагая 


Ь (х—Е) -а(у—т)=гс0$0, а(2-—Е)-НЬ(у— т) =гза 6, 


введем в каждом из них вместо а новую переменную интегрирования # согласно 
формулам а = — А св (#- 8) в 1, (71=1,2) и а=4 СЪ {#—1(п— 6)} в двух остальных 
интегралах. После этого, на основании теоремы Коши, получим 


со 
88 \ г" р — — 8) (д). 
0 
Отсюда. легко найдем 


ан) (г) 


[2 
9% ди — лё 
\ : 4а = У ап. 
- © 


** Смешение с коэффипиентом п ($) здесь невозможно. 


ИАА 
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Вопрос о разрешимости ; уравнения (11) требует дополнительного 
и сследования в каждом отдельном случае. 

Отметим, что если кривая Г, не выпуклая, то функция Ё может 
быть все же «продолжена» и будет сохранять смысл для точек М (х, у) 
области 5, не удовлетворяющих условию (6). В этом случае задача 
также может быть непосредственно сведена к уравнению Фредгольма. 

Примечание 1. Полагая в (2) К (5) =14, т (5) =п ($) =0, будем 
иметь задачу Дирихле. При этом уравнения (3) и (14) упрощаются и, 
как следовало ожидать, принимают соответственно вид 


; ан@® 
и (х,у) не 5 | о а$ (12) 
Г 
и 
ИЯ | 
о и 1 (5). (13) 
Г, 


Примечание 2. При №(5) =0. т (5) = соз (п, 2). и п ($) = с08 (п, у) 
имеем задачу Наймана. Уравнения (3) п (11) здесь также будут иметь 
обычный для этой задачи вид: 


в (у) = — 5 \ У (7) 48 (14) 
$ 
Е. | 
бы) фу 6 48 = } (5) (15) 


Примечание 3. Пусть теперь коэффициенты # (5), т (5) и п ($) — 
некоторые постоянные величины. Тогда, как легко видеть, уравне- 
ние (14) будет совнадать с (13). 

Таким образом, в этом случае мы получаем для определения у 
такое же интегральное уравнение, как в задаче Дирихле. 

2. Рассмотрим кратко случай, когда граничное условие (2) содер- 
жит производные от искомой функции до порядка т и имеет вид 


у у а, (9) — т -=1 8), (16) 


к=07=0 


гре ах; (5) и ]} (5) — некоторые заданные функции. Как выше, предполо- 
жим, что а,,($) удовлетворяют условию Липшица, а (5) непрерывна 
‘на Г. Кроме того, будем считать 


№ 
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Искомое решение будем и злесь искать в форме (3) и (4), взяв 
функцию © (%) равной 


т К 
в (*) = 2 2 ак; (26 --аУа- ау (тва | (7 
20 


и предположив, для простоты, что она не имеет вещественных корней *. 
Преобразуя РЁ, как и в предыдущем случае, получим вместо (40) 
следующее равенство: 


еы 0.) трт— 
| е?( ег ( — 1)" 2" 1 т и (18) 
в о (а) и 
А — 11 (2+8)" У] (— И" ата 
К=0 


где многоточие обозначает функцию, непрерывную на Г, и имеющую на 
ней абсолютно интегрируемые производные ‘до т-го порядка (вклю- 
чительно). | 

Имея это в виду, получим для определения плотности у уравне- 
ние (11) с ограниченным и абсолютно интегрируемым ядром 


(2) 
к: ® (йо) 


ап 
т К 
> Ха (54) — ам (5)} о ду а 
К=0 7-0 У=то 
Примечание 1. Если коффициенты ах; (К, ] =0, 1,..., т) —постоян- 


ные величины, то уравнение (44) (как и прежде в аналогичном слу- 
чае) будет совпадать с (13). 

В частном случае, когда 5— круг радиуса А, уравнение (43) при- 
нимает вид 


т 


(НН | (80 НЯ Оль) т,а8 = У (6), 


о 


где 8 и 6, — полярные углы, соответствующие дугам $ и $». 


Полагая 
(0) = У (а с0з пб -- а эт пб), 
п=0 


:: НЯ (Ат, го р и с08 п (0—6,), 
п=0 


1 (86) = $ (с с0з п - с) з1п пб), 


п=0 


* Если о (а) имеет вещественные корни, то, чтобы придать смысл интегралу (4), 
следует поступить аналогично тому, как указано выше. 
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где 4" = с?) =0, будем иметь 


же КЕ 
ай. асе 
о 1-лб,,? -: 1-6 


Шао, о). 


При этом 1 -- пб, = 0, если Х не является характеристическим числом 
внугренней задачи Дирихле для круга. Допуская последнее и подста» 
вив найденное значение для у в формулу (3). получим решение нашей 
задачи для круга. 

Ц: Примечание 2. К тем же результатам можно притти и в том 
случае, когда требуется определить функции и; (х, у) ({=1,..., п). 
каждая из которых удовлетворяет в области 5 уравнению (1) при 
следующих условиях на /[.: 


г 
1—1 


где аи! и |. —заданные функции дуги $. Относительно них следует 


1 


У > ар Вира ебу (Кия), 
=0 


ай эда-П оп 
я 2х д 
№=0 1=0 у 


сделать предположения, аналогичные указанным выше. 


Институт механики Поступило 
Академии Наук СССР 2. УГ. 1945 
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О. ЗНЕВМАМ. ОМ 50МЕ РЕОВГЕМ$ ОЕ ТНЕ ТНЕОБУ 
ОР ЗТАТТОМАВУ ОЗСТГАТТО М5 


БОММАВХУ 


Слуей а ЙпИе зпар|у-соппефе@ доташ 5 1 Ще =-р!апе (2=х- и) 
Ьопи4е4 Ъу а сигуе: Г, ой соппаот$ сагуафаге. 16 18 гедиигед 10 Йп@ а 
Гоапсйоп и (х, у) зайзРуше 1Ше @1Негепиа] едлайоп 


Аи-- ^?и =0 
\ИНш 5 ап@ а Ъопадагу едаа Шу оп Г: 


т К 


а ОКи 
> о ато? = 1 ($), 
Х=0 7=0 


УВеге ах; апа } аге отуеп Гапоморз о{ %ре 1епе® оЁ аге оп Г,. Те Гапе- 
Иопз а;; ате зиррозе 40 зайфу Но4ег”з сопаоп, уВИе } 18 соп- 
иИпооиз оп Г. Ву шеапз 0Ё# Фе шеро4 4еуеоре 1п 14Ъе рарег \Ъе рго- 
Бет 15 гедасе4 40 а Етедво\х 114ерга1 едиайоп. 

Уе а1з0 езйаЪИзВ зоте ргорегйев оЁ 1Ве зоТаоп, \ЬЕсЬ 1 гергезеп$- 
е4 т Ше 1огш зацае {ог ойг ригрозез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТИ\ РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕ$ $С1ЕМСЕЗ$ РЕ 110855 


Серия математическая 9 (1945), 371—386 зете та фетайа ие 
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ТЕОРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ В СИММЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ. 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе развивается общий метод исследования поверхностей в 
симметрических пространствах с помощью представления этих пространств 
в виде поверхностей вращения в эвклидовом или: псевдоэвклидовом 
чространстве. С помощью полученных результатов для симметрических 
пространств с полупростой основной группой находится система диф- 
ференциальных форм, определяющих поверхность в симметрическом 
пространстве с точностью до группового преобразования. Теория при- 
меняется к многообразиям плоскостей, сфер и квадрик. 


1. Теория конгруэнций и комплексов прямых и плоскостей, сфер 
и квадрик— все это частные случаи. теории поверхностей в симметри- 
ческих пространствах. Настоящая работа посвящена развитию обзщего 
метода такой теории. 

Такая общая теория приводится к. решению следующей задачи: 
дано многообразие М с транзитивной группой ©; требуется погру- 
зить М в эвклидово или псевдоэвклидово (с неопределенной метрикой) 
пространство Е достаточно высокой размерности так, чтобы: 

1° всякое преобразование группы (@ на многообразии М могло быть 
продолжено до вращения пространства Ё, 

2° всякое вращение Ё,. переводящее М. в себя, индуцировало в М 
одно из преобразований @. 

Погружение, удовлетворяющее одному условию 1°, мы будем назы- 
вать односторонним представлением многообразия М в виде 
транзитивной поверхности вращения в Ё; погружение, удовлетворяющее 
обоим условиям 1° и .2°, мы будем называть. двусторонним преде. 
ставлением. 

Эта задача, будучи частным случаем общей задачи о погружении 
одного однородного пространства в другое, интересует нас, если иметь 
в виду н:шу кснечную цель— геометрические теории, только в. том 
специальном случае, когда многообразие М — симметрическое 
пространство. Возможность решения такой специальной ‚, задачи 
непосредственно вытекает еще из картановских исследований симметри- 
ческих пространств, но такое решение и, что особенно важно, геомет- 
рические выводы из него, производились не во всей теометрической 
общности этой задачи, а только в отдельных вопросах и притом каж- 
дый раз специфическим методом. Таковы частные решения поставленной, 
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здесь задачи в линейчатой геометрии Штуди ('), в сферической геомет- 
рии Лагерра (?), в эллиптической линейчатой геометрии (°). 

2. Начнем с частного случая симметрических пространств —с груп= 
повых пространств компактных групп. 

ТЕОРЕМА 1. Всякая компактная полупростая группа Ли допускает 
двустороннее представление своего группового пространства с инвари- 
антной метрикой в виде поверхности вращения в эвклидовом про- 
странстве. 

Теорема вылекает из двух результатов Картана. Изучая полные 
ортогональные системы функций на компактных полупростых группах 
Ли (*), Картан построил одностороннее представление группового про- 
странства такой группы с инвариантной метрикой в виде поверхности 
врашения в эвклидовом пространстве. 

ь своей диссертации (5) Картан ввел в полупростые группы Ли 
метрику, в которой компонзнгы в; метрической формы в единице 
группы выражаются через структурные констангы с!; группы по формуле 


ви= У №49. 
т 


Расстояние в произвольной инвариантной метрике простой группы 
Ли отличаются от соответственного расстояния в метрике Картана 
этой группы постоянным множителем. Расстояние в произвольной 
инвариантной метрик» полупростой группы Ли определяется инва- 
риантными метриками просгых групп—прямых слагаемых данной 
группы, отличающихся произвольными постоянными множителями от 
соответствующих метрик Картана. Поэтому группа движений группового 
пространства полупростой группы Ли с произвольной инвариантной 
метрикой, вообще говоря, является подгруппой группы движений этого 
пространства с метрикой Картана. Группа вращений окрестности 
единицы, сохраняющая метрику Картана, совпадает с присоеди- 
ненной группой, т. е. с группой преобразований 


&—>а "ва (а, в— элементы данной группы). 


Поэтому вся группа движений группового пространства полупростой 
группы Ли, сохраняющая ее метрику Картана, совпадазт с группой 


&—>аёб (а, 6, ‹— элементы данной группы). (1) 


Значит, группа движений группового пространства полупростой группы 
Ли, сохраняющая ее произвольную инвариантную метрику, вообще 
говоря, является подгруппой группы преобразования (1). Так как 
односторонность представления, найденная Картаном в (“), подразу- 
мевает, что группа (1) является подгруппой группы движений груп- 
пового пространства в возникающей при построении Картана инва- 


риантной метрике, то этим двусторонность представления Картана 
доказана. 
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3. Удобный способ представления групповых пространств компактных 
1рупп в виде поверхностей вращения дают нам представления групп 
в алгебрах (нахождение в группах обратимых элементов ассоциативных 
алгебр подгрупп, изоморфных данным группам). Алгебру А такую, что 
труппа © изоморфно отображена в группу ее обратимых элементов, 
мы будем называть алгеброй представления труппы @. Здесь 
имеет место 

ТЕОРЕМА 2. Во всякую алгебру представления компактной группы 
Ли можно ввести эвклидову метрику так, чтобы поверхность, изоб ра- 
эжающая группу, односторонне представляла ее в виде поверхности 
вращения. 

Доказательство аналогично доказательству известной теоремы, при- 
геденной в книге Пситрягина Е стр. 126]. Рассмотрим положительно 
определенную квадратичную форму на элементах алгебры представления, 
например 


Если д и у- элеменлы нашей группы, то можно рассмотреть новую 
квадратичную форму 


Ф(4) = ( | е(зау) ах 4, (2) 


тде интегрировгние по труппе произведено в соответствии-с определе- 
нием Неймана [(°); стр. 106]. Форма (2) также положительно опреде- 
ленная. Из инваризнтности интегрирования следует, что эта форма 
инвариантна при замене элемента а на элемент га (г и %’— элементы 
нашей группы). Искомзя эвклидова метрика в алгебре та, в которой 
основной квгдратичной формой служит форма Ф (а). Поверхность, изо- 
бражающая группу, в полученной метрике целиком лежит на гипер- 
сфере радиуса у/Ф (6). 

Для полупрослых групп в силу доказанного в п. 2 эти представления 
являются двусторонними. 

4. Если форма (1) инваригнтна, т. е. $ (а) =9(хау), то в силу того, 


что № ахау=1, получгем Ф (а) =3(а). Именно так обстоит дело 


с представлениями ортогональной группы О” в алгебре действительных 
матриц В", унимодулярной унитарной группы Ц” в алгебре комплекс- 
ных матриц В" [1 и универсальной накрывающей для группы О" спинорной 
группы 5” (`) в алгебре клиффордогых чисел С” (*). Соответственные 
формы имеют вид: 


Ф (а) = № > а (3) 
Гор [ 


Ф()=Х Хай Ха; =У Ум, (1) 


1=1 7=1 $=1 ]=1 1=1 71=1 
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Ф (а) = г» Нек (5) 
0 


'Инвариантность форм (3) и (4) следует из того, что их можно 
переписать в виде 


Ф (а) = $р (аа*),_ (6) 


где в действительном случае (а”);=а;, а в комплексном случае 
(а*); = ап (след матрицы А будем обозначать 5р А). Если матрицы 
Хх и у пренадлежат к группам О” или 0”, то они удовлетворяют 
условию хх”=е и поэтому (а также потому, что бра=бр (хах-!)) мы 
получаем 


Ф (ау) = 5р (хау (хау)") = Зр (хауу"а"2") = Зр (аа") = Ф (а). — (7) 


5. Теореме 2 можно придать другую формулировку. 

ТЕОРЕМА 2’. Всякая компактная группа Ла допускает односторон- 
нее представление своего группового пространства с инвариантной сим- 
метрической метрикой в виде поверхности вращения в эвклидовом про- 
странстве. Е 

В самом деле, в доказательстве теоремы 2 не предполагалась полу- 
простота группы. 

6. При переходе к групповым пространствам некомпактных групп Ли. 
заметим, что, в отличие от компактных групп не всякая некомпактная 
группа Ли линейно представима в целом (условия линейной пререта- 
вимости см. (°)) и не во всякую алгебру представления некомпактной 
группы Ли можно ввести такую метрику, чтобы группа представилась 
8 виде поверхности вращения (например, в алгебру А" нельзя ввести 
ни тэкой эвклидовой, ни такой псевдоэвклидовой метрики, чтобы пол- 
ная линейная группа [Л представилась в виде поверхности вращения). 

ТЕОРЕМА 3. Всякая некомпактная линейно представимая полу- 
простая группа Ли допускает двустороннее представление своего груп- 
п0вого пространства с инвариантной симметрической метрикой в виде 
поверхности вращения в псевдоэвклидовом пространстве. 

7. Строение некомпактной полупростой группы Ли в малом (строе- 
ние ее алгебры Ли) определяется по строению алгебры Ли компактной 
полупростой группы, имеющей ту же комплексную форму, по следую- 
щей теореме Картана [(*°), стр. 27); (*"), стр. 227]. 

Для того чтобы найти все действительные формы данной комплекс- 
ной полупростой группы Ли, надо найти все. инволютивные автомор- 
физмы компактной действительной формы этой группы и все векторы 
алгебры Ли этой компактной группы, изменяющие приэтом автомор- 


Рот 


* Алгебра С” клиффордовых чисел имеет в качестве своих образующих эле- 
менты е;, е? = — 1, ве) = —ее; (1=1,2,.. ‚ п). Общий элемент ее представим в форме 


п 
= У а, ще 
^=0 
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`физме свое направление на’обратное, надо умножить на г, а все векто ры 
алгебры Ли этой компактной группы, остающиеся при этом автомор- 
физме инвариантными, надо оставить без изменения. Полученная новая 
алгебра Ли является алгеб рой Ли действительной некомпактной’ формы 
данной комплексной группы. 

‘8. Из теоремы н. 6 и того; что всякий автоморфизм в группе может 
быть продолжён до автоморфизма в ее алгебре представления, следуёт 
важное для нас предложение: 

Для того чтобы построить в’ целом все’ линейно‘ представимые 
действительные формы данной` комплексной полупростой группы Ли @&, 
надо’ рассмотреть ее компактную форму в ее алггбре представления А 
и найти все инволютивные автомо рфизмы этой алгебры ‘представления, 
порождающие инволютивные автоморфизмы' компактной группы. 

Пусть базис алгебры А состоит из’элементов ` 


е (2 е 


ЗО еб 


причем при одном из найденных нами инзолютивных автоморфиз мов 
этот базис переходит в 


Ла бы Фрески 8 ве 


Исходная компактная группа @& представляется в алгебре А поверт- 
ностью с уравнениями 


РЕ. Е а, цао. (8) 


Построим новую алгебру А“, являющуюся подалгеброй алгебры А[&, 
полученной ‹окомплексиванием» (расширзнизм основного поля д0 поля 
комплексных чисел) алгебры А, причем элементы алгебры А“ являются 
линейными комбинациями с действительными коэффициентами  эле- 
ментов 


16, 16... Перу брлуа: +, в 


алгебры А[]. Элементы алгебры А”, удовлетворяющие уравнениям (8), 
в алгебре А[] образуют группу ©®*, {действитальную н?компактную 
форму данной комплексной полупростой группы. 

В самом деле, выделенное множество будет группой, так как оно’ 
представляет собою пересечение группы ‘с уравнениями (8) в алгебре 
А [2] и алгебры А”, являющейся подалгеброй А [ 

Построенная группа (© является действительной некомпактной 
формой данной комплексной полупростой группы, так как по построе- 
нию ее алгебра Ли получается мз алгебры Ли компактной формы 
процессом теоремы п. 7. 

Максимальная компактная подгруппа построенной группы, как и 
для всякой некомпактной полупростой группы, также определяет ин- 
волютивный автоморфизм, для которого элементы этой подгруппы 
и только они являются инвариантными элементами. Если к построен- 
ной группе и ее алгебре представления применить тот же процесс, 
получим исходную компактную группу и ее алгебру предоставления. 
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Таким образом, можно построить любую линейно нредставимую 
некомпактную полупростую группу @©*: инволютивный автоморфизм 
этой группы, определяемый ее максимальной компактнои подгруппой, 
можно продолжить до инволютивного автоморфизма в ее алгебре пред- 
ставления и, применяя к этсй алгебре тот же процесс, получить неко- 
тарую компактную полупростую зруппу и ее алгебру представления — 
ту самую зруппу @ и алгебру А, из которых процессом нашей теоремы 
можно получить данную группу @)°. 

9. Из предложения п. 8 непссредственно вытекает следующее: 

Если линейно представимая некомпактная полупростая группа @&* 
построена вместе со своей алгеброй представления процессом п. 8, то 
в эту алгебру можно ввести такую псевдоэвклидову метрику, чтобы 
поверхность, изображающая группу, двусторонне представляла ее в виде 
поверхности вращения. 

Пусть квадрат расстояния в алгебре А, определяющий метрику 
в исходной компактной группе ©), определяется положительно опреде= 
ленной квадратичной формой Ф (а), найденной согласно теореме 2. 
Форма Ф (а) инвариантна и в алгебрах А[ и А*, так как групповые 
- преобразования соответственных групп ©, ©& [Пи @©}* выражаются через 
координаты элементов по сдинаковым формулам. В алгебре А [1] форма 
Ф (а) всегда комплексна. В алгебре А” эта форма, вообще говоря, 
тоже комплексна и имеет вид 


Ф (а) = Ф, (а) 2, (а) (Ф, и Ф, действительны)ь 


Тогда в качестве действительной формы в алгебре А” надо взять 
форму типа 


Ф’ (а) =Ф, (а) + ХФ, (а) ()\ действительно). 


Эта действительная, вообще говоря, неопределенная квадратичная форма 
определит в алгебре А” искомую псевдоэвклидову метрику. 

В случае инвариантности формы Ф (а) в алгебре А при ее инволю- 
тивном автоморфизме, определяющем построение алгебры А”, член 
Ф, (а) исчезает. Это всегда имеет место в часто встречающемся случае, 
когда этот инволютивный автоморфизм — внутренний. 

Изложенное доказывает односторонность построенного представления. 

Это представление. будет двусторонним, так как группа @©* — полу- 
простая и к ней применимо рассуждение теоремы 1. 

Теорема 3 полностью доказана. 

10. Пример. Группа О" допускает инволютивный автоморфизм, 
состоящий в том, что элементы ак; ее матриц с индексами, удовлетво- 
ряющими неравенству 


== 1е о, | (9) 


ге 0</< п, меняют знак (т. е. если каждую матрицу группы 
разбить на 4 прямоугольника прямыми, проходящими между 1-м 


иена Ах каньи ах 
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и 2--1-м столбцами и 1-й и 1--1-й строками, то меняют знак все 
элементы правого верхнего и левого нижнего прямоугольников). Этот 
инволютивный автоморфизм продолжается до инволютивного автомор-. 
физма во всей алгебре А", определяющегося тем же условием. 

Для получения новой алгебры мы должны умножить все базисные 
элементы е; алгебры Ап" с индексами, удовлетворяющими (9), на #. 
Однако это не принципиально новая алгебра, она изоморфна старой 
алгебре А“. Для установления этого изоморфизма достаточно поставить 
в соответствие каждой матрице новой алгебры такую матрицу алгебры А", 
У которой элементы левого верхнего и правого нижнего прямоуголь- 
ников равны соответственным элементам этой матрицы, элементы правого: 
верхнего прямоугольника равны коэффициентам при # соответственных 
элементов матрицы новой алгебры, а элементы левого нижнего прямо- 
угольника равны коэффициентам при Е соответственных элементов 
матрицы новой алгебры с обратным знаком. Таким образом построен- 
ная алгебра—это старая алгебра А” с новым базисом. _ 

Элементы новой группы в алгебре А” в новом базисе, согласно 
п. 8, удовлетворяют тому же условию ортогональности, что и элементы 
группы О” в алгебре А”. Условие ортогональности аа”=е в разверну- 
том виде предетавляется уравнениями 


п 
`Учан=ы. (10) 
=1 
Если мы введем символ 
— сли п<0 
с (п) $, ет А: 
| 1, если п>0, 


то при переходе описанным 0бразом от нового базиса алгебры В” 
к обычному базису этой алгебры мы видим, что матрицы алгебры А” 
в обычном базисе, изображающие элементы новой группы, удовлетво-” 
ряют уравнениям 


> [е (Е — 1 Окаук = 6 (#— 10) 8: ;. 


1=1 


Матрицы, удовлетворяющие этому соотношению, называются псевдо- 
ортогональными.-`Они переводят в ‘себя квадратичную форму 


У (1—1 а, Эту группу мы будем называть группой 07. 
1 


Группа (` также допускает инволютивный автоморфизм, состоящий 
в том; ‘что элементы : ее матриц, удовлетворяющие (9), меняют знак. 
Так же, как для 0”, можно построить группу От псевдоунитар- 
ных унимодулярных комплексных матриц, переводящих в себя эрми- 


тову форму > еда 


и, 
Из предложения п. 9 находим, что для получения в алгебрах В", 
В" [:] и получающейся процессом п. 8 из алгебры С” алгебре (СТ псевдо- 


4 Известия АН, серия математическзя, № 5. 
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клиффордовых чисел* псевдоэвклидовой метрики, в которой, 
‘соответственно, группы 07, 0] и накрывающая группу ОГ поевдо- 
спинорная группа 57 представляются в виде поверхностей враще- 
ния, достаточно в качестве основных квадратичных форм взять формы 
п п 
Ф()=ХУз4-—0(-—04й, (11) 


1=4 }=1 


п п п п 
Ф(а)=У Уз@—101-—1а1+ У Ув @-080(-дар, (42) 
#=17=1 $=11=1 
п 
Ф (а) = Ус (&—1) (1—1) (к — Дань аь. (13) 
‘к=0 
11. Группа И” допускает также другой инволютивный автоморфизм, 
состоящий в том, что все элементы ау =ан за; ее матриц заменяются 
на числа а;=а: — ап. Новая алгебра, строящаяся согласно п. 8, 
уже не будет изоморфна А”[ |, как в случае ОТ, а является новой 
алгеброй А" [%] алгеброй двойных матриц р— алгеброй матриц 
над алгеброй двойных чисел, имеющей базис 1, ®, где в =1. 
Элементы новой группы в алгебре А” [®] удовлетворяют тем же усло- 
виям унитарности и унимодулярности, что и элементы группы 0” 
в алгебре А” [1]. В условии унитарности ча" =е сопряженная матрица &” 


определяется по той же формуле (“*): =ан, что и в А"[ |, причем 
если а =а’-- ва", тоа=а’ — ва”. Алгебра А"[о] изоморфна прямой 


сумме двух алгебр А” и, если единицы этих алгебр =“ 2. 
о 
2 = =, то любая двойная матрица © из И”[®] представляется 
в виде 
6 —6 

а=ае, бе, = о", (14) 
где аи 6 — матрицы из А”. Отсюда следует, что 
з Ь* ® Ь* ве 

ка В —6*е; р а*а (15) 


2 2 


Поэтому условие. унитарности в алгебре А” [®] имеет вид 6 = (а*) *, 
т. е. унитарные двойные матрицы имеют разложение (14) вида 


= же, -{ (2")* ве Ге г (16) 

Если матрицы х из А" пробегают унимодулярную группу, то соот- 
ветствующие им по (16) матрицы Ё из А” [%] пробегают изоморфную 
группу. Обе эти группы являются нормальными делителями: первая — 
группы [”, вторая —ее изображения в А” [%], причем факторгруппы 
по этим нормальным делителям обе изоморфны группе действительных 
‘чисел (без нуля) по умножению. Отсюда следует, что обе эти группы 


* Алгебра С? псевдоклиффордовых чисел имеет тот же базис, чтс 
и алгебра С” клиффордовых чисел и отличается от нее только тем, чтс 
здесь #= —(1—1). 
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состоят из матриц с единичными детерминантами, т. е. подгруппа 
алгебры В” [6], связанная условиями унитарности и унимодулярности, 
изоморфна унимодулярной группе алгебры А” (накрывающей 
группу проективных преобразований). 

Из предложения п. 9 мы получаем, что для представления унимо- 
дулярной действительной группы в виде поверхности вращения в псевдо- 
эвклидовом пространстве достаточно представить эту группу в алгебре 
1” [Ф] с помощью. соответствия (16) и ввести в А” [«] псевдоэвклидову 
метрику, взяв в качестве основной квадратичной формы форму 


Ф ()=У Уч х у в". (17) 


АТА 1=4 ]=4 


12. ТЕОРЕМА 4. Всякая некомпактная линейно представимая груп- 
па Ли допускает одностороннее представление своего группового простран- 
ства с инвариантной симметрической метрикой в виде поверхности 
вращения в псевдоэвклидовом пространстве. 

Достаточно доказать это утверждение для полной линейной груп- 
пы /[7. Примером искомого представления будет представление этой 
группы в алгебре А” [®] с помощью соответствия (16), причем псевдо- 
эвклидова метрика в этой алгебре введена с помощью формы (17). 
В самом деле, форму (17) можно переписать в виде 


Ф (х) == 5р (а а") — Зр (х' а"*) = 5р (= (*^)°) в 


— р (* - (< "))=3р (ё°). 


Если матрицы х и у из [Л предоставляются матрицами Ё и`\ из 
В” [6%], то в силу того, что 


бол = хауе, + (та)! Ь лы е»› 
получаем 


Ф (51) = Зр (хау ((х”)-1 6 (у")-!)*) = $р (тауу-1 6" 2-1) = 
= р (а5*) =Ф (ч). 


13. При переходе к общим симметрическим пространствам заметим, 
что характеристическим свойством этих пространств является то, что 
стационарная подгруппа основной группы этого пространства состоит 
из тех и только из тех элементов группы, которые инвариантны отно- 
сительно одного из ее инволютивных автоморфизмов ("°). 

Характеристическим свойством симметрического пространства с по- 
лупростой основной группой является то, что групповое пространство 
этой группы или ее накрывающей можно инвариантно метризовать 
так, чтобы наше пространство было изометрично вполне геодезической 
поверхности в групповом пространстве. Эта поверхность состоит из тех 
элементов группы, которые при инволютивном автоморфизме, опреде- 


4% 
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ляемом станционарной подгруппой симметрического пространства, ме- 
няются на обратный ("?). 

14. ТЕОРЕМА 5. Всякое симметрическое пространство с линейно 
представимой полупростой основной группой допускает двустороннее 
представление в виде поверхности вращения в эвклидовом или псевдо- 
‘эвклидовом пространстве. 

Для доказательства достаточно инвариантно метризовать групповое 
пространство основной группы данного симметрического . пространства 
или ее накрывающей группы так, чтобы данное пространство было 
изометрично вполне геодезической поверхности в групповом пространстве, 
и по теореме 1 или 3 представить это групповое пространство двусто- 
ронне в виде поверхности вращения в эвклидовом или псевдоэвклидо- 
вом пространстве. Линейная представимость полученной группы в случае 
ее некомпактности следует из того, что эту группу можно получить 
процессом, изложенным в п. 8, из соответственной компактной группы. 
Построенная геодезическая поверхность будет поверхностью вращения; 
это следует из того, что групповое преобразование симметрического 
пространства может быть получено как произведение двух преобразо- 
ваний симметрии, каждое из которых может быть расширено до изо- 
метрического преобразования всего группового пространства. Всякое 
вращение полученной поверхности служит образом группового пре- 
образования, так как это свойство (по нашему построению) имеется 
у поверхности, представляющей групповое пространство. 

15. Примеры. Лногообразие т-мерных плоскостей, проходящих 
через точку п-мерного эвклийова пространства — это однородное про- 
странство, в качестве основной группы которого мы возьмем группу О". 
Тогда станционарной группой будет прямое произведение группы О” 
вращений в одной из плоскостей многообразия и группы О"" вращений 
в ее ортогональном дополнении (эта подгруппа — множество элементов, 
инвариантных при инволютивном автоморфизме группы О”, рассмотрен- 
ном вп. 10). В это многообразие можно ввести симметрическую метрику, 
причем за расстояние между двумя т-мерными плоскостями с 4-мерным 


пересечением и станционарными углами ®,, ®,, ..., и принимается 
число ®, определяемое по формуле 

2 З з 2. 

= Ро... Ром-а (18) 


Внутренняя геометрия этого многообразия в этой метрике изучалась 
в наших работах (“”"*). Многообразие плоскостей с метрикой (18) 
изометрично пересечению поверхности 


а. ы ИА... = 0 (19) 


< гиперсферой: 


№ в... в=1 (20) 
(че. » бт) 


с отождествленными диаметрально противоположными точками в 


п. ^\ 
("\-мерном эвклидовом пространстее, причем групповое преобразо- 
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‚вание изображается вращением этой поверхности, а всякое вращение 
поверхности является образом группового преобразования. 

Эта поверхность — вполне геодезическая поверхность той поверхности 
вращения, которая изображает групповое пространство накрывающей 
группы О” группы 5” в представлении в алгебре клиффордовых чи- 
сел. 

16. Многообразие т-мерных плоскостей, проходящих через точку 
п-мерного псевдоэвклидова пространства, — однородное пространство, 
которое мы рассмотрим с основной группой ОГ. В него можно ввести 
симметрическую инвариантную метрику по той же формуле (18), что 
и вп. 16. Это многообразие изометрично пересечению поверхности (19) 
с гиперсферой 


У о О (21) 


(1, са. д) 


[9 отождествленными диаметрально противоположными точками 
п 
В (" )-мерном псевдоэвклидовом пространстве, причем групповое пре- 


образование изображается вращением этой поверхности, а всякое вра- 
щение поверхности — образ группового преобразования. Эта поверх- 
ность — вполне геодезическая подповерхность той поверхности вращения, 
которая изображает групповое пространство накрывающей группу ОГ 
группы 57 в представлении в алгебре псевдоклиффордовых чисел. 

17. Многообразие т-мерных сфер п-мерного эвклидова пространства — 
однородное пространство, основная группа которого — конформная груп- 
па. Это. многообразие взаимно однозначно отображается на многообразие 
(п — т)-мерных плоскостей, проходящих через точку (п- 3)-мерного 
псевдоэвклидова пространства, причем преобразования конформной 
группы изображаются. псевдоэклидовыми вращениями многообразия 
плоскостей. В многообразие сфер можно ввести симметрическую инва- 
риантную метрику, приняв за расстояние между двумя сферами 
инвариант, определяемый по формуле (18) для соответственных плоско- 
стей. Внутренняя геометрия такого многообразия в этой метрике изу- 
чалась в наших работах (15/6). Представление многообразия сфер в виде 
поверхности вращения дает поверхность с уравнениями (19) и (21) 
в псевдоэвклидовом пространстве. 

18. Многообразие гиперкгадрик п-кратного ((п — 1)-мерного) проектив- 
ного пространства. Полное многообразие гиперквадрик О” допускает 
группу проективных преобразований, однако эта группа не является 
на нем транзитивной. Рассмотрим одну из областей транзитивности — 
многообразие (0*. Если представить группу проективных преобразований 
матрицами алгебры А” не в обычном базисе, а в том базисе, которым 
мы пользовались в п. 10, то стационарная подгруппа многообразия 
ОР будет группой матриц, ортогональных в этом базисе. Переход 
от матрицы а в базисе п. 10 к матрице (а”)-1 втом же базисе является 
инволютивным автоморфизмом группы проективных преобразований, 
оставляющим инвариантными элементы стационарной подгруппы мно- 
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гообразия ОГ. Поэтому ‘в многообразие ОТ можно ввести симметрическую 
инвариантную метрику, рассматривавшуюся Картаном (''). Чисто гео- 
метрически расстояние в этой метрике может быть введено в (Г сле- 
дующим образом: в случае п =2 (проективная прямая), где роль гипер- 
квадрик играют пары точек, искомым расстоянинм между двумя 
парами точек будет такое число «, что ангармоническое отношение 


этих двух пар равно— 5? — . В общем случае, если расстояния между 


парами точек, высекающимися двумя данными гиперквадриками ‘на 
ребрах их общего автополярного симплекса, равны ®;, то искомое 
расстояние « между этими гиперквадриками определяется по формуле 


9? = у «у. (22) 

(2,7) 
Многообразие 0” в этой метрике во всех своих компонентах (01 изо- 
метрично многообразию элементов алгебры А” [®] в ее метрике (17), 


удовлетворяющих условию (16) и условию симметричности, причем 
п п 


гиперквадрике с уравнением У У а;х:х;=0 соответствует элемент 
у 


& = ае, - (а*)-! е, = ае, На-\е,. 

При проективном преобразовании с матрицей х матрица гиперквад- 
рики а переходит в матрицу хах”, причем соответственное преобра- 
зование в алгебре А”[®] является псевдоэвклидовым вращением, а 
всякое вращение этой поверхности есть образ  проективного пре- 
образования в многообразии гиперквадрик. 

19. ТЕОРЕМА 6. Всякое симметрическое пространство с линейно 
представимой основной группой и связной стационарной подгруппой д0- 
пускает одностороннее представление в виде поверхности вращения 
в эвклидовом или псевдоэвклидовом пространстве. 

В силу того что инволютивный автоморфизм в группе порождает 
инволютивный автоморфизм в алгебре ее представления, множество 
элементов алгебры представления, инвариантных относительно этого 
автоморфизма, образуют одну или несколько плоскостей, пересекающихся 
в нуле алгебры (инвариантные линейные подпространства, соответствую- 
щие характеристическому числу { линейного преобразования в алгебре, 
определяемого инволютивным автоморфизмом). Поэтому стационарная 
подгруппа симметрического пространства ‘высекается из группового 
пространства его основной группы плоскостью (являющейся подалгеб- 
рой). Так как каждой точке однородного пространства можно поставить 
во взаимно однозначное соответствие класс смежности его основной 
группы по стационарной подгруппе, то каждой точке симметрического 
пространства с линейно представимой основной группой и связной 
стационарной подгруппой можно поставить в соответствие плос- 
кость в алгебре представления его основной группы, высекающую 
из труппового пространства группы состветственный класс смеж- 
ности по стационарной подгруппе. Так как все классы смежности 
можно получить из подгруппы вращениями вокруг нуля алгебры, 
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то все соответствующие им плоскости проходят через нуль алгебры. 
"Таким образом, наше симметрическое пространство поставлено во 
взаимно однозначное соответствие с подмногообразием многообразия пло- 
скостей, проходящих через точку эвклидова или псевдоэвклидова про- 
‘странства, причем групповое преобразование нашего пространства 
изображается вращением в многообразии плоскостей. Полное много- 
образие плоскостей, проходящих через точку (в силу примеров пп. 415 
и 16), допускает представление в виде поверхности вращения, поэтому 
подповерхность этой поверхности вращения, изображающая наше сим- 
метрическое пространство, также является поверхностью вращения. 
Эта. поверхность вращения находится во взаимно-однозначном соот- 
ветствии с нашим симметрическим пространством. 

20. Для применения изложенной теории к одной из геометрических 
задач воспользуемся теоремой Майера (*) и ее обобщением на псевдо- 
‘‚эвклидово пространство, которые можно сформулировать следующим 
образом: 

Еслуи в п-мерном эвклидовом или псевдоэвклидовом пространстве 
т-мерная поверхность задана ее уравнением 


Ех ой) (23) 
и мы определим в каждой ве точке векторы Майера № :,.. лк, являющиеся 
ах 
проекциями соответственных производных о... э._ № направление, 
О ил из ++ ОИК 


перпендикулярное плоскости порожденной производными низшего по- 
рядка (в частности, Ъ, — обычные производные, Ъ:; — ковариантные про- 
изводные, общие векторы Майера — обобщения ковариантных производ- 
‚ных), и составим дифференциальные формы Майера 


&к (и) = № Вы... щл... м ЧИ... Чи Чин... аи, (24) 


нь ее 2 


где 


(25) 


биь клев — М аь. ак Ъ р»... № 


(в частности, в, (и) — обычная 1-я квадратичная форма и для ‘гипер- 
поверхностей в, (и) = 6? (и), где 6 (и) — 2-я квадратичная форма), то фор- 
‘мы вь(и) (их конечное число) определят поверхность (23) с точностью 
до движения в эвклидовом или псевдоэвклидовом пространстве. 

21. Из этой теоремы и теорем 1, 3, 5 слерует 

ТЕОРЕМА 7. Если в симметрическом пространстве с линейно пред- 
ставимой полупростой основной группой т-мерная поверхность задана 
ее уравнением 

ХИ, око Ны) (26) 


и мы с`помощью теорем 1, 2 или 3 представим это пространство в ви- 
де поверхности вращения в эвклидовом или псевдоэвклидовом простран- 
стве, так, чтобы всякое вралцение этой поверхности было образом груп- 
пового преобразования, то в эвклидовом или псевдоэвклидовом простран- 
стве поверхность (26) изобразится поверхностью (23) и, если для по- 
следней мы найдем в каждой ее точке дифференциальные формы Майера 
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(24), то эти формы определят поверхность (26) в симметрическом про- 
етранстве с точностью до группового преобразования. 

Теорема 7 и пример п. 4 дают возможность на поверхностях в груп- 
повых пространствах ортогональной группы 0", унимоду- 
лярной группы 0” и спинорной группы 65” найти систему 
дифференциальных форм, определяющих эти поверхности с точностью 
до умножения на элементы слева и справа. Теорема 7 и пример п. 10 
позволяют сделать то же для псевдоортогональной группы 0", 
унимодулярной псевдоунитарной (1 и псевдоспинор- 
ной группы 07. Теорема 7 и пример п. 11 позволяют сделать то же 
для унимодулярной действительной группы. 

Теорема 7 и пример п. 15 дают возможность на конгруэнциях и 
комплексах т-мерных плоскостей, проходящих через точку п-мерного: 
эвклидова пространства, найти систему дифференциальных форм, опре- 
деляющих эти многообразия с точностью до эвклидова вращения; 
теорема 7 и пример п. 16 позволяют сделать то же на конгруэнциях 
и комплексах т-мерных плоскостей, проходящих через точку п-мерно- 
го псевдоэклидова пространства, определяя их с точностью до псевдо- 
эвклидова вращения; теорема 7 и пример п, 17 позволяют сделать то 
же на конгруэнциях и комплексах т-мерных сфер п-мерного эвклидова 
пространства, определяя их с точностью до конформного преобразо- 
вания; теорема 7 и пример п. 18 позволяют сделать то же на конгру- 
энциях и комплексах гиперквадрик п-мерного проективного простран- 
ства, определяя их с точностью до проективного преобразования. 

22. Из доказательства теоремы 6 видно, что представление в виде по- 
верхности вращения указанным там способом можно получить и для 
несимметрических однородных пространств, стационарные подгруппы 
которых в одной из алгебр представления, в которой групновое про- 
странство основной группы представляется в виде поверхности вра- 
щения, высекаются подалгебрами. 

Простейшие примеры несимметрических пространств, обладающих ука- 
занным свойством: многообразие п-вершинных симплексов п-кратного 
проективного пространства (основная группа—проективная группа, ее 
алгебра представления — А", станционарная подгруппа — совокупность. 
проективных преобразований, имеющих вершины симплекса. своими двой- 
ными точками; такая группа — максимальная подгруппа нулевого ранга 
проективной группы — высекается из А” подалгеброй диагональных 
матриц), многообразие систем автополярных прямых эллиптического или 
псевдоэллиптического пространства (система автополярных прямых — си- 
стема непересекающихся ребер автополярного симплекса, основная груп- 
па — группа движений, ее алгебра представления — А”, стационарная под- 
группа — совокупность движений, имеющих одну из таких систем си- 
стемой своих прямолинейных проекторий; такая подгруппа — макси- 
мальная подгруппа нулевого ранга группы эллиптических или псевдо- 
эллиптических движений — высекается из А” подалгеброй квазидиа- 
гональных матриц), многообразие т-векторных вртонормированных ' ре- 
перов в точке п-мерного эвклидова или псевдоэвклидова пространства. 
(основная группа — группа вращений, ее алгебра представления — В”, 
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стационарная подгруппа — группа вращения плоскости, вполне ортого- 
нальной к плоскости репера, высекается из алгебры А” ее подалге- 
брой А”"). 

Рассмотрим более подробно пример многообразия 2-векторных орто- 
нормированных реперов в точке 4-мерного эвклидова пространства. 
Реперу, образованному векторами а (а, а, а,, а.) и № (5,,6,,6.,6,), мо- 
жно поставить в соответствие точку 8-мерного эвклидова пространства 
с координатами 


а — = Вазы ОА: м Ь, 
т рае о а Ш 
ь , ь 
8 ‚› Я: У (27) 


Так как векторы а и Ъ связаны тремя условиями: а?=1, №=1, 
а =0, то эти координаты связаны условиями. 


ях, хат, =0, (28) 
пииитиеичичиеь ` 9) 
аи 0. (30) 


Таким образом, наше многообразие представляется ввиде 5-мерной 
поверхности вращения с уравнениями (28), (29), (30) в 8-мерном эвкли- 
довом пространстве. Эта поверхность является подповерхностью (не 
вполне геодезической) 8-мерной поверхности с уравнением (28), (29) в 
том же пространстве, изометричной групповому пространству спинор- 
ной группы 5“, накрывающей основную группу 0“ нашего. много- 
образия. 


`Поступило 
18. ХГ. 1944 
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В. ВОЗЕМЕЕГО. ТНЕОКВУ ОЕ ЗОВЕАСЕХ ТМ ЗУММЕТВТСАГТ ЗРАСЕЗ 
ЗОММАВУ 


Ву а гергезетайот ор а зуттетсай зрасе аз а зиг]асе о] теоойийзоп 
п ап еисИ4еат от т а рзеидоеисИ4еап расе уе теап а шарршз 0{ \е 
зуштейса] зрасе шо {Ве зигГасе зисВ ф$Ваф Фе фгап{юогтайопз оЁ Ве 
Гар датею{а] огоир аге гергезепе4 ш 1Ве зитЁасе ру епе]14еап ог рзеа9о- 
епс]14еап: гобфамопз. 

п №13 рарег зе зво\ (ТБеогетз 2, 4, 6) 1Ваф еуегу зупитей“1са! 
зрасе, \Возе Гап4атеп$а] стоир 15 Ппеаг!у гергезер4а Ме ап4 фе %айо- 
пагу заботопир 13 соппебе4, аз а гергезеп{аоп аз а зитЁасе о{ геуо- 
оп ш ап емсП4еаю зрасе (10 сазе Ве Гапдашеп{а! отоир 1$ сотрас&) 
ог 11 а рзеиаоеисеап зрасе (11 1Ъе сепега] сазе). 

Могеоуег (Твеогетаз 1, 3, 5) еуегу зутшей1са] зрасе ИБ 1Ве зепи- 
ятре Ппеагу гергезеп{а е Гоп датлепфа] отоир а4т1з заср а гергезеп{- 
айоп аз а загГасе оЁ геуоПи\оп ш ап епсИ4еап ог м а рзеидоечс И 4еап 
зрасе фа еуегу гобамоп о{ Фе зиг{Гасе 13 Ирасе о{ а тап{огтай оп 
о{ Фе ртопр. 

Ву шеапз оЁ 1Ъе 1а Мег гергезепфайоп 1 13 ‘ртоуеа (ТЬеогеш 7) Ват, 
И а зитГасе 13 слуеп ш а зушшейчса] зрасе мИБ Фе Ппеагу гергезеп{- 
аЫ]е зето1-з1тр]е Гапдатеп{а| стопр, \Веп аё еуегу рот оЁ 113 зитГасе 
ФТеге ех1з(5 а зуз(ет оЁ 41НегепНа! {огшз {ЪВаф 4еегиииез {Ве зигРасе, 
мр {0 {тапюгтайоптз оЁ 1Ъе оточр. 

Тве гезаз оЪфалте4 аге аррПе@ 10 1Ъе зтойпр зрасез оЁ {Ъе 1оПоуйпо 
зепт-з1тр!е ртойрз: огёРогопа|1, ипиподи]аг ппЦагу, зршог, рзепдо- 
ог Воропа], ипиподи]аг рзеидолиКагу, рзел@озратог, ипипод]аг геа], 
аз \меЙ аз {10 Фе шап{0]4$ ИВ зепя-з1тр]е гапдашеп(а] огопрз: (1) 0! 
т-атепз1опа] р]апез раззфтя \Втопев а Ихей рот\ оЁ {Ве п-4тепз1оп а] 
епсеап зрасе (Ве стопр оЁ ешс]14еап гофайопз), (1) о т-аиен опа! 
Р1апез раззта ФВтоаеВ а ИЙхе рошё о{ ап п-4иоерзюопа] рземдоеие!1- 
Чеап зрасе (фе ртойр о! рзеадоепс Аеап го‘а®опз), (111) о! {Ве т-дниеп- 
310па] зрБегез т ап п-Я1тепз10та] еисН4еап зрасе (Ве сотГогта сгопр), 
{1У) 07 Бурегдиа4г1с; 1п ап п-@пепз1опа] ргодесйуе зрасе (Ве рго}есу- 
луе отопр). 
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ВОСГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕ$ БЕ [/0В55 
Зерия математическая 9 (1945), 387—422 Зече та!Иёта аце 


Ф. И. ФРАНКЛЬ 
К ТЕОРИИ СОПЕЛ ЛАВАЛЯ 
(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном) 


В работе дается метод построения сопел Лаваля, без скачков уплот- 
нения, основанный на методе годографа Чаплыгина. Исследуются об- 
щие свойства течения в сопле Лаваля вблизи критического течения. 
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Важнейшие обозначения 
и, ®— составляющие скорости потока в декартовых координатах. 
#=У и? 5? — модуль скорости: 
9 =агс 45 =. — гол наклона скорости. 
а* — критическая скорость. 


[Я 
х=-В — показатель адиабатической зависимости давления от плотности. 
Су 


— показатель адиабатической зависимости плотности от тем- 


1 
р я, —1 
пературы. 


= у - а* = У 28 = 1а* — скорость истечения газа в вакуум. 
х— 
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$ 
- 
—> 


4 — (28-1) < 


К= р 
а. 


функция безразмерной 


—- 


скорости (числа Маха) 


‚- [ухе 


в |: ) 
А ал И 


2. (п) = <* у, (п) =т”Р (а, Бу ‚2у-разая) 


а,-- 5, =2—В; а,Б,= — Ву (2-1) 


— 


)е/2 


> 
| 
=> 
| 
©2| Ге 


Я 
характеристические координаты. 
2 3/2 
в=0+ = (9) 
{ф — функция тока. 


{ф — главный член выражения функции тока. 


ди 
а — значение производной Эд В центре сопла. 


Введение 


В работе дается новый метод построения «безударных» плоскопарал- 
лельных сопел Лаваля, т. е. таких, которые обеспечивают поток без 
скачков уплотнения вблизи наиболее узкого сечения сопла. 

Первое решение этой задачи принадлежит Майеру (°). 

Оно получено следующим образом: вдоль оси сопла задается распре- 
деление скоростей в виде аналитической функции, затем методом сте- 
пенных рядов находят скоростной потенциал, а две найденные таким 
образом линии тока (расположенные симметрично относительно оси 
сопла) принимаются за стенки сопла. Теорема Коши — Ковалевской обес- 
печивает безударный характер полученного сопла. 

Указанный метод обладает, однако, одним существенным недостат- 
ком: степенный ряд для потенциала сходится л`` , некоторой окрест- 
ности оси, причем трудно определить радиус сх димости. Поэтому не 
всегда можно достаточно точно определить входную (суживающуюся) 
часть сопла, что может все же привести к появлению скачков уплот- 
нения. 

„Недавно в работе С. А. Христиановича и его сотрудников (*) был 
предложен другой метод, свободный от этого недостатка. Зато авторы 
этой работы ограничиваются соплами с прямой линией перехода от 
дозвуковых к сверхзвуковым скоростям. В связи с этим кривизна всех 
линий тока в узком сечении сопла, а также производная скорости 
в осевом направлении в точке пересечения переходной линии с осью 
сопла (или, как мы в дальнейшем будем выражаться, в «центре сопла») 
равны нулю. Благодаря этому такие сопла получаются длинными, 
что увеличивает их вес, а также потери энергии от трения и тепло- 
передачи. 
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В данной работе нам удалось избавиться от требования прямой 
переходной линии. Сопла строятся методом годографа, причем исполь- 
зуются ряды того типа, который был введен в работе С. А. Чаплыгина 
«О газовых струях» (*). Эти ряды дают возможность получить форму 
стенки суживающейся части сопла достаточно точно на любом расстоя- 
нии от узкого сечения. 

В связи с указанной задачей пришлось рассматривать ряд вопросов, 
предотавляющих самостоятельный теоретический интерес. 

Главная трудность в применении метода годографа к соплам Лаваля 
заключается в том, что функция тока в зависимости от составляющих 
скоростей вблизи центра сопла не однозначна. Узловыми линиями, 
вдоль которых смыкаются разные ветви этой функции, служат харак- 
теристики, исходящие из точки, соответствующей центру сопла. Поэтому 
необходимо прежде всего знать поведение функции тока в окрест- 
ности этих узловых линий и в особенности вблизи центра сопла. 

При исследовании указанного вопроса удалось в этой функции вы- 
делить главный член, который вместе со своими производными вблизи 
центра сопла велик по сравнению с соответствующими поправками. 
Этот главный член в общем случае является линейной комбинацией 
двух гипергеометрических функций переменной, зависящей от состав- 
ляющих скоростей. 

Основываясь на этом результате, удается доказать следующую 
теорему. 

ТЕОРЕМА (условие прололжимости). Пусть задано некоторое газо- 
вое течение, симметричное относительно оси Х (которая является 
‚линией тока) и примыкающее к линии перехода от д0- к сверхзвуковой 
скорости. 

Тогда достаточным условием для того, чтобы это течение можно 
было продолжить в область сверхзвуковых скоростей как безударное 
течение, является выполнение следующих соотношений вдоль переход- 
ной линии *: 


3 


о 0: -1О (6), (Ла. 
ни 909 (из) 
О ча Ка, ЛЬ 
их +0, (ь 


а также соответствующих условий для первых производных этих 
функций по углу наклона скорости 08. 


9 св 
Если функции фи — известны вдоль перехолной линии, то этим 
определено течение в части сверхзвуковой области, расположенной между 
переходной линией и линиями Маха, исходящими из центра сопла и 
направленными вверх по течению (фиг. 1). Дальнейшее продолже- 
ние течения в область сверхзвуковых скоростей до известной степени 


произвольно; оно может быть найдено, например, если задать значе- 


* За единицы скорости и плотности приняты их критические значения а" и р”. 
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ния скорости вдоль оси сопла в сверхзвуковой части последнего. При 
этом нужно, однако, соблюдать некоторое условие («условие смыка- 
ния»), которое сводится к неравенству 


“<, < 44, (2) 


где а, и о, — производные скорости вдоль оси на сверхзвуковой и на 
лозвуковой стороне сопла в центре последнего (более точная формули- 
ровка дается далее). 

Если это условие не выполнено, то это приводит к образованию 
скачков уплотнения в участках потока, ограниченных двумя линиями 
Маха, исходящими из центра сопла, из которых одна направлена 
вверх, другая вниз по течению (фиг. 1) (или же сопло с этими зна- 
чениями &, и «а, вовсе не может существовать). 


Фиг. 1. Окрестность центра сопла в пло- 
скости потока. 


Наконец, удается найти семейство функций тока, представляемых 
рядами типа Чаплыгина и удовлетворяющих условию продолжимости 
(1), а именно: 


со 


ет _2с= (п) э1п 2сп 
ЕЕ ®) 


где А и с— постоянные. 

Чтобы доказать, что функция ф, данная уравнением (3), действи- 
тельно удовлетворяет условию продолжимости, выводится сперва асим- 
птотическое разложение вспомогательной функции Чаплыгина 

2, (<") у 
2, (=) = == 1, (<") 


по убывающим степеням уз, а затем исследуется поведение функ- 
ций вида 
$5 . 
р 1 по 
1($)= р ПТ (4) 


п=1 
вблизи Ф=0. 
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Отметим еще, что условие продолжимости (1) необходимо также и 
в случае аналитических сопел (т.е. таких, в которых функция тока 
в окрестности центра сопла представляет собою регулярно аналитиче- 
скую функцию координат), если производная & скорости вдоль оси х 
в центре сопла отлична от нуля. 

Полученный главный член функции тока может быть с успехом 
применен к практическому вычислению течения в сопле Лаваля вблизи 
его центра. 


8 1. Аналитические сопла 


Рассмотрим течение в аналитическом сопле, ось которого совпадает 
с осью Х. Пусть начало координат совпадает с центром сопла. При- 
мем за единицу скорости критическую скорость. Дифференциальное 
уравнение для потенциала скорости имеет вид: 


(а° — и”) 5 — 25 5) 51 =0, (1) 
где 
и= — › = — (1а) 
и скорость звука а определяется функцией 
ет (ии. (15) 


Данные Коши вдоль оси сопла будут: 
и= 1 х- Вх*-- ... (2} 
Решая с этими данными Коши дифференциальное уравнение (1), 
получим в окрестности центра сопла 


ик алу*--... (За) 


БЕ ау Ее уз о (3Ъ) 


На этом основании получим уравнение линии перехода от до- 
к сверхзвуковым скоростям (в дальнейшем ради краткости будем на- 
зывать ее «переходной линией») в виде 


А, (4) 


Найдем, далее, уравнения линий Маха, проходящих через центр 
сопла. Для этой цели воспользуемся дифференциальными уравнениями 


® а 
Е ТЕТ @ 
ах _ НИИ а ; 
и У #*— а" 


Получаем соответственно для линий Маха, направленных вверх и 
вниз по течению, уравнения 


у я (ба) 
Е (6) 
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Взаимное положение линии перехода (4) и линий Маха (6) пока- 
зано на фиг, 1. Введем теперь функцию тока Фф, определяемую 
уравнением 

х, у 
= } р(иду— 248), 7) 
0,0 
причем за единицу плотности возьмем плотность, соответствующую 
критической скорости. Рассмотрим функцию тока как функцию модуля 
скорости % и угла наклона скорости 


® 
= агс%8 -_. (8) 
Используя уравнения (3) и (4), получим вдоль переходной линии 
31/3 
а рой ВАА в 
д _ 4 о 
О = а 3173 (х и 17а / --О (9), (ЭЬ) 


т. е. как раз приведенные в введении условия продолжимости. 
Вдоль линий Маха (ба) и (6Ъ) получаем соответственно 


З—— 


ф— ях м0 (9), (10а) 
1 12 р : 
ик #00. (105) 


$ 2. Метод годографа. Главный член выражения функции тока в елу- 
чае производной скорости, непрерывной вдоль оеи 


Перейдя к методу годографа, вспомним уравнение С. А; Чаплы- 
гина, которому удовлетворяет функция тока 


99 6 
Здесь си К- функции скорости, а именно 
а (28+ м 
К= т . о — = т )? (1а) 
ое 1 — =)8 рык 
т р = 981) (1Ъ) 


Уравнение (1) может быть переписано в виде 


д д’ д 
я +” о НЫ (9) т = 0, (2) 
где 
и 
м и. 


ак К 
== т го 
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В области сверхзвуковых скоростей, где у отрицательно, целесооб- 
разно перейти к характеристическим координатам: 
2. 
а 


в (—3)%*. — 


Тогда уравнение (2) принимает вид 

_9°4 6 9$ __ 9 1 4 9 ь 04 09 

9% д Рб (я Вл В (+) ет 5 __. ==) =0. (4) 
Уравнение (2) может быть в первом приближении заменено уравнением 


Оо, 
р тв =0 (5) 


или, в характеристических координатах, 
91 и 6 
ЕЙ (Я) =0. (6) 


Упомянутый в ведении главный член решения будет в дальнейшем 


определен как решение уравнения (5) или (6), удовлетворяющее неко- 
торым краевым условиям. 


Фиг. 2. Плоскость годографа. Фиг. 3. Плоскость характеристических 

координат. 

Прежде чем пойти дальше, мы должны еще разобраться в каче- 
ственном поведении функции ф в плоскости годографа в окрестности 
точки, соответствующей центру сопла. Рассмотрим для этой цели ото- 
бражение плоскости потока на плоскость годографа в случае сопла 
Лаваля (фиг. 1 и 2). При этом отображении переходная линия ото- 
бражается на окружность #=1, а линии Маха, переходящие через 
центр сопла Лаваля, отображаются на характеристики (эпициклоиды 
Буземана) \=0 и ь=0. Области течения, обозначенные римскими 
цифрами 1 — /У, отображаются на области плоскости годографа, обо- 
значенные на фиг. 2 теми же цифрами. При этом следует обратить 
внимание на то обстоятельство, что области Г, 11, [11 плоскости (х, у) 


5 Известия АН, серия математическая, № 5. 
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отображаются на одну и ту же область плобкости (и, 5), лежащую 
между характеристиками ^=0 и =0. Отсюда ясно, что функция ф 
в указанной области должна быть трехзначной, в остальной части 
плоскости (и, о) она однозначная. Как качественно выглядит зависи- 
мость ф от 0 при разных заданных %, показано на фиг. 4 

Определим теперь сперва ветвь главного члена ф, соответствующую 
области Г. Эту ветвь обозначим через $. 


Фиг. 4. Зависимость функции тока от угла 
наклона при ностоянной скорости. 


Так как она вдоль линий Маха, ограничивающих эту область, 
должна в первом приближении совпасть с функцией тока аналитиче- 
ского сопла, мы накладываем на нее следующие условия: 


ф= —с№/з на характеристике № =0, (7а) 
ф=ъв/ на характеристике Х =0. (7Ъ) 


Так как на этих характеристиках имеем соответственно 
№ = 26, (85) 
то уравнения (7а) и (7Ъ) действительно совпадают в первом приближе- 
нии с уравнениями $ 1 (10а), (10Ъ) при условии, что 
6" /з 
Роаме ` 9) 


Легко показать, что решение уравнения (6), удовлетворяющее усло- 
виям (7), может быть ‘представлено в виде 


ф=фи = ору» $ (1), (10) 

где 
=в—^, (14а) 
и (14Ь) 


В самом деле, если выражение (10) подставить в уравнение (6), 
то получим для $(#) гипергеометрическое дифференциальное уравнение 


11-09 (1209 (0+ + =0, (12) 
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независимыми решениями которого являются  гипергеометрические 
функции [(*“), 14.4] 


Р(, о г), (13а) 

Пл (13Ь) 
Так как 

Р(з, — 3; 4:0) =1 (14а) 
И 

Р(ч, фз; 3: 1)=5, (14Ъ) 


то окончательно 
Фар (1, ПУ: г) = (0. (15) 
В секторе [1 краевые значения на характеристиках \ =0 ив=0 будут 
ф= — 51/3 на характеристике »Х=0, (16а) 
$=5 ^"/з на характеристике р =0. (16Ъ) 


Соответствующее решение яна (6) будет тогда 


ие 1 1 
$= фи= — ВЕ (3, Е. =; 1—2) = 59. (17) 


Наконец, в секторе 1/11 краевые условия будут 
ф= -: ь 3 на характеристике ^ = 0, (18а) 


ф= > ^'!з на характеристике р = 0. (18Ъ) 


Соответствующее решение Фи, имеет, следовательно, вид 
= 1 Л 1 
ф= фин = ср" [2 ие, — 1—6) Р(з, == — ой Г) |= 
== (1. (19) 


Пользуясь известными формулами, выражающими гипергеометриче - 

ские функции 2 через гипергеометрические функции 1—1, легко пока- 

зать, что $(1), 5:(#) и (1(Г) предоставляют с0бой различные ветви 

одной и той же аналитической функции, как это и следовало ожидать, 

‘на основании связи этих функций с аналитическими соплами Лаваля. 
В самом деле г к 


и =Р(з, — 3; 5; ‚)= ЗР(з, 3:3; 1) 
В :), (20з) 

ио--ьред--НН- 
ом 


5* 
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Заменяя 2 через 1—#, получим соответственно 
и = (3, А) = (з, -ч:2;8)- 
ЗИ АОНы (21а) 
чи0=ЕР($, -з;5;1—#)- (+, 3; 1)= 
УР (3, —3;5 у Е(+,5;3;0). (21Ъ) 


Значения главного члена ф в секторах ГИ, У и УГ мы будем определять 
на. основании данных Коши на переходной линии у = 0, т.е. условий (9) 
$ 1 при отбрасывании поправочных членов. Если учесть, что при ч=0 
имеет место уравнение 


си. = — (х-+-4)-М», (22) 
получим 
== — 2 Мас (23а) 
е при ч=0. 
= — 4 18'/30-9з (23Ъ) 


Чтобы найти решения уравнения (6), удовлетворяющие условиям (23), 
отметим следующие два решения уравнения (12) [(*), 14.4]: 


1-1 (3 Ра < г"), (24а) 
вьР(—1 сие) (24Ъ) 
Умножим эти два решения на (в — *^)'/з и учтем, что 
в) =з (1) (25) 
Тогда получим следующие два решения уравнения (6): 
-Омефь ре), в 
млР (—т, о г"). (26Ъ) 


Таким образом, получаем решение уравнения (6), удовлетворяющее 
условиям (23), в виде 


ф= —С [2- МзывР ( —5, =; 5; = )— 
5 
—- 15% маылитЕ (5,5 Ев г } | . (27) 
Благодаря уравнениям [(“), 14.4] 
ИЕ ы с по 
1 ое, , - =) =(—1) (оч), - (28а) 


Я 
1 1 1 и Л 1 1 о 
1/ Мы 11-е ЕЕ Г 1] ОЕ И ов 
вл ( о (1 1“ ( и! 
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решение (27) может быть записано также в виде 


— ПИ 
ф= с [2 МАР ( 3,5; = =) — 


— 18-13 = мет (5 м — —=.)]. (29) 


Формулы (27) и (29) можно с одинаковым правом использовать при 
вычислении главного члена в секторах /У и. 

В секторе УГ формула (27) дает два сопряженно комплексных значе - 
ния в зависимости от знака величины 


(пе + яр. 


Поэтому действительное решение уравнения (5), удовлетворяющее усло- 
виям (23), имеет вид 


а: 
Л. = де 1 1 1 3 
ее "(+в ) в ит ра | 
0- — 21/2 
Е 
а 
—17з 2: 1/з ЩИ 3 
18-3 (0-Е 218 Пе 


Покажем теперь, что функция %/у— аналитическое продолжение 
функции фу через характеристику № —=0 и что функция фу — аналити- 
ческое продолжение функции Фиг через характеристику )=0. 

В самом деле, можно переписать решение (27) в виде 


уе (в — Л) (0, (31) 


где 


Е о утих 31а 
ы Я 


С другой стороны, согласно известной формуле теории гипергеометри- 
ческих функций [(*), 14.5], 


1 аи. 
ч9=Р(з, з_ 5:1) = 
4. 1 А 1 5 5 г. ‘ 
=-27вР (—5, —: а; г) —2-мы-Чзр (-, а 3 (32) 


Отсюда следует доказуемое. Что фу — аналитическое продолжение Фи, 
доказывают аналогично, пользуясь формулой (29). 

В дальнейшем будет показано, что соответствующие исследованному 
главному члену точные решения дают течения, не имеющие слабых 
разрывов (т. е. разрывов производных скорости по координатам) вдоль 
линий Маха ^\=0 ив=0. Это связано с тем, что функции (1, $1, Ч, 
ту, Су, представляют собой различные ветви одной и той же аналити- 


ческой функции (фиг. 5). 
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ВВ 


В И в 


_ 
Г 
том 


НЕ 


а Е: 
Е 


Фиг. 5. Функция 6 (1). 


$ 3, Исследование первых производных главного члена 
по характеристическим координатам 


При применении метода годографа координаты точки х, у полу- 
чаются как функции составляющих скорости и, о в этой точке. Чтобы 
этому отображению плоскости (и, о) на плоскость (х, у) соответствовало 
физически реальное течение без скачков уплотнения, необходимо и до- 
статочно, чтобы обращение этого отображения было однозначным. Что 
касается отображения (и, о) —> (х, у), то оно в нашем случае однозначно 
в секторах ГУ, У и У![ плоскости (и, ©), а между характеристиками 
^ =0 ивь=0 оно распадается на три однозначных ветви, обозначенные 
соответственно цифрами Г, 11, 111. Структура «римановой поверх- 
ности», соответствующей этому отображению, характеризуется наличием 
«складок» вдоль характеристики )=0, соответственно переходу от 
ветви / к ветви 11[, а также вдоль характеристики в=0, соответ- 
ственно переходу от ветви /Р к ветви 111. Следовательно, ориентировка 
ветвей отображения Г, 11, 1У, И, УГ должна быть одна и та же, 
а ветвь 1/11 должна обладать противоположной ориентировкой. Как 
известно [(*), стр. 14; (°), 3.3], ориентировка отображения (и, 5) —> (х, у) 
зависит от знака выражения 


(+) +к() =щкя м-р (1) 


9% 0в (0 (655) ° 
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Таким образом, необходимо доказать, что при наших условиях произ- 
ведение 


9$ 9 
9% ов 
имеет отрицательный знак для ветвей Г, ГГ, ГУ, У и положительный 
знак для ветви /[/Г. 


Докажем, что для ветвей /, ГУ 


ы 9$ 
для ветвей 11, И 
— 99 
для ветви `/7Г 
- 9$ 
> 0, д, >0. (4) 


Неравенства (2), (3), (4) докажем сначала для главного члена $; 
при этом нам необходимо получить более точные оценки, чтобы быть 
уверенными, что попрьвочные члены не повлияют на знак производных 


9$ 9 
2’ д ° 


Для всех ветвей функции < имеют место формулы 


вре [5-09 (9 ] =е-8(, (4) 


арт [10—50] =-«-* 619. (4) 


Рассмотрим ветвь /. Согласно известному интегральному представле- 
нию гипергеометрической функции [(*), 14.6]. 


1 1 1 
ч(0=Р(—3, 3 э; ‚)= 
1 


>. 


Е! 


Отсюда 


и'!з (1 — и)-°!в (1 — и) -"!з аи (6) 


> 


1 НЕ ВЕ 
ЗЕ $82), -(7) 
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1 


г( =) 
(© [$ о \ из (1—и)-°/в (1 — иё)-*з4и=: 
и. 
УР (3:3; 1)>0 (8) 


Формулы (7), (8) относятся, конечно, также к ветви /У. Тем самым 
доказано, что для ветвей / и ГУ действительно имеют место неравенства 


м % 


д 0; 50: (9) 


Чтобы найти требуемые более точные оценки этих производных” 
необходимо исследовать поведение гипергеометрических функций, встре- 


чающихся в а (7) и (8), вблизи значений &=1 и {= — ©. 
Функция Р(3,3 эт ны г) ограничена вблизи &=1. Отсюда неме- 
дленно следует оценка вида 
а 991 А 
Г р ив 10 
орд" © 9 д, |’ 


где а, А— положительные постоянные. 
9$ Е ТЕ 
Чтобы оценить функцию —5„ › выразим Е ати ‚) посред- 


1 
ством гипергеометрических функций от ;_. Получим 


ИО — с Я 
ов е зе  (аввоое 
> 
Е 


6 
3 ее а 5 сы | 
Над (ув: з:). 0 


, 


Отсюда вытекает оценка вида 


а Эту А 
т А, 2 
АВ 98 (28 уе 
Чтобы оценит и а 1 
ценить выразим (3 ат :) через гипергеоме 


трические функции переменной 1—1. Получим 


Ра БИ, за: ЕЙ 
ИВ Е иР( 1, 1:1; 4-й). (43) 


Отсюда вытекает оценка 


А 9$ а 
оо < бай р 
На 6 991 2 Л 1 
конец, чтобы оценить —-_, выразим Е (3 ле ‚) через 


ки 
гипергеометрические функции переменной ож 
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Р(+, 3; 5; ‘)= ео Е: 


(3,52). (45) 
Отсюда получаем оценку 
А оФту а 
д < 8 < Е: (16) 
Производные $1! и Фу удовлетворяют аналогичным оценкам: 
а 91 А 
| 1)“ = _дА < (в— 1)! у (17) 
а 9% А 
(&— 4) ы/з 94 а, (18) 
А от а 
т д/а — ды УТС т (19) 
А 9, а 
(и— 4). /3./з — ды ы С 1/3 * (20) 
т о т 
Остается еще выяснить знаки производных —д_ й 5, ` И оценить их. 
Имеем 
1 ЕЕ 1 Е. 
чи =Е(з, Е) 1-2) (+, тео ©? г) = 
4 о 3“ 
где 
ЕЕ (228) 
а 9’ 2 
(5) =$ а,5 а, -+... (22Ъ}, 
Так как ($) удовлетворяет дифференциальному уравнению 
1 : АЕ 
(+=) е-а’+уЕ=0, (23) 
то для коэффициента ряда (22Ъ) получаем формулу 
и Е Вии | 
@рп 1 = и. (24) 


Ряд (22Ъ) сходится при |5 |< > ‚ т. е. как раз в интересующей нас 
области. Поскольку все его коэффициенты положительны, то имеют место 
неравенства 
8) = 1 
бе (5$) 803) >0О при $0, (25} 
$2” ($) < Е($}< О при $- 0. 
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С другой стороны, 


Отсюда, применяя неравенства (25), находим 
$[“9т>0, @[Чи<0. (27) 
о И 
Учитывая еще особенность функции (3 89 г) при #=1 и, соот- 
ЕН 
ветственно, особенность функции ЕЁ (+, Е г) при &=0, полу- 


чим оценки 


РСЯ А . 
: ке [в (— ^)-*] < И <—— [1+ (—^)-], (28) 


(в 2) 2% ^ в—1) 

а у 91 4 
Е 59 ИЕ, (0 
Е ЕТС и ВС-А) т: (2 


Замечание. Формулы (26) могут быть ие для суммиро- 


вания гипергеометрического ряда Е (3 г )- В самом деле, 


9 
3.3; 9; 5 


ди (=). 1 
9% — НЫ 
(1—8 т 


вдоль оси сопла 


При предельном переходе х—>0 можно Фиг заменить главным членом 
с («+ 1), как будет показано ниже. Вычисление при помощи формул 
(26) дает 


и 1 
@ == и . 
к „= Зачет» о 1). т 
Эт’ з: ® 5 


С другой стороны, согласно формуле (9) $ 2 для аналитического" сопла 


‘откуда 
чл 
Р(з.з: 2:5) =5 (99) 


$ +. Главный член при наличии разрыва производной скорости вдоль 
оси в центре сопла 


Как известно, в сверхзвуковых течениях могут существовать так 
называемые «слабые разрывы», т. е. разрывы производных составляю- 
щих скорости по координатам; геометрическими местами таких разры- 
вов являются линии Маха. Пользуясь методом тодографа, можно пока- 
зать, что существуют безударные симметричные сопла Лаваля, в которых 
образуются слабые разрывы вдоль линий Маха, исходящих из центра 


* 
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О_о“ 


сопла. Такое явление имеет место тогда и только тогда, когда производ- 
и 

ная — м 
9 1-0 имеет разрыв в центре сопла (см. ниже). 


Пусть предел этой величины при приближении к центру сопла 
©0 стороны сверхзвуковой области равен @,, а соответствующий предел 
при приближении со стороны дозвуковых скоростей равен а. По ана- 
логии с результатами $ 2 мы должны ожидать, что главный член 
в секторе [ определяется следующими краевыми условиями: 


91 = —с, № на характеристике р =0, (1а) 
== №//з на характеристике )=0. (1Ъ) 
Следовательно, 
фи = — св! на характеристике ) =0, (2а) 
фи= Хз на характеристике и =0, (2) 
фи =“ в на характеристике ^ =0, (За) 
ми= ^3 на характеристике ь=0. (3Ь) 


Наконец, в секторах /У, У, У/[ $ф_ определяется следующими усло- 
виями Коши на переходной линии: 


ф= — 2 "16,0, (4а) 
я — 48-е, 0-14, (45) 


Во всех этих формах постоянные с, и с, имеют значения 


61/з 


ааа 5 
ТС 8) 

61/3 5 
сена, — 


В секторах 1/11, ГУ, У решение ф по существу ничем не отличается 
от того, которое мы рассматривали в предыдущих двух параграфах. 
Следовательно, его производные по характеристическим координатам 
в этих секторах знакопостоянны. Иначе обстоит дело в секторах Г и /1. 
Мы докажем, что эти производные остаются в секторах / и /[/ знако- 
постоянными тогда и только тогда, когда выполняются неравенства 

[Я 
1< < 4. (6) 
1 
Это — основное содержание «условия смыкания». В следующем пара- 
трафе оно будет уточнено. 


Перейдем к доказательству. Очевирно, Фг может быть представлено 
в виде 


феыр- [28 ($, за: (3: —-з:3:1-1)}, @ 
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где коэффициенты % и В определяются из уравнений 


Я 


и (За) 
а =е.. (8Ъ) 


Положим, что скорость вдоль оси сопла растет слева направо. Тогда 


0, (Эа) 
> 0: (9Ъ) 
Имеем 
991 Пе. НЕЕ 8 ор: 
р ВяЫА) Ра УР (а, Ни}, (10а) 


и а а. 8 о. 
ев {Р-Р (а, 418; 1Е)}. (40) 
Покажем, что выражения (10) знакопостоянны при ордноврэменном 
выполнении условий (9) тогда и только тогда, когла 
а = 0, (11а) 
8 > 0, (ЛЬ) 
причем, конечно, один из этих двух коэффициентов должен быть отли- 
чен от нуля. 
В. самом деле, если бы было «< 0, то при #=1 (\=0), мы имели 


99. 
бы д = -- со. Чтобы тот же знак сохранился и при # = 0, требовалось бы 


а. В а 
5+5 Р(3,3;:32;1)<0 
ИЛИ 
и «0, 


в противоречии с условием (Эа). 
Точно так же предположение 8 < 0 привело бы к неравенству 


5-80, 


в противоречии с условием (9Ъ). 
С другой стороны, при выполнении условий (11) условия (9) выпол- 


9}: 91 
нены и производные у И рт знакопостоянны: 
95, 
УЕ < 0, (12а) 
09 
г > 0. (125) 


Но, согласно уравнениям (8), 
1 я 
3 (4, —с,), В (с, —с,), 


тан что условия (11) оказываются эквивалентными условиям (6). 
При заданной входной части сопла, т. е. заданном %,, наиболее выгод- 
ным значением 9,, с точки зрения уменьшения габаритов сопла, будет, 


% 
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очевидно, наибольшее из допустимых, т. е., согласно формуле (6), зна- 
чение %, =%.. 

Укажем, наконец, еще неравенства, которым удовлетворяют произ- 
водные Фги $11 в случае наличия слабых разрывов: 


о 


ета) = Е чан Ю- 1/2], (13а) 


(и — (в — 4) 
—1/2 Х)-1/2 я, —1/ Х)-1/2] (43ЗЪ 
Е АНН бы заря * ПАН 2 
а 9$ 
о тот [++ (—)-4, (44а) 


9% 


[2-4 (—^)-\] < т [1-7]. (095) 


в А^ (в ат 


8 5. Иееледование поправочвых членов 


В данном параграфе мы дадим точную формулировку и доказатель- 
<тво упсмянутых в введении услсвий прседолжительности и смыкания. 

Формулируем сперва условие предолжамости. 

Предпосылка. Пусть задано некоторое решение уравнения (2) $ 2 


=, (1) 


удовлетворяющее следующим условиям: 
(а) Оно задано в области вида 


—8<8<6 1>1>0. (2) 
(Ъ) Оно — нечетная функция 6: | 
$ (9, ) = —$(—8 1). (3) 


(с) Оно удовлетворяет вдоль оси 0 условиям вида 
$ (8, 0) == (6) = — 26,63 8х, | 
ф„(8, 0) =у (0) = — 187,085, 


где 
а6< 
5=—=0(0), “-0(1), Е 
5 =0 (9%), “*=0 (9-4). 


Этому решению соответствует некоторое дозвуковое газовое течение 
в плоскости (т, у), примыкающее к линии, вдоль которой скорость потока 
равна скорости звука. Пусть точке 8 =ч=0 соответствует начало 
координат в плоскости. 

Утверждения. Тогда упомянутое дозвуковое течение может 
быть распространено на область плоскости (х, у), содержащую начало 
координат, как внутреннюю точку. Продолженное течение будет, сме- 
шанным д0- и сверхзвуковым течением, не содержащим скачков уплот- 
нения. 

Разделим указанную окрестность начала координат («центра сопла») 
на секторы /[-—УГ, как это исказано на фиг. 1. В каждом из этих 
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секторов рассмотрим функцию тока $, как функцию 8, ч. Тогда полу- 
чим шесть ветвей $1, Ф1т,..., Фуг. 

В нашем случае ветвь Фуг считается заданной, а ветви фг,..., Фу 
подлежат определению. При этом определяются единственным образом 
ветви фу и Фу посредством условий Коши (4). При определении вет- 
вей Фг, Фит, $11! имеется, однако, некоторый произвол. Эти ветви на- 
ходятся по краевым условиям, заданным на характеристиках, сле- 
дующим образом: 

Функция фгу вдоль характеристики р =0 имеет значение 


лу = — с," 8 (Л), (6) 


где, как будет доказано, 


№=0(*), 9 =0(1). (ба) 


Соответственно вдоль характеристики ^ = 0 
фу= — вы 8 (в). (7) 


Тогда ветви фг, Фи, Фили: определяются на основании условий: 


ф:= — с, №3 А (Х) на характеристике и=0, Е: 
фи= 5 ы/8 88 (в) на характеристике ^=0, ) 
фи = — с/з 8 (в) на характеристике Х=0, 
фт = = №/з 81 (в) на характеристике в=0 


фли = ы 67/3 - 84 (в) на характеристике Х=0, 
(10) 
фи = 8-8 (1) на характеристике в=0, 


) 
} 
у 
Я (9) 
) 


Для того чтобы полученная таким образом функция Ф имела про- 
изводные на \ и р, удовлетворяющие неравенствам (2), (3), (4) $ 3, 
достаточно, чтобы при этом были выполнены следующие условия: 


1, <4, (14) 
8 (^)=0(^), и =0(4. (14а) 


Условия (11) и (14а) и представляют собой упомянутые в введении 
«условия смыкавия». При выполнении этих условий полученное на 
основании найденной функции ф = (8,1) отображение плоскости пото- 
ка на плоскость годографа будет однозначным в достаточно малой окрест- 
ности начала координат, в связи с чем получается безударное сопло 
Лаваля. 

Для доказательства требуются некоторые оценки, относящиеся к 
функции Римана и (№, в; №, №’) уравнения (1), а также к ядрам 2 (%, в; 0), 
и #(\, в; 2), данным в другой работе автора (°). 
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Приведем эти оценки, согласно указанной работе: 


й ^)1/з 
и = (в; ^”, в’) =О (4 ей, 
(Ав; №’) И ТЫ 


ди и (ид) 
9 РЗ) мы 
р ине 1 (#1) 
де Зуи 


Далее, если ввести переменные 


в обозначение 
® (№ в; 5 0=и( в; №, в), 
имеют место оценки 
О ) 
а 
д» _0 (1) _ (4) 


Эви) 


Приняв во внимание уравнения 


получим, на основании оценок (12), (13), (16), следующие оценки: 


ы О Вр БЫ | 
==) (41 И — 4) /3 (в , —#)”/в ) 
ыы (— 1). 
НОВ 
Наконец, для ядер в (\, в; ) и й(\, в; #) имеем оценки 
пион) Я 
Е (^, ., = 0 й (^, в, уе 
де 0 (1) Эь _ О (1) 
Од (и— 4) (4 —2)8 ’ 94 (и 4) 73218 (4 вы 
де О (1) 9% _ О (1) 


9 (и—1)/32°/8 (1—2) 7/8 ° ды (ие (и— 1) 218 (4 — 
Искомую функцию Ф мы представим в виде 


ф=У- 5, 
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(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


где $ф— изученный в предыдущих трех параграфах главный член, а 8$ — 


поправка. 


Обозначим еще для сокращения через Г.($) левую часть уравнения 


(452. 
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Рассмотрим сперва функцию 6%гу. Ее можно представить в виде 


ту =8,Ф1у -Н 8, %1у, (22) 
тде 8.:фгу представляет собой решение уравнения 
28.) = (3 ре Е (жи) у, (23) 
удовлетворяющее условиям Коши 
6 981 
6.флу = -ы =0 на линии ч=0, (24) 


а 8,9ту — решение уравнения 


Г. (8.1) =0, (25) 
удовлетворяющее условиям Коши 
8 Фту = 8х (6), МУ в (6) на линии ч=0. (26) 
Следовательно, 
и г р . 
о м (ре) мама" (9) 


и, на основании работы автора (°), 
8,Фту = 
и 1 
= 0, 5 дыр) + 80, в дыре». (28) 
0 б 


Для множителя, стоящего при и(Х, в; №’, и’), имеем, согласно форму- 
лам (12), (16) $ 1, оценку 


Ь (14°, в) Гд оо 
(5 — 4”) 18 0’ д’ =) $1 флу = СОСЕТ (47) (47) ° (29) 


Если теперь использовать оценки (5), а (18), (19), (20), `(29), то 
получим 


ми-он, “о, (30) 
ето Сл", 9е-ов 98 

и, следовательно, 
ше (=), и 0 (= | (32) 


Подробно вывод этих оценок дан в приложении. 
Сопоставляя формулы (32) с формулами (12), (16) $ 3, мы видим, 
что в малой окрестности точки \ =р=0 должно быть 
9 ту 
о 


9% 
5 (33) 
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Аналогично доказывается, что 


а 
Е АО: (34) 
На характеристике № —=0, согласно первой формуле (31), 
| — > о 
я" =0(1), Зи=8 (^)=0()), (35) 


как это мы утверждали выше (см. формулы (ба)). 
Поправочный член функции %; мы представляем в виде 
01=0.0: 8, 9т, (36) 
где 6,Ф; — решение уравнения | 


и аи (37) 


удовлетворяющее краевым и 


6,91 =0 ца характеристике » =0, 38 
50:=0 на характеристике в. = 0, _- 
а 6,4: — решение уравнения 
(8,01) =0, (39) 
удовлетворяющее краевым условиям 
8,9т=0К (^) на характеристике в = 0, 
ая (40) 
8,01 =8 (и) на характеристике / = 0. 


Формулы для этих поправок будут: 


лы 
ее 4 1/3 . и, (Инь) 9 ы: 
8,97 = 4 ( >. \\ и (^, в; №; ц у пу (д- Ем у Ф.а»’аь/, ( 1) 


2. 
вт = \ РО 018%” ( :) @ и: 88 и 


т ис, ь; 0, {+ ее «(5 и у п. (42) 


0 


Для правой части уравнения (37) мы имеем в случае с,=с, оценку 


Ь (А, в) д 0 О (1) , 
О ЕЯ из) 

вытекающую из формул (10), (14), $ 3. В случае с, с, получаем 
на основании формул (13) $ 4 оценку 

Ь (1, = 0(1 р. зи 

ое ен. (44) 
Используя, кроме оценок (43) или (44), еще оценки (ба), (14а), (12), (18), 
получаем на основании формул (41) и (42) следующие оценки: 


084; _ . 
= (1) (== Я и (4) в случае с, =с, (45) 
58, 
м \ 
г в случае с, + с,; (46) 
__ —0 1 1/ а Я. о я 
=) С, 
98547 в 
о =0(1. т 


6 Известия АН, серия математическля, №5. 
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Подробнее эти оценки выведены в приложении. 

Сопоставляя формулы (45), (46), (47) с формулами (10), (14) $ 3 или, 
соответственно, с формулами (13) $ 4, мы видим, что в малой окрест- 
ности точки \ =в=0 действительно имеют место неравенства 

9 
01. 


9 


<) ов 


>0. (48) 


Аналогично доказываются неравенства: 


От 
а 


От 
И 


О. < 0. (49) 


Что касается поправки 89111, то для нее, как легко показать, имеют 
место оценки (46). Сопоставляя их с формулами (28), (29) $ 3, получим 


ит 
Зи 


ит 
ой 


т 0, 


50, (50) 


Таким образом, условия продолжимости и смыкания доказаны. 
Обрэти мся к вопросу об образовании слабых разрывов. Легко ви- 
деть, что вдоль линии Маха и-0 образуется слабый разрыв тогда 


7.1 


д 
и только тогда, когда налицо разрыв величины .. если при прибли- 


9 
: 9% 
жении к этой линии Маха с обеих сторон 5„ Стремится к +, то 
р 9% 
слабого разрыва не будет. То же самое относится к производной -, 


вдоль линии Маха ^=0. Отсюда заключаем, что вдоль линий Маха, 
исходящих с центра сопла и направленных вниз по потоку, слабых 
9% 9% 

5, = © (или, соответственно, 7 = со). 
п } ) 


разрывов не будет, так как там я 
Исключение составляет лишь случай с, =4с.. 


Что касается линий Маха, направленных вверх по течению, то 


в случае с, Е с, имеем вдоль них слабый разрыв. В самом деле, вдоль 
: Отт; 
. ту ы 
линий Маха „=0 функция —„— останется ограниченной, в то время 
91 = 
как ‚и стремится к бесконечности. 


В случае с, =с, слабых разрывов не будет. В самом деле, обозна- 
чим через у (7.) разность 


А 997 99ту 
> и | (54) 
Согласно формулам (32), (45), (47), 
ХО) =0 Ц). (52) 


С другой стороны, на основе дифференциального уравнения (4) $2 
получаем для 7/ (7.) следующее дифференциальное уравнение: 


о и и - ]% (53) 


К ТЕОРИИ СОПЕЛ ЛАВАЛЯ 411 


откуда 
4 [4 \1/з С БО, 0) 
херня)" ©. (54) 
Однако, учитывая формулу (52), получаем С =0 и, следовательно, 


Х (^)=0, (55) 


что и требовалось доказать. 


$ 6. Исследование одной веномогательной функции 
С. А. Чаплыгина 


Этот и следующий параграфы содержат предварительные исследо- 
вания, необходимые для построения течений с дозвуковой скоростью, 
удовлетворяющих условию продолжимости. 

Иными словами, речь идет о построении суживающейся части без- 
ударного сопла. Эти течения будут построены при помощи рядов част- 
ных решений уравнения (1) $ 2, использованных С. А. Чацлыгиным 
в его теории газовых струй (°). 

Указанные решения имеют вид 


фу» (0, в) =, (<) вап 250, (1) 
где 5, (<) — решение дифференциального уравнения 
С=4КУ, (2) 
удовлетворяющее краевым условиям 
< (0)=4, 65(+°)=0. (3) 
‚Если пользоваться независимой переменной *, то получим 
<, (<) = Е : (4) 
где 
2 (°) = (а» 6; 2+6 ®. (5) 


Параметры а, и 6, гипергеометрической функции в формуле (5) опре- 
деляются из уравнений 
а, 6, = 2 — В, (6) 
а, в, = — Ву (2-1). 
В исследованиях С. А. Чаплыгина играет существенную роль вспо- 
могательная функция 


Нам необходимо исследовать зависимость этой функции от индекса у 
при <=<” и больших у. Вместо этого можно, конечно, исследовать 
зависимость величины 5,(0) от индекса у. Предварительный результат 
по этому вопросу был получен автором еще в работе (°). Было дока- 
зано, что 

3, (0) = СУ 3-0 (1. (8) 
6* 
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В данном параграфе мы уточним этот результат и докажем, что 5, (0) 
может быть разложено в асимптотический ряд по убывающим степеням 
величины у*/з: 


505%? (5+ и Е (9) 


при болыних у и произвольном И 
Приступим к доказательству. Для простоты написания будем в даль- 
нейшем вместо <, (5) писать $ (с). Заметим прежде всего, что 


К=ав-— 65° -..., (10) 
где 
2844 38+1 ат! 
«=? ( г =2 (=)! < (10а) 
Разложим теперь 3 (с) на слагаемые 
ЕСИ... + 4-09-29, (11) 
где © 9, 52,..., (4-0, 2 решения ди енциальных авнений 
де ©, ? р ‚Ур 
{и —=24у345 31 | =0; 
24° — дузав = — 4%? (ав—К)5, 
22° — дас") = — 4%? (ав — К) (И, 
3-0" — дав 9-0 = — 4? (ав — К)”, 


20° — 42 К2@) 


[ 


— 45? (ав — К) @-1, 
удовлетворяющие краевым условиям 


$(0) = (>) =0, 
$09 (0) = (<)=0, (Ё=1, 2,..., #—1), 
РАО (0) = 2) (со) = 0. 


Имеем 
$ (<) = (23 аз уча), (12) 
где > (2) — решение дифференциального уравнения 
^" (9 —& (© =0, (13) 
удовлетворяющее краевым условиям 
^(0)=4, ^(°)=0. (13а) 
Это решение может быть написано в явном виде: 
х (= Е», \ Е" 608 с" в) ав. (14) 
г(з) 5 


Согласно результату Ф. Трикоми [(°), гл. Ш, формула (12)], у кото- 
рого мы заимствовали формулу (14), функция ^ ($) удовлетворяет при 
любом положительном М неравенству вида 


<< (> 0) (45) 
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При положительных Ё она будет убывающей функцией. Дока- 


жем, что при любом е (0<:< 1) существует число А, не зависящее 
от у, и такое. что 


: Ай (Е) 
< аа (16) 
где 
= 27/3 01/3 2/3 д. (17) 
Для этой цели рассмотрим сперва дифференциальное уравнен ие 
— да = — 452} (с), (18) 


где ] (с) — функция, стремящаяся достаточно быстро к нулю прис—> о. 
Одно из решений уравнения (18) может тогда быть найдено в виде 


д \ {1 (р) 6 (о) ао (19) 
3 (су ==" (в) \— 4о’. 
(с) (5) (= 
0 
На этом основании можно доказать, путем индукции одновременно 
с оценкой (16) рекуррентную формулу 


Лео ко 0) 
С (в) = 4585 (в) \* г - 4’. (20) 
$ 


В самом деле, из формул 
5-Й (р =. Е Е &<8< 1, 


3 
Х (2) = (5), 
(Е) > (5), 


совместно с формулами (12) и и следует 


(21) 
(Е = 29/3 4113 узо), 


——-—— 


А Е СА о а 


& 
15% (в) |< < у? (=) - т НАС АИ ДЕ (Е) 


(5) 

4 45’ ЖЕ ГС зао и: 

23/34/31 ] 221 уа/ < ую | \ а 4о | м УК/З (22) 
2 


Таким образом, формулы (16) и (20) доказаны. 
Что касается функции 20, то для нее имеем 


. Гар к ФТ -Ю (6) 5 (6) 4 
29 (с) = ду .): 227) ас. (23) 


В самом деле, согласно С. А. Чаплыгину [(°), стр. 19], 
6(°) < 5 (°'), 5()<%()), (24) 


откуда 


со. © 


. р , 
|| < вл \ [12° (5) 45 |< 
0 Е 


(25) 


3. 


Отсюда следует, что функция 2® ограничена. Согласно Чаплыгину, 
решения уравнения {2) при в—><ю стремятся либо к нулю, либо 
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к бескснечности [(*), стр. 16]. Следовательно, должно быть 2® (со) = 0. 
Таким образом, формула (11) доказана. 

Продифференцируем теперь уравнения (20) и (23) при «=0. Полу- 
чаем 


дну (04% [ар К (6) 4-9 (659) 46 (26) 
0 
о’ (у4 [ар К (19-9 (6) 56) 4 (27) 
0 
и отсюда 
} А 
155 (0) < зв К. 
$) А 
12” (0) < о: ео 
Пусть теперь будет #=2. Имеем 
с (0) =2 (0-55 (0) -+=® (0), 0 
С (0) = завуч > (0), — 


Й С .. 
<@ (0) =4у* \ [ар — К (р)] №5 в 
0 


= 2% а- уча \ [69° НО (9*)] ^* (в) 4 = 
0 


Ь С { 
= | (в) 45-0 (5 (32) 
0 
22 (0) =0 (;) (33) 
Отсюда следует 
ь С а. 
8 — 22/з01/з) у 9 2) 2 = \ - 
(0) = 2 зам»! (0) и № (5) 42+0(м,) (34) 


Тзким обргзом, асимптстическая фсрмула (9) доказана в случае $=2. 
При #> 2 доказательство ведется аналогично. 


$ 7. Исследование рядов Фурье вида У Е 
п=1П 
Исследуем аналитический характер функции 
511 п 
7 ($) = х И. (&=1, Е, $) (1) 
й=1 


в окрестности точки ф= 0. 


Ряд (1) может быть суммирован в виде определенного интеграла. 
В самом деле, 


Ок ет Со 
ь (3) Е \ 2%, дезетее и 925 (2) 
0 
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откуда 
эк 


2 д — мм 
1 ( Е 2973 — === : 


Далее, 


=“ +Ф(2), 


где Ф (2) — функция, голоморфная при 2=0. Отсюда вытекает 


е 


1 © —-1 ы р 1 а 


ео Че 23 42 


`&15 


(3) 


(4) 


(5) 


Первые два слагаемых правой части являются голоморфными функ- 
циями ф при ф=0. Что же касается третьего слагаемого, нас интере- 


сует ее мнимая часть 


Вводя новую переменную и, согласно уравнению 


х = Фи*/?, 
получим 
—2/з 
к 2 
1=19 ти 
2 ) 8-4 
д 


Пусть {— 1 — остаток —1 при делении на 3. Тогда 
#-1 и 


и а а Я 1-1 
ра Е Ри: 


ии из ш ищи 
а = ПУЛЕЕЗВИ т НЫ: ем 


Отсюда 
— 2/3 


эк, 
3 Ф 3—1 ии 
(Е й= РеБ+.. уе и 
Рассмотрим теперь отдельно случаи 
(а) 2=1 [Ё==41 (004 3]. 


(5) 2=2 [Е==2 (тоа3]]. 
(<) 1=3 [Е==0 (тоа3]]. 


Имеем 

+1 1 2и—1 
и Сия — агсф — 
3--4 3 Уи У 5 Уз : 


) 
\ иаи а щИ-и+а + 4 2и — Е 
) 


Я ИГ! Уз 
№ (#1). 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 
(9а) 


(10) 


(11) 


(12) 
(13) 


(14) 
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Следовательно, 
—2/5 
аи м к 2/ 
) НЕ. *). (15) 
—2/з 
4 > 
еиьые 0" (16) 
6 
ет 
и?а 2 2 
зи = фэмФ+Н (95. (17) 
| 


где Р, Си Н— функции, голоморфные при аргументе, равном нулю. 
Таким образом, приходим к выводу, что в случае 


ЕЁ ЕО (тоа 3) (18) 
будет 
У = (9 98 Иса.) (9) 
п=1 г(3 5 
а в случае 
К = 0 (109 3), (20) 
со у а р 
№ Е =М ($) + ге О лж (21) 


в 


где ®=з, а [Ги М-— функции, голоморфные при $Ф=0. 


$8 8. Построение сопел Лаваля при помощи рядов С. А. Чаплыгина 


Из приведенных. выше результатов вытекает, что функция тока, 
предоставляемая рядом вида 


= —0— А х: ОА (А, с— постоянные), (1) 


2.» (<*)— п» 


дает симметричное безударное сопло Лаваля (разумеется, при соответ- 
ственно выбранном продолжении этого течения в область сверхзвуко- 
вых скоростей). 
Согласно (4), (5) $ 5, для этого достаточно показать, что на окруж- 
. 
ности ==” имеют место уравнения 


д Е 
Е +0 (8), и=- и +0 Ц). (2) 
9 _ да ЗА : Эф Е а Е 
а о ООО орут паев 
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В сэмом деле, при *=-” 


ри с 51 27166 
В 4) 
п= 
‘Отсюда, согласно (19), $ 7, следует, что 


а и (26-0 (8), (5) 


д Е с ты 
УВ 0). (5а) 
г(з) ° 
Далее, 
$1 27с 0 
я= РЕ тах пе (0) р ° (6) 


"С другой стороны, согласно (9) $ 6, 
бе (0) = 29а (0) (ету С, НО (и). () 


Подотавив это выражение в уравнение (7) и использовав формулы (19), 
(24) $ 7, получим 


й 1/37 (0 2 1 

= А и о (8) 
в 7 

Е А ФУ 2'/34^ (0) ® УЗс./з 9-4 а 9—8 -- К, ш | 01-Е О (1). (8а) 
9106 зг(2 ) 3 2 


Вычисление ^’(0) дает, орнако, 


2 
^' (0) = та) (9) 
= — Е 
а 
г() 
так что уравнения (5), (8) переходят в уравнения (2), (5). 

Остается еше показать, что при помощи формулы (1) можно найти 
стенки суживающейся части сопла на сколь угодно большом расотоя- 
нии от критического сечения. 

Легко показать, что если брать положительную постоянную А до- 
статочно малой, а затем рассматривать некоторое достаточно малое поло- 
жительное значение Ф функции ф, данной уравнением (1), то область 
плоскости годографа, данная неравенствами 


тм.. 39-Х, 
отображается однолистно на плоскость (х, У) не только в окрестности 
каждой точки, а в целом. В самом деле, при достаточно малом А для 
всех т, 0 
ФЕВ <, (10) 
где =— сколь угодно малая положительная величина. Но тогда при 
заданном 0=8 будет $ (6, ) < —9+:=<0 (< *.). 
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Итак, при достаточно малом Ч имеется линия ф = Ф в плоскости 


годографа, лежащая полностью в секторе 0 >0> —6 и простираю- 
щаяся от <=0 до т=1°. 

С другой стороны, при достаточно малом Ф угол наклона касатель- 
ной к переходной линии при — Т«Ф<Т будет сколь угодно мало 


отличаться от -,. 

Следовательно, форма границ изображения области (10) на пло- 
скость (5, у) такова, что самопересечение границ невозможно; отображение 
будет, таким образом, однолистным для всей области (10) в целом. Изо- 
бражение этой области на плоскость (7, у) представляет собой искомую 
суживающуюся часть сопла Лаваля. В большом отдалении от крити- 
ческого сечения стенки переходят в прямые с наклоном -- $ относи- 
тельно оси. 

В предлагаемом семейств» сопел имеются три независимых парамет- 
ра, а именно А, си Т, что может быть использовано для приспособ- 
ления к заданным техническим условиям. 

Для расчета сверхзвуковой части сопла можно вблизи центра заме- 
нить ф его главной частью Ф=А(ь— ^)*/зС (Г) согласно $$ 2 и 4. Если 

а 
вдоль переходной линии фи г уже недостаточно точно предетавля- 
ются формулами 
ф= ак Ка - = —_—_—_—_—_о [3 
21/3 97 91/3 32/3 * 


то следует представить их приближение в виде 
эм- 


= — д А+ С, С... Сы, (11) 
9 К = 
о (12) 


Вблизи переходной линии можно при этом ограничиться решением урав- 
нения (5) $ 2. 
Решение этой задачи Коши для указанного уравнения сводится к 
решению следующих задач Коши: 
21-1 


т ар 
ф= , 99 — , т= 0. (14) 


_ Совершенно аналогично выводам $ 2 можно показать, что решение 
задачи (13) дается формулой 
21-1 


Е 2 1 1 1 
ФВ Р(— г ео. (15) 
а решение задачи (14) — формулой 
21-1 
а 2—1 5 5 
ф=ь 3 лР ( — — 55; 3; 3), (16) 


=. (17) 
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Решения (15) и (16) распространяются на секторы /7У и ТУ. В секторах 
1, ТТ и ПТ к главному члену в соответствии с этим прибавляются 
линейные комбинации решений уравнения (6) $ 2 вида 


Яп-1 
а 2 1 1—1 41 —3 
фе (Е, Е, м3, г) (18) 
и 
2п-1 
9-е в (+, о 1—). (19) 


На более значительном расстоянии от переходной линии можно поль- 
зоваться графическим методом Прандтля — Буземана. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


Оценки интегралов $8 5 


Фу. 
Г. Оценка д: 
98. 1 Иа ыз ди й Е 
о О лы 
^<»/ <в/ < 
в 
иб В д — ЕТ а 1/3 
чала (5 сне) Флини- 4в а о ее 
А 
О (1) (7—4 /)1/ 44” ав" 
ат \\ т: АВЕ АЕ” (2) 
ВЯ. (4) "2-2 
> й ь й Е ^)1/6 
\ я к Я 78. <= = т 23 № Ат, =041) а (3) 
у и- 8 (и-^) т (=) 
ТО \ ое 
АТС ИЕ 
1 
—^)^: —А \-/ 
о) (+=) Пули (ати) пы (4) 
0 
где 
И=АЧ(в А) у. (ва) 
Отсюда 
Да нал — 11 
Во) (уе, ве) =0 (Е) -0и, 5) 
0 . в — 41 ар’ 0(1) ВА Из (1) (6) 
оО ( р г (== о. 
ы (1) ) в (в — 4)! (—4) 7 —4 
59: Фту 
п. о : 
98:9 ту (<) № др В ( 7) и 
3 Ош (в^ — 1^)/з \9А’ ди’ / "ТУ 
е а и 1) 
Г 
и Эа д. и. 1/з 
г = (= 1+ 1а}, (7} 
г. (вт) Зы} 4 (3) {+14 
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— 1) 1/6 ал’ ав’ 
сы р т (#— т 4) 


а1’ ав’ ‚= 
а (в— —”) 8/6 ( —4') = 1’) 


в О (1) м га О (1) \ а4’ О, 
(в—1) 1/8 \ Е 7 ):/з (®—4) 8 ; (в— 17) 518 
тп 
2 и 4”! а4’ _ 08) а’ ом 
м Е (= Е ЕАО в 


7 
Ш. Оценка — 


1 1 1 
д6.фту _ ( 0Е Е \ ов 
51 =\ има+ 2д<’ (1 аа РЯ $ 4Е- 
6 0 


1 Й 1 я 
о 7 3 41 я (1—1)1/ 
+ у а ри \ Р-Р т + (1) \ о. 


1 
А (в— 4) 17 
и 9(1) и ) #1] 


4 
_— 2)3/3 а 
паи пинелрк ЧЕОАИА-Я \ 
0 


1 
25 вЩА 
\ ка. =0 ше(з. г. Е )-=04, 
2 РЕ 
8 2 Ев в =)" Ви ©” В А | 


Аналогично получаем 


ТУ. Оценка при с». = си: 


и - 1 ($ у" {\ и. д Ь(А, в) 9 О } 
и (1, в; А, в’) да (жа) м ав’ + 


х 


ды | 6 МЗ зо ро ИГ 
+\ а ии так) маи ам } = (3) нь 
0 


0 


и —Я\ 1 ав’ и АМИ 
о". \ -) (7—2) 18 (-— 4) "3 (в — 28 — о) (= г)" 
ь | (в 42) А ар! р 
9 (и— 4) /3(в" са 2/8 3 а — и) и 


лы 
О (1 44’ а 116 
п 
А (8—2) 


паи Аа-А 0 


аё- 


(10) 


(12) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


216) 
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У. Оценка" 27 т при с. = си: 
А 
1-16 и 9 В з 
98 &\3 Ув —1/) в и - 2755 
ль 
би Бы) Гд_ ОЙ 
Пп=0 (а) КЕ т и ом 0 (1), (18 
(6-4 (9) в) и 


А 
^_ д) в аА’ав” 
[8 =0 (1) : (в о ке 
\ (И 


т =0(4. (19) 


лы 

О (1} \ ( а’ о 
1/6 11/2 Пр [478 

АВ о: ны 


98597 ь 
УГ Оценка 51: 
954 1 Я 


РК. а В Я р 6) 
ВТР и (в; , 0) {ая +[=а-+(3)“ и | ®} + 
й (д 1 
7 и И 
+ а [2+ Н бич... ак | 4^ и. № [2 ве +::. и | а = 
0 


А 
Я 3% (и —1^)/в 44” [в ар’ 
= 0 1 —_ дк — Е— 
(2%) “+0 \  иаиеО Е 


— А 1 
С (= => (1). (20) 
Аналогично 
0654 ес 
р =) (21) 
ПРИЛОЖЕНИЕ 11 
Таблица значений функций 6(1)=Е (= — =: : — ; г) 

р &т (0 р | тт (2) й © (1) 
—0,5 1, 0979 1, 0,5 0 —0,5 
—0,4 4, 0801 0,9 0, 3042 0,1 —0, 6728 
—-0.3 1, 0615 0,8 0,2129 02 — 0, 7397 
02 1, 0420 0,7 0,1402 0,3 —0, 7861 
— 0,14 1, 0246 0,6 0’ ‚ 0670 0,4 — 0,8306 

0,0 Й 0,5 0, 0,5 — 0,8660 

0,1 0, 9771 0,4 —0' 0670 0,6 —0, 8976 

0,2 0,9526 0,3 —0, 1402 0,7 —0, 9263 

0,3 0, 9263 0,2 —0, 2129 0,8 —0, 9526 

0,4 0,8976 0,1 —0 3042 0,9 —0, 9774 

0,5 0,8660 0 —0,5 1 —-1 

0,6 0,8306 1,1 —1, 0246 

097 0, 7861 1,2 —1, 0420 

0,8 0,7397 1.3 —1, 0615 

0,9 0, 6728 1,4 —1, 0804 

Л 0,5 5 —1, 0979 
Поступило 


31. Ш. 1945 
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р. ЕВАМКГ. ТО ТНЕ ТНЕОВУ ОЕ ТНЕ ГАУАГ №0771Е 
БОММАВУ 


То Ш хжотК \феге 1$ слуеп а ше фо4 о{ сопзёгасиие оЁ Гауа] по22]е$ 
\ИТои% зВосКк-мауез ру шеапз оЁ{ фВе Во4озтарь тше%фо4 ([0# Сару. 
Твеге аге Гозо Ве сопд1оптз, 46а зваП Бе замзНе Бу \Ве этеат 
Гарсоп оЁ а зизот1е Пом, слуеп ш Фе БодостарВ р!апе, 40 шаке 
розз1Ые \Ве соппиаМоп оЁ \Ве з4геат ГапсИоп 10 {Те зирегзоп1е топе, 
заер, Ваф 6Беге \Ш ъе оазще4 а Йо\у топе а Гауа] п022е миро 
Воск \мауез («соп@\10тз оЁ соппиаЧ оп»). Вез14ез 1 \Ъеге 1$ зро\п 
\Ва$ ип4ег сегфазщ соп91отз \Беге 13 аПо\уе4 а 41зсоппиа!у о! уеоству 
отаЧ1еп® 11 Ще сетцег оЁ 41е позе. 

Е1таПу, 1 13 зпомц Фа Фе з{геат Гапооп о1луеп Бу Ве зегез 


ф= а ) 1 2сп 0 


паз 


(11 Из Гогиа 1Ве 11 сайопз оЁ Свар1ус1п’з рарег «Оп ваз }еёз» 
аге изе4) зайзез 1Ъе соп4Илоп$ 0 сопипиайоп ап4 {Тегеоге сап Ъе 
азе $0 сопзгисф а Гауа] п022е. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОГГЕТ!М РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСЕМСЕ$ БЕ [Г0В$5$ 
Серия математическая 9 (1945), 423—498 зёме тафтетайдие 


М. П. ЩЕГЛОВ 
© НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ СУММИРОВАНИЯ МЕТОДОМ ПУАССОНА 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Ставится и частично разрешается проблема о включении друг в 
друга специальных сегментов Е,С Е: при некоторых условиях. 


Задан ряд 
(1) 


[22 
> п, 
п=0 


где а, —>0 при п—> со и действительны. Процесс суммирования ряда 


{1) по Пуассону, можно представить в виде 


9 (и) =У ае “ (0<и<о). (2) 
п=0 
Наряду с функцией ф (и) рассмотрим функцию 


| О при 0<и<\1, 
| 

- 3 
и | а при 1<и < о. (°) 


С п= 


ЗВозьмем множества 


(а) Еф= (5, {т} р 
тде Нм Ф (ит) = +, {ит} › 


И, Зи. < .-. ЗИ ЗИ —> ©, 
т © 


(4) 


—_—— 


(5) Е; ={5,, {ит} } 
где Иш $ (ии) = 5, {ии}. 


ит-—00 


Легко видеть, что Е, и Е, — сегменты и точки с конечными или 
"бесконечными концами. 
В этой статье мы даем условия, при которых Вои Е, связаны соот- 


(5) 


ношением 
Е, СЕ. 


Получены следующие результаты: 
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ТЕОРЕМА 1. Пусть 


1 Ва: 0 (.) . 
Тогда 
(*) Е. =Е.. 
Эта теорема, очевидно, вытекает из следующей леммы *: 
ЛЕММА. Задан некоторый ряд 


1 Ме 
& 
5 


Пусть его частные суммы с „линейным дополнением” будут 
Г 
5 = > а,› ([и]- целая часть числа и). 
п=1 
Возьмем также функции: 


при О<и< 1, 


па, при 1<и< о, 


Тогда, если 
(м): ®(и =о (Ш), 
то имеет место соотношение 


(Л: 3%) =/(+ +0 (1), и. 


Мы полагаем, что } (:) =Ф (и). 
ТЕОРЕМА 2. Пусть 


14а. =0.(,). 


При этом условии Ез и Е., 
Е, = [4%; [+], Е, =[4,; р}, 


связаны общим соотношением 


(=) Е.СЕ,, 
причем 
(8) фактически возможны следующие тимы включения сегментов: 
1. [44=2+] = [4, =2.], 
2. [4. < В =[4, < Р.|, 
3. [4+ 0$] = [4,, - ©°,] , 
4 [— <, В+] =[-— <., О 


* Лемма помещена в нашей работе (*) с подробным доказательством, 
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[— © -{ <] =[— <, - о°.], 
[а», 2+] аа, О, 
[4, + оо] С [а,, + оо], 

8. [- РИ аа СЭ а 


зом 


(В) невозможны титы включения сегментов: 
т [4.= О. с (а, < 0;], [а., со:], [— „Л, |], [— <, + ©°;] }, 
2. [а, < В© 9, [< =. РЁ 5. + 50, |}. 
3. {[4%, - ©], [— <. 2} С [— < ,,- оо, . 


Доказательство. Соотношение (%”) легко получается из формул | 
В. 
(р): ыы зе “а=*, 
9 
(59: (и) =Ф@)-0 (1), и о *, 
Случаи (81) и (81) возможны в силу теоремы Нагау—Тле- 
\о04’а ***. 


Случаи (82), (83) и (84) всегда имеют место, если мажоранту 
коэффициентов брать в виде 


1 4 
(550 (»)- 
Случаи (85), (82) и, (83) возможны в силу формулы (3, 9). 
Существование соотношений (8) —6, 7, и 8 покажем на примерах. 


Случай (86). Определим частные суммы 5 (п) ряда.» а» следующим 
й—1 


образом: 
| О при 1<п<у9, 
| (ЕЮ = ("В = ат при ти (1) 
ИИС 
где ==0, 4:2, :., Е Ч 4— целое положительное число, 4 > 1. 
Возьмем функции 
ое 0 при О<и<а, 
(и) | 5 (п) при п<и<пт- А, (2). 
ее 2 о 
и 
0 при О<и<4, 
1 а 
а а (3) 
1 7 |. +1 + 
| То при т <и<а 


* См. (1), (°), (3). 
** Эта формула аналогична формуле (з, #); выводится тем же способом. 
м, [3] стр» 557. 


7 Известия АН, серзя математическая, № 5. 
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Очевидно, что 


„0 (-,), (4) 


В $(и) =а4, =0, (5) 
т 8() =, =, (5,) 
$ (и) — с (и) =о(1), и—> ©. (6) 
Рассмотрим функции 
со а со Е 
$ (и) = Уве “= 3 (3) е аа (7) 
п=1 0 


фш= \‹ (8) 


= 

— 
8 
— 
© 

| 

2 

>. 
з 


Нетрудно` показать, что 
$ (и) —ф (и) =0 (1), и—> о. (9) 


Вычисляем интеграл 


ат--ат+а 
< и < ( 1 а 
1 ид в № ее 
А А о 
у т=1 ат 
ат+1 и. 
+ аз |. (10) 
Чата 
2 


Элементарные вычисления приводят к формуле 


ы ас м 
Зо мае м. (11) 
т=1 


Фиксируем число и в форме 
Шо = 4,4%, (12) 
те а, о фатыно (12а) 


Беря только т, член ряда (11), легко обнаружить существование 
числа 8, не зависящего от а, и т,, и такого, что 


$ (я,47%) >8> 0. (13) 
Отсюда, очевидно, следует 
Пиф (и) > 0. (14) 


* Эта формула и пример имеются в нашей работе (1); там они использованы 
< другой целью. 
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Но так как, в силу соотношения (9), 


Вт ф (и) =Нмф (и), (15) 
то, очевидно, 
Вт (и) =4, > 0. (16) 
Из (5) и (16) получаем 


Пользуясь (17), (5) и (я’), приходим к искомому соотношению (86). 
Случай (8 7). Возьмем ряд 


№ Сп (1) 
ИЕ 
где 
Св = ал = в (2) 


причем а„— члены построенного ряда (случай В6), а 6, удовлетворяют 
следующим условиям: 


@) ы-о(!), 


() 


-- 

| 
— 
—= 


(3) 
5, (и) =0 при О<и<(, 


(с) Пл $: (и) = - со, 


\—со 


(9) $, (4"*) = 5 (4) =0, 


где 4, 5(и) — фигурируют в предыдущем примере (сл. 36), г„- некото- 


рая целочисленная возрастающая последовательность, 


Очевидно, что 
Сп = [@) (=) : (4) 


Возьмем функцию 


0 при О<и< (4. 
1 я 
5 (и) =} с: (5) 
‘, при ози< о. 
| п=1 
Очевидно, что 
п 5 (и) =: =0, (6) 
и—оо 
Па 5 (и) = - ©> (6, 
4—0 


7* 
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Рассмотрим, далее, функцию 


Ф (и) = > 2 р > \ 5 (5) е “ах р г \ $ (2) Ре ат=Ф(и). (7) 
п =4 0 0 
Находим 
Ви Ф (и) — Цпо (в) > 6, (8) 
пм Ф (и) = + о. (8,) 


Случай (88). Легко вытекает из случая (837). 

Замечание. При мажоранте а, =0(1) соотношение (а’) сохра- 
няется и, повидимому, существуют все типы включения сегментов. При 
мажоранте а„= 0 (1) соотношение (х’) в общем не сохраняется. 


Поступило 
23. Х. 1944 
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М. СНТНЕСГОЕЕ. ОМ 5ОМЕ РВОВГЕМЪ ОЕ ЗОММАТТОХ 
ВУ Р01550М’5 МЕТНОЮ 


ЗОММАВУ 
Гп Ше рарег (\е аа ог зе4з, ап@ рагЧаПу зо[уез, (Ме ргоШет о{ 


то аз1юп 0Ё зресла| зехтеп!з Е.С Е, 0 опе апо ег ип4ег сег( али 
0111018. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТИМ ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕ$ РЕ [ОВ5$5$ 


Серия математическая 9 (1945), 429—494 эёче таётайаие 


Б. А. ВЕНКОВ 


ОБ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ПРОБЛЕМЕ МАРКОВА ДЛЯ НЕОПРЕДЕЛЕН- 
НЫХ ТРОЙНИЧНЫХ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


‚Предметом работы является продолжение ряда экстремальных форм 
Маркова для неопределенных тройничных квадратичных форм. К четы- 
рем первым формам Маркова автор прибавляет еще семь следующих за 
ними форм. Вывод этих дальнейших экстремальных форм основан на 
использовании особого нового понятия о внешней вершине, вводимом авто- 
ром для совокупности целых точек, лежащих вне асимптотического 
конуса. 


Введение 


$ 1. Классические исследования Лагранжа и Гаусса по теории бинар 
ных квадратичных форм приводят к следующей теореме: 

Если $(х, у) =а2?-- 25ху -{ су* — форма с произвольными коэффициен- 
тами а, 6, си 6*—а=А, то переменным 1,у можно дать такие 
целые, не равные одновременно нулю, значения, при которых 


|9 (2, 9) [< И < 1А| при 4 <0 (1) 


|9 (2, у) |= И ЗА при &>0. (2) 


В формуле (2) не может быть знака <, если Фф равна форме 
М, =а(1*—ту— ?), или форме, эквивалентной М.. 

Две квадратичные формы называются эквивалентными, если 
одна переходит в другую линейной подстановкой переменных с целыми 
коэффициентами и определителем = 1. Эквивалентность будем обозна- 
чать знаком —. 

Указанная теорема впервые была четко формулирована знаменитым 
русским математиком А. Н. Коркиным [(*), стр. 332], который при- 
дальнейшем исследовании этого вопроса обнаружил важную принци- 


4 
пиальную разницу между случаями д <0ид>0: при А < 0 число - 
в неравенстве (1) можно. заменить любым (точным) коэффициентом, 


4, . и 
меньшим -.; тогда как при А> 0 для всякой $, не эквивалентной М; 
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1 
имеем неравенство |$(х, у) | < и > А, которое опять становится точным 


при ^^ М, =а (2* — у —у9'). 
А. Н. Коркин поставил задачу дальнейшего продолжения ряда 


коэффициентов = — ... (при д>0) и ряда соответствующих форм 
М,, М,,... Эта задача была полностью решена учеником Коркина, акад. 
А. А. Марковым (1856 — 1922) (*). А. А. Марков доказал, что ряд чисел 
4 10 


з 11 
ИЕ т = 2 2 
5:5) 551... И соответствующих форм М, М,.М,=а (= 5 2—9 ) 


1 Й 
бесконечный и числа >,... стремятся к пределу х. Формы М», 


5% 
которые будем называть экстремальными (бинарными) формами 
Маркова, могут быть определены так: форма ф есть одна 
из форм М,, если существует настолько малое =>0, что при 
всех целых, не равных одновременно нулю значениях л, у, имеем 
$ (2, 9) 

д ` 
ствами (*):; 1) отношения коэффициентов М, суть числа рациональные, 
так что | Мк(х, у)| имеет минимум тх при целых 2,9; 2) форма Мь 


4 
>э-:. Формы М, обладают многими замечательными свой- 


принимает как значение +|-т„, так и значение —тх; 3) М, связаны 
с решениями в целых числах неопределенного уравнения 2? -{ у? -{ 2* = 352, 
ит. д. Формы М» располагаются по номерам К=1, 2, 3,... в порядке 


р 


и 
убывания отношения к: 


$ 2. Разрешив полностью проблему Коркина для неопределенных 
бинарных форм, А. А. Марков ставит аналогичную проблему для 
неопределенных тройничных и четвертичных форм. В работе (*) ив 
позднейшей вычисленной им таблице (*) Марков дает первые четыре 
члена соответствующего ряда тройничных форм (формы %,, $,, $,, $. — 
см. ниже). Впрочем, Марков не доказывает экстремальности форм 
фи, ф», ф„, фа, так как его метод существенно основан на предположении, 
что данная тройничная форма }(х, у, 2) достигает своего минимума, 
так что коэффициенты } не являются вполне произвольными веще- 
ственными числами. 

Исследования Маркова о формах с 2, 3, 4 переменными излагает 
П1окзоп. в своей книге по теории чисел (°). Японский математик 
Райжага написал ряд работ о геометризации бинарной проблемы Маркова 
и одну работу о тройничных формах ('). Последняя работа не имеет 
серьезного значения, так как основывается на некоторых недоказанных 
(и трудно доказуемых) геометрических гипотезах. Даже допуская 
справедливость этих гипотез, нельзя согласиться с дальнейшими выво- 
дами Еийуага, так как, не зная о работе Маркова (“), в которой 
дается четвертый член $,, и пытаясь дать этот член, он получает его 
ошибочно. 

$ 3. Предметом настоящей работы является продолжение ряда 
Маркова для неопределенных тройничных квадратичных форм. После. 
четырех членов ф,,...,ф., данных Марковым, я вычисляю еще семь и 


доказываю экстремальность всех этих одиннадцати форм ф,, ..., $, 
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Именно, я доказываю теорему: 
ТЕОРЕМА 1. Пусть дана неопределенная тройничная форма 


а 6" ’ 
1 (=, 9, 2) = ( а’ в )- ах? - а’у? + а"2? + 26"ху | 26’ хз -- 26 (3) 
ГБ а" 
определителя 
@80'16’ 
ИИ | (4) 
Ба" 


с произвольными вещественными коэффициентами. Если } не эквивалент- 
на одиннадцати формам вида аф, (а—постоянная), К=1,2,..., 44, то 
переменным т, у, = можно дать такие целые, не равные одновременно 
нулю значения, при которых 


|1, 4,2) <И а. 


Формы $, имеют вид: 


М — 050 ах 
ф, = = — 0], а=ъ=1,5; ф, = 5—1 0]: а=ъ=2,5; 
аж [0% ПОЗЕР 
( И 
О ыы 
О Е 
оо : = 
а —5. = ыы о—> 
3 9 1200 1 » 
НЕА а А бо | © ЗН 
Вы и, 
Пк и РОЙ) 
Ио а 
ь-|-;- ааь о и 
2 
9 и 
о об ее 
О АЕ 
135 
АВ. фоны 5—1 Е 
4 8 3 21 
| И, 3. \ бич 
( и 
Е | 
ф:: = 5—4 11; а=5 =4,5 
г 2 
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Для всех этих форм минимум №, (5х, у, 2) | равен 1 при целых х, у, 2, 
не равных одновременно нулю. 

Работа состоит из трех глав. В первой главе излагаются общие свой- 
ства расположения целых точек пространства (5, у, 2) относительно 
конуса второго порядка }(5, у, 2)=0, которые могут служить базой 
для дальнейшего, теоретического исследования проблемы Маркова. 
Можно предполагать, что данная форма } не представляет 0, т. е. что 
уравнение ] (5, у, 2) =0 не имеет целых решений кроме (0, 0, 0) (в про- 
тивном случае теорема 1 очевидна). Из двух полостей К, К’ конуса 
1=0 выберем одну определенную К и обозначим через 3 множество 
точек с целыми координатами (х, у, 2), лежащих внутри К. Наимень- 
шее выпуклое тело, содержащее все точки 9%, ес?ЪЪ некоторый много- 
гранник бесконечных размеров, который будем называть полиэдром 
формы } и обозначать .П(]). Относительно общих свойств полиэдра 
П (/), используемых отчасти в настоящей работе (а также относительно 
терминологии), отсылаю читателя к моей работе (5). Вершины П(/ 
можно назвать внутренними вершинами для формы } или конуса } = 0. 
Соответствующего П (]) построения вне конуса }=0 мы не имеем; мне 
удалось только найти понятие о внешней вершине, на котором суще- 
ственно основан метод настоящей работы. 

Изложению некоторых свойств внешних вершин и посвящена 
глава Г; доказательство теоремы 1 содержится в главах Пи Ш. 

Напишем ОВО { (т. е. контравариантную) форму 


а" Ба" Ба’ 
Е=[| 5’—а"" да" БМЬаь |]. (5) 
Ба’ Б-аь аа’ 


В дальнейшем будем постоянно пользоваться двумя основными 
в теории тройничных форм тождествами: 


1 (2) }(2') — 1 (2, 2')* = Р(уз’ —2у’, 1’ — шт’, ту’ — ут’), (6) 
Е (т) Е (2) —Р (т, 2) =аНуз' —2У', д’ ат’, 2у' — ут’), (7) 


где положено для сокращения 


4 : во 1 д! 
а: Ро Ро? 


(а) = (в, у, 2), в) = (ат, ув, 
я ® 


Глава Г. О расположении целых точек относительно конуса 
второго порядка 


$ 1. Возьмем на плоскости прямолинейные координаты х, у; точку 
Р (т, у) с целыми координатами будем для краткости называть целой 
точкой. Пусть Ф(Р)=ал*-- 26ху- су? — неопределенная бинарная 
форма с произвольными вещественными коэффициентами, не представ- 
ляющая нуля. Уравнение ф=0 предотавляет две прямые ВВ’, СС’ 
(фиг. 1), пересекающиеся в начале координат и делящие плоскость 
на четыре угла, Возьмем один угол ВОС и рассмотрим в нем ломаную 
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№=...А_,А,А,... вершины которой А,, А.,,... целые точки, и такую, 
что между № и сторонами угла ВОС нет целых точек. Такие же ло- 
маные №’, №, №” построим в остальных углах, причем М и\№”, так же 
как № и №”, симметричны относительно начала О. Фигуру, 
составленную из ломаных №, №’, №, №’””’ будем называть плоским 
полигоном, соответствующим бинарной форме $; точки Ах, А, будем 


Фиг. 4 


называть вершинами, а отрезки А,А,,..., А.А, ..., 40А.— 
сторонами плоского полигона. 
` Отметим следующие, легко доказываемые, предложения. 

1. Для того чтобы целая точка Ад в углу В’ОС’ была вершиной 
полигона, необходимо и достаточно, чтобы существовала прямая 65’Адс’, 
пересекающая стороны ОВ’ и ОС’, такого рода, что треугольник 05*’с’ 
не содержал бы других целых точек, кроме О и 44. 

2. Вершины и стороны полигона находятся во взаимно однозначном 
соответствии, именно: каждой вершине, например, А, в углу В’ОС, 
соответствует сторона А.А, (точнее, пара симметричных сторон А, А, и 
45.43) в несимметричном углу ВОС, параллельная вектору ОА,, причем 
в полосе между прямыми ОД, и А, А, нет целых точек; соседней вер- 
шине А_, соответствует соседняя сторона А,А_,. Наоборот, каждой 
стороне полигона отвечает вершина в несимметричном углу, именно, 
стороне 4,А_, отвечает вершина А,. Указанное соответствие дает удоб- 
ное средство для вычисления плоского полигона. 

3. Пусть А,=(р, 4), А_, =(р’, 4’); под хА, | уА_, будем подразумевать 
точку (хр-+ ур’, 29| 94’). Форма 


ф (2А, + УА_,) =Фь = 4,2 -- 2 ту-- С. 


эквивалентна ф и приведена по Маркову (°), т. е. один корень Х урав- 


1 
нения а,71*-|26,х-|-с,=0 больше 1, другой — г Заключается меж- 
ду Ои —1. Векторы ОА, и ОА_, будем называть первым основ- 
ным и вторым основным векторами формы $,. Пусть х,—>1 — число 
равных частей, на которые делится отрезок А_.А, целыми точками. 


Подстановка т =,’ у’, у=х’ переводит Ф, в соседнюю приведенную 
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—_—>` 


форму с первым вектором ОД, и вторым ОА.. Таким путем получаются 
разложения ^, ^’в непрерывную дробь 


4 
А на, о,...], № [ба ьь >]. 
идете 
Отметим тождество 
м А 1 4 
ЗУА __2УА т: ни д в — ас 
Тег” (АГ НЫ р 
и ЧЕ 
ее. а.-+.. 


служащее исходным пунктом рассуждений Маркова (°). 

Возьмем вершину Ао и проведем через нее прямую 4А‹е так, чтобы 
АА =еАс, т. е. прямую, сопряженную с направлением Ос, очитая 
пару прямых ВВ’, СС’ за коническое сечение. Если бы треугольник 
О4е содержал целую точку Е, отличную от О и 45, то симметрия с 
центром Аз превратила бы Е в целую точку Е’, лежащую в треуголь- 
нике Де и, следовательно, в углу В’ОС’, так что точка Ас, будучи 
срединой отрезка ЕЁ’, не могла бы быть вершиной полигона. Итак, 
критерий 1 можно заменить таким: для того чтобы точка Аз была вер- 
шиной полигона, необходимо и достаточно, чтобы треугольник 
Оде (44 =еАо) не содержал целых точек, кроме О и 40. Применяя к 
параллелограму ОеРа теорему о выпуклом теле, получим неравенство 


| (46) | <2УА, А=Ь ас. (1) 


Для дальнейшего нам понадобится еще вид плоских полигонов }, для 
первых трех форм Маркова М; (т. у) (Ё=1, 2, 3; ом. Введение). Вычис- 
ляя эти полигоны. видим, что у }, все стороны простые (т.е. не содер- 
жат целых точек, кроме концов) и значения М, =а'(5* — ху— у?) в вер- 
шинах равны -- а, т. е. минимуму формы М.,. У рф, все стороны двойные 
{т. е. содержат, кроме концов, еще одну целую точку) и вначения 
М, =а(1*— 2ху — 9’) в вершинах равны -- а, минимуму М,. У полигона 
ф. в каждом углу чередуются простые и двойные стороны, а также 


Е 7 
вершины со значениями М, =‘ аи М, = ;-в, где ар— минимум 


формы М,—а( =*—у зу") ; двойная сторона соответствует (по 
правилу 2) вершине со значением М, = За. 

8 2. Пусть дана в {трехмерном пространстве плоскость ВСОА 
` (фиг. 2), проходящая через три целые точки, не лежащие на одной 
прямой, и не проходящая через начало О. Вое целые точки лежат в 
плоскостях, параллельных АВСО ‘и отстоящих. на одинаковом расстоя- 
нии друг от друга. Пространство между соседвими плоскостями (не 
содержащее целых точек) будем называть слоем; если уравнение АВСО 
написано в виде рх-- ду- г2=х (р, 49, г- целые числа без общего дели- 
теля, х > 0 целое), то между О и АВСРО |имеется х таких слоев, и 
плоскость АВСР будем называть х-слойной. 

ЛЕММА. Если имеется выпуклая четы рехгранная пирамида ОАВСО 


(фиг. 2) с вершинами в целых точках и не содержащая др: а целых 
точек, то плоскость АВСР однослойна. 


| 
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Предположим противное и пусть для плоскости АВОСЬ х=2. Целые 
точки, лежащие наАВСР, образуют решетку и выпуклый четырехугольник 
АВСО, не содержащий, кроме вершин, точек этой решетки, должен 
быть ее основным параллелограмом. Дополним данную пирамиду до 
параллелепипеда ОА’Р’С”ВАОС, проведем все плоскости, параллельные 
АВСО и содержащие целые точки, и обозначим их (0), (1),..., (х), 
начиная от ОА’Р”С” (0) и кончая АВСР (х). На плоскости (х— 1) имеем 


Фиг. 2 


такую же решетку целых точек, как на (х), и параллелограм абс равен 
основному параллелограму этой решетки и одинаково с ним ориентиро- 
ван. Поэтому а6с@ должен содержать целые точки (либо одну внутри; 
либо две на противоположных сторонах, либо четыре в вершинах), 
При этом параллелограм 6е]8, представляющий сечение нашей пирамиды 
плоскостью (х — 1), не со держит целых точек. Имеем ае = =, св = — : 
Взяв оби координат х, у, как указано на фиг. 2, приходим к заклю- 


чению, что в параллелограме а6с@ существует целая точка М (5, у), 


для которой либо 0<х< — ‚ либо О<у< = . Пусть, например, 


9 са . Проведя прямую через точки ДО, М и продолжая эту пря- 


мую вниз, получим в пересечении ее со всеми плоскостями (х— 2),..., (0) 
целые точки; при этом точка пересечения с плоскостью (0) будет лежать 
в полосе между прямыми ОС’, А’О’, что невозможно. Лемма доказана. 

8 3. Пусть }— любая неопределенная тройничная форма определи- 
теля 4 > 0 и Ё— ее союзная. Возьмем олну полость А конуса }=0и 
построим’ в ней полиэдр П (]) (Введение, $ 3). Пусть Г — соответствующая * 
полость конуса Р = 0; в ней имеем аналогичный многогранник П (ЕР). 

ТЕОРЕМА 2. Если рх-- ду--т2 = У рх = 1 — однослойная эллиптиче- 
ская грань полиздра П (}), то М (р, 4, г) — вершина П(Е). 

Так как грань однослойна ($ 2), то р, 4, г— целые числа и М — целая 
точка внутри [.. Пусть (я, В, 1), (я’, В’, 1’), ... все вершины П (]), лежа- 
щие на данной грани, и (А, В, С) — среднее арифметическое этих точек, 


Рассмотрим плоскость =»! Аз=1, эллиптическую для Р=0. Для 


* По поводу терминологии, применяемой в этом параграфе, см. (5) $8 1—5. 
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точки М, Ф=1; пусть М№(р’, 4’, г’) — любая целая точка внутри Г.. 
Плоскость У р’х==0 эллиптическая для }=0; значит, У ра>1, 
Ура’ >1,..., т.е. для М ф>1. При этом равенство ф=1 имеет 
место лишь при У! р’а=4, У р’а’=1,..., т.е. когда М = М. Значит, 
М — вершина П (РЁ). Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Если У рх=1и У рт=1— соседние однослойные 
эллиптические грани полиэдра П(}р, то М(р,а,г) и М’(р’, а’, г)-— 
соседние вершины П (Е). 

Пусть (а, В, 1), (°’, В’, У’) — концы ребра П(}), на котором оходятся 
две данные грани. Тогда (р, 9, г), (р’, 4’, г’) будут двумя независимыми 


решениями линейного уравнения У (я’ —а)х =0. Рассмотрим эллипти- 
аа’ 
3 


ческую для Ё= 0 плоскость Ф=У х=1, на которой лежат точки 


М и М’. Для любой целой точки М”(р”, 4”, г”) внутри Г имеем 
У р"а>1, Ур"’а' =1, +Ф>1, причем равенство ®=1 имеет место лишь 
в случае 


У ра=1, Ура’ а) =0, М'=М+ (4-0 М,, 


т. е. когда М” лежит ‘на прямой ММ’. Итак, отрезок ММ’-— ребре 
многогранника П(Е). Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Если вершина (ях, В, 1) полиэдра П(}) такова, что все 
проходящие через нее грани однослойные и эллиптические, то ей соответ- 
ствует однослойная эллиптическая грань Уат=А полиздра П\Е); 
соседним вершинам такого рода отвечают соседние грани. 

Как известно [(°), теорема 7], через каждую вершину П (]) проходит 


конечное число граней; пусть У! рх=41, Урт=4,... все грани П (1), 
проходящие через («, В, 1) в порядке их следования друг за другом. 
На основании теорем 2 и 3, точки 


(р, Ч, г), (рб г), мех (2} 


будут вершинами П(Ё), лежащими`на плоскости У эх = 1, и каждые две 


рядом стоящие точки будут соседними вершинами. Поэтому Уох=1 
есть грань П (Р) и точки (2) суть все вершины П(Ё), лежащие на этой 
грани. Теорема доказана. 

Следствие. Если все грани П(}) однослойные и эллиптические, 
то то же справедливо и для П(Е), причем элементы многогранников 
П (7) и П(Р) находятся во взаимном соответствии: вершинам одного 
соответствуют грани другого и ребрам одного — ребра другого; соот- 
ветствующие ребра взаимно перпендикулярны. 

Пусть т — вершина П(]) и т’ пробегает все соседние с т вершины. 
По теореме 4, т и т’ соответствуют однослойные эллиптические грани 
физ’ П(Е) и, на основании замеченного при доказательстве теоремы 4, 
$’ пробегает вое грани, соседние с $. Так как от любой грани П (Е), 
переходя к соседним и опять. к соседним, можно дойти до любой 
другой грани, то, значит, всякая грань П (ЁР)— однослойная, зллипти- 
ческая и соответствует некоторой вершине П(]). Следствие доказано. 
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8 4. Пусть } и Ё не представляют нуля и Р (фиг. 3) — целая точка 
вне конуса }=0. Точка Р называется внешней вершиной для 
конуса }=0, если во всякой рациональной, гиперболической для 
]1=0 плоскости х=0, проходящей через вектор ОР, Р является вер- 
шиной плоского полигона, построенного для двух прямых Ое, О’, 
получаемых в пересечении ]/=0, «=0 (прямые ВВ’ и СС’ на фиг. 1), 


и для решетки всех целых точек на «=0. Проведем через ОР две 
плоскости АОР и ПОР, касательные к конусу /=0. Гиперболические 
плоскости, проходящие через ОР, образуют пучок плоскостей между 
этими касательными плоскостями в тех углах, где находится конус. 
Плоскость АОДР, проходящая через две линии касания ОА и ОР. 
сопряжена с направлением ОР. Проведем через Р плоскость ВРС, 
параллельную АОД. Эта плоскость пересекает конус по гиперболе 
ресф’е’с’ с центром Р, а касательные плоскости — по прямым ВР, СР, 
асимптотам этой гиперболы. Согласно $ 1, точка Р будет вершиной 
плоского полигона на т=0 тогда и только тогда, когда треугольник 
Оее’ (еР =е’Р) не содержит целых точек, кроме О и Р. Итак, для того 
чтобы Р была внешней вершиной, необходимо и достаточно, чтобы 
кусок Т пространства, определяемый ниже, не содержал целых точек, 
кроме О иР. При этом Т есть множество точек, лежащих: 1) между 
касательными плоскостями к конусу из ОР в тех (симметричных отно- 
сительно начала) углах, где лежит конус, 2) вне конуса, 3) между 
двумя параллельными, сопряженными с ОР плоскостями, проходя- 
щими через О и Р (все граничные точки включаются в Т). 

Пусть Р— внешняя вершина (фиг. 4). Возьмем эллиптическую 
плоскость п, параллельную вектору ОР, пересекающую полость К 
и весьма близкую к началу 0. Будем непрерывно удалять п от О, 
передвигая ее параллельно самой себе до тех пор, пока на нее в пер- 
вый раз не попадет целая точка М внутри К. Плоскость МОР гипер- 
болическая и на ней Р будет вершиной полигона. Согласно $ 1, 2), 
прямая ММ’, параллельная ОР, должна быть ближайшей к ОР пря- 
мой, содержащей целые точки, и на ММ’ должна быть еще хоть одна 
целая точка М’ внутри К. Если на т нет других целых точек внутри 
К, кроме лежащих на прямой ММ’, то будем вращать п вокруг ММ’ 
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до тех пор, пока на нее не попадет новая целая точка №; это при 
некотором положении эллиптической плоскости непременно случится, 
так как!ЁР, по условию, не представляет нуля [(°), теорема 4]. В новом 


положении плоскость х уже будет гранью П(]); на прямой ММ’, па- 
раллельной ОР, будет еше одна целая точка №’ внутри К. Можно 
считать; что ММ’М№М’М есть основной параллелограм решетки целых 
точек на п; применяя к пирамиде ОММ’М№’М№ лемму $ 2, находим. что 
трань л однослойна. Взяв крайнюю прямую ММ’ на грани, содержа 
шую целые точки, и вращая плоскость п вокруг этой прямой, получим 
соседнюю, также однослойную эллиптическую грань. Такое действие 
можно продолжать до бесконечности в обе стороны и получим бесконеч- 
ную зону 3 граней П(]), параллельных ОР. 

_ Итак, если Р- внешняя вершина для конуса |=0, то в полиздре 
П (/) существует бесконечная в обе стороны зона 3 однослойных эллит- 
тических граней, параллельных направлению ОР; две рядом стоящие 
грани зоны 3 представляют собою соседние грани П(]. 

8 5. Легко доказать и обратное предложение: Пусть Р — прими- 
тивная целая точка вне конуса и в П(}) существует бесконечная в обе 
стороны зона 3 однослойных эллиптических граней, параллельных ОР, 
причем каждые две рядом стоящие грани — соседние, т. е. пересекаются 
по ребру П (1, параллельному ОР. Пусть еще грани 8 обладают 
свойством: на каждой прямой, параллельной ОР, содержащей целые 
точки и проходящей на грани Ф=1 (фиг. 5) между ее реб рами с4 и а, 
лежит не менее двух целых точек внутри К. Тогда Р — внешняя 
вершина. | 

Нужно доказать ($ 1, 2), что на каждой рациональной гиперболи- 
ческой плоскости п=0, проходящей через ОР, на ближайщей к ОР 
и параллельной ОР прямой, содержащей целые точки, лежит не менее 
двух целых точек внутри К. Так как зона 8 в обе стороны беско- 
нечна, то легко видеть, что плоскость х=0 либо проходит через ребро. 
зоны, либо пересекает какую-нибудь грань зоны ф = 1 между ее ребрами. 
Если п=0 проходит через ребро, или восбще через какую-нибудь пря- 
мую на ф=1, содержащую целые точки, наше утверждение вытекает 
из предположения. Поэтому можно считать; что прямая АВ пересече- 
ния т=0Ои ‹=1 не содержит целых точек. Продолжим ребра грани 
Ф=1, параллельные ОР, до пересечения с конусом; полученные отрезки 
аб и с4 больше ОР, а так как эллипс — фигура выпуклая, тои АВ >> ОР. 
Проведем на плоскости х=0 ближайшую к ОР и параллельную ей 
прямую А’В’, содержашую целые тсчки, например, точку М. Так 
как ф=1 однослойная плоскость и М не лежит на ней, то для М 
фФ>2, откуда А’В’ > 2ВА >> 2ОР, т.е. отрезок А’В” содержит не менее 
двух целых точек. Теорема доказана. | 

$ 6. Пусть Р(&, 1, 3) — внешняя вершина и 3 — соответствующая. ей 
зона граней П (]). По $ 3 (теоремы 2 и 3), всякой грани = У рх=1 
зоны 3 соответствует вершина М (р, 4, г) полиэдра П(Р) и соседним 
граням ф=1, $ф’=1 отвечают соседние вершины М, М’. Все эти вер- 


шины М, М’,... лежат в плоскости "= У Ё=0, перпендикулярной 
к вектору ОР; плоскость п=0 гиперболическая для конуса Ё=0 
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и пересекает его по двум прямым. 'Многоугольник © вершинами 
М, М’,... будет плоским пелигоном, псстрсенным на плоскости к =0, 
в углу Е > 0. Таким образом, этот полигон — прямое пересечение поли- 
эдра П (Р) с плоскостью «=0, т.е. вершины и стороны полигона будут 
вершинами и ребрами полиэдра П (Р). Легко характеризовать полигон 
также в углу Е< 0. Пусть Ф=1 и Ф’= У р’х=1— соседние грани, АВ 
(фиг. 6) — общее им ребро, А (х, В, 1) — целая точка на этом ребре, 
12 иу+- с: =0— уравнение плоскости ОАВ (1 и; о без общего дели- 


теля и У 2 > 0 для грани ф= 1). Числа &, и, © определяются уравне- 


Фиг. 6 


ниями У 1% =0, УЁ=О и так как разности р’—р, 4'—4, г’—г также 
удовлетворяют этим уравнениям, то р’—р=ьё, 49’ —Ч= и, г’ —г=ро, 
»— целое. Таким образом, точка М (Е, и, ‹) представляет собою вершину 
полигона в углу Р< 0, соответствующую стороне ММ” по правилу 2 
$ 1. Пусть АВ, А’В’,..., АФВОЭ все прямые на грани Ф=1, па- 
раллельные ОР и содержащие целые точки, в порядке их следования 
друг за другом (так что ребра лежат на АВ и АЮВ®Ю), А’ (а', В’, у’) — 
целая точка на соседней с АВ прямой. Так как грань Ф=1 одно- 
©лойна, то 


Ус 8’ т 
[2 В 7 —=е=- 14 
15 Миди 


Пусть точка О (х, у, 2) пробегает прямую АА’ (эта прямая пересекает 
А”В",..., АВ в целых точках А”,..., А); определим точку 
В(Т, 0, Г) с координатами 


Т=е (53—12), =8(Ё2—52), И=е(12—Ё)). 


Для всякого положения О прямая ОВ есть нормаль к плоскости ООР. 
Легко видеть, что при О=А точка А совпадает с М (, и, $), а при 
0=А’—с точкой №’ (1—р, и—4, °—г). При передвижении © от А 
до А’ точка В передвигается по прямой от № до №, и так как отре- 
зок ММ” (фиг. 7) равен и параллелен отрезку ОМ, то на ММ№' целых 
точек, кроме концов, нет. При дальнейшем передвижении О от А’ до. 
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А) точка А будет передвигаться по той же прямой М№ММ№’ до № и 
целые точки встретятся только при О= А",..., О= А. Отрезок ММ№% 
есть сторона полигона в углу Р< 0, соответствующая его вершине М. 
Соединяя все сказанное в этом параграфе, получаем 
теорему: 

Зона 3 граней, соответствующая внешней верши- 
не Р конуса ]=0, полностью определяет полигон 
формы Е на плоскости, проходящей через начало пер- 
пендикулярно вектору ОР. Именно, вершины поли- 
гона в углу Е>0 определяются нормалями к гра- 
ням 8, вершины в углу Е<0— нормалямиа к пло- 
скостям, проходящим через О и ребра зоны 8. При 

Фиг. 7` этом если ф=1 —граньЗи АВ, А’В’,..., АФВО — все 

прямые на этой грани, параллельные ОР и содержа- 

щие целые точки (АВ и АВ? — ребра), то нормали к плоскостям ОАВ, 

*®ОАВ@), проведенные в одном направлении, определяют две соседние 

вершины №, М полигона в углу Е < 0 и на стороне ММ№М® полигона ле- 

жат те и только те целые точки, которые определяются нормалями 
к п лоскостям ОА’В’,..., ОА В®. - 

8 7. ТЕОРЕМА 5. Для внешней вершины Р 


|/(Р)'<4уа. (3) 


Пусть х=0— плоскость, перпендикулярная ОР, и ОА, ОВ— два 
основных вектора решетки целых точек на этой плоскости; опреде- 
литель бинарной формы 

Е(Аз-- Ву) =ЕР(А) 2*--2Е (А, В) ху Е (В) у* 


равен 

Е(А, В —ЕР(А)Е(В)= —а}(Р) >0 [Введение, (7)]. 
Если М (фр, 4, г) — вершина полигона формы РЁ на плоскости п = 0 вуглу 
Е < 0, то на основании (1) 


| (М) <2И/ БУ (“) 


Плоскость У рх=0, перпендикулярная к вектору ОМ, проходит через 
ОР и является гиперболической для конуса }=0. Если ОР и 00— 
основные векторы решетки целых точек на этой плоскости, то опреде- 
литель бинарной формы /(Рх--Оу) равен 
КР, 0)*— 1(Р) 1 (0) = —Е(М)>0 [Введение, (6)]; 
так как Р — вершина полигона } на этой плоскости, то на основании (1) 
7 (Р)<2УТЕ(М). (5) 

Из (4) и (5) и вытекает (3). Теорема доказана. 

$ 8. Предположим, что значения |}(х, у, 2)| данной формы для 
целых (х, у, 3) Е (0, 0, 0) ограничены снизу положительным пределом. 
Этот предел можно считать равным 1. 

ТЕОРЕМА 6. Если |}(0)|>1 для всякой целой точки О+0, то 
целая точка Р, для которой 1<|](Р)| <2, есть’ вершина конуса }=0 
(внутренняя или внешняя, смотря по тому }(Р) > 0 или }(Р)< 0). 


ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ПРОБЛЕМА МАРКОВА 441 


Пусть к=0— рациональная гиперболическая плоскость; докажем, 
что для всякой целой точки М на этой плоскости, не совпадающей 
< вершиной полигона, | } (М) | > 2. Без ограничения общности можно 
предполагать, что ] (М) > 0. Пусть сначала М лежит на границе поли- 
гона, именно на стороне АВ (А и В— вершины), соответствующей вер- 
шине №. Положим А=МЫ—АМ, В=М-ИХ, Ё, 1 целые >0. Имеем 


КА)>% [(В)>1, НКМ№<-в 
если {(М, №) =0, то неравенство } (А) > 1 дает 


ИМ — вм) = (М) —2А/ (М, №) (М) >41, КМ)>2. 


Если /(М, №) <0, то то же получим из неравенства {(В)> 1. Если 
точка М лежит внутри полигона, то можно предполагать, что вектор ОМ 
пересекает одну из сторон полигона между двумя последовательными 
целыми точками А, В на этой стороне и тогда М=кКА--(В, Е, [— 
целые > 0. Замечая, что для двух точек А, В; лежащих в одном 
{положительном) углу, /(А, В) > 0, получим {(М) > ЕЕ(А)-НР(В) > 2. 
Пусть теперь 1<|}(Р)|< 2; из сказанного вытекает, что Р — вершина 
полигона на каждой рациональной гиперболической плоскости, прохо- 
дящей через ОР. Если }(Р) < 0, то, по определению ($ 4), Р— внешняя 
вершина. Если ]/{Р) > 0, то из критерия $ 1 вытекает, что множество 
точек 0(х, у; 2), определяемое неравенствами 0<}(0, Р) < {(Р), 
]1(0)>0, не содержит целых точек, кроме О и Р, поэтому, по опреде- 
лению [(°), $4], Р— вершина П(]). Теорема доказана. | 

'’ 89. Все экстремальные формы, получаемые при решении проблемы 
Маркова, имеют рациональные коэффициенты; поэтому для таких форм 
нужно иметь простое средство определять их минимум при целых аргу- 
ментах. В этом параграфе будем предполагать, что } имеет рациональ- 
ные коэффициенты и не представляет нуля (откуда вытекает, что и Р 
не предотавляет нуля). Линейную подстановку 


х=ох' | Ву’ 12’, 
у=а’ 2’ Ву’ ’2’, 
д = а”х' 8” у”2'; 


< целыми коэффициентами и определителем -Е 1, переводящую } в себя, 
будем называть автоморфизмом ]}; две точки пространства (х, у, 2) 
и (2’, у’, 2’), овязанные такой подстановкой, будем называть экви- 
валентны ми. Обозначим ‘через + т и — т’ положительный и отри- 
цательный минимумы } для целых аргументов; из критерия $ 1 выте- 
кает, что всякая целая точка Р, для которой } (Р) = + т или }(Р)= —т, 
будет внутренней или внешней вершиной конуса /=0 (отсюда, между 
прочим, следует, что внешние вершины в случае рациональных коэф- 
фициентов } всегда существуют). По доказанному в моей работе [(°), 
теоремы 3,12] существует лишь конечное число неэквивалентных вну- 
чренних вершин; поэтому в полиэдре П(]) существует конечное число 
неэквивалентных зон 8 указанного в $ 4 вида, т. е. конечное число 


Г 
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неэквивалентных внешних вершин. Для определения положительного 
минимума -- т вычисляем полиэдр П(]); вычисление считается закон- 
ченным, когда имеем полную систему неэквивалентных вершин, ребер 
и граней П(]). Чтобы узнать, когда нужно остановить вычисление, 
можно пользоваться следующим, легко доказуемым, принципом 
Эрмита — Вороного: вычисляем одну вершину и все с нею ооседние 
и из этих вершин выбираем неэквивалентные, после чего получится 
комплекс вершин х,. К т, присоединяем все вершины, соседние со всеми 
вершинами т,, и из этих вершин выбираем неэквивалентные, после чего 
получается комплекс м,, и т. д. Очевидно, что в первый же раз, как 
только вновь вычисленный комплекс не даст новых вершин (т. =т,,), 
к, будет содержать полную систему неэквивалентных вершин. Вычис- 
лив П(]), найдем все неэквивалентные зоны 3, т. е. все неэквива- 
лентные внешние вершины, а следовательно, найдем и отрицательный 
минимум —т’. Пример такого вычисления (для формы $,) изложен 
в следующем параграфе. 

$ 10. Вычислим положительный и ’отрицательный минимум формы 


7 9 

буи 2 20 
аа 

ф, = И 
э 1 1: 
то 10 } 


На основании известных критериев (или непосредственно) легко убе- 
диться, что Ф, не представляет 0. Вычислим полиэдр П($,) (на фиг. 8 
изображена проекция этого многогранника на эллиптическую плоскость 
2 =0). Бычисляем 4 грани, проходящие через вершину Р (0, 0, 1): 


25—у-2=1, хфу=41 =4, у-а=И. 


Замечая, что отражение в плоскости х-- у=0 по сопряженному напра- 


влению |(на точку (1,1, —1)) представляет собою автоморфизм, при 
помощи. соответствующей подстановки 


х=—фу. У=рЫфа, изу (6) 


вычисляем остальные две грани через Р: 2%--2=1 и ху 2=1. 
Таким образом, получаем 6 вершин, соседних с Р: 


Я О О О 


Е(—2,0,5), Е(—1, —1, 3), (7) 
Автоморфизм 
= —1'’ 
у=з' + 8у’ 52 (8) 


& = 35” - 11’ -- 72’ 


переводит грани х—у-ё=1, 22—у--2=1 в грани 5’- Зу’ 1 22’ =1; 
Зу’- 22’ =1 и точку О (5=0, у=2, &=3) в точку А(2’=0, у’ = —1, 
2’=2). Таким образом, получаем все грани вокруг вершины А: 
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У+2=1, Зу+22=1, =+3у-2:=1, ху =4. 

Отсюда при помощи подстановки (6) найдем все грани вокруг вершины В: 
Ут2= —1, —2-2у-2=1, —2-49у-42=41, з=1 

и четыре соседние с В вершины: 


2009-5040 0,3264; —2). (9} 


19-107!) 


42-34) (3-94) 


С/-6. 10 
26) 94+22=/ 


14-51) 


-2+44+92=7 


230) — (35) 129 


Фиг. 8 


Далее, вычисляем грань —х--4у -{ 32 = 1 и получаем все грани вокруг С: 
у+2=1, —2-+2у-+2:=1, —=-+4у-32=1, 3Зу+2:=1 
и четыре соседние с С вершины: 
А (0, на 1: 2), В (1, 0, 1), М (5, —3, 6), Г. (3, —5, 8). (10) 


Рассмотрим вершины (7), соседние с Р. Мы уже видели, что В^— А, 
С-—Е, О-.Е (подотановка (6)), р — А (подотановка (8)). Далее, авто- 
морфизм 


д’ =22-- Зу- 22 
у’ =25- у-+ = (11) 
= -у-2 


дает л’=1, у’=1, 2’=1 при х=0, у= —1, 2=2, т.е. СА. Таким 
образом, все вершины (7) эквивалентны одной из них В, которая не 
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эквивалентна Р, так как $, (Р)=1, 5, (В)== . Из соседних с В вер- 


шин (9) Н-—. 0, —5, 8) Р (подстановки (6) и (8)), КР (подета- 
новка (44)), так что остается одна С. Из соседних с С вершин (10) 
М — Г, (подотановка (6)); автоморфизм 


. д’ = — За - 14у-{ 102 
у’= 32—22у—15 (11”) 
5’ = — 5%-- 359 - 24% 

при х=1, у= —1, 2=2 дает 5’=3, у’= —5, 2’=8, т. е. [— С. Итак, 


все вершины П($,) эквивалентны Р, В, С; значения формы в этих 
вершинах суть ф,(Р) =1, $. (В) =5 я 9. ()== ‚ откуда видим, что 


положительный минимум ф, равен --1. Все грани П ($,) эквивалентны 
четырем следующим: 


2%5—у8=1, х—у42=1, 2=414, у-=1, 
откуда легко видеть, что все внешние вершины эквивалентны О (0, 1, 1), 


В (1,110, 5 (1, 0, 0) со значениями $,(0)=—1, %.(В=-®, 


$, (5) = _- . Поэтому отрицательный минимум Ф, равен —1. 


Производя такое же вычисление для 11 форм %,,..., %., (см. тео- 
рему 1), убедимся, что для всех них минимум |%,.(х, у, 2) | равен 1. 


Глава П. Формы е положительным минимумом 


$ 11. Приступаем к доказательству теоремы 1 (Введение, 8 3). 
Теорема эта очевидна, если данная форма }(т, у, 2) принимает сколь 
угодно малые значения при целых х, у, 2. Поэтому можно считать, что 
точная нижняя грань множества |}(7, у, 2)| ((х, у, 2) — целая точка 
= (0, 0, 0)) есть некоторое положительное число, которое можем принять 


9 

равным 1. Теорема 1 равносильна такому утверждению: еми 4<5; 
= 9 

то } эквивалентна одной из форм $,; ...;Ф.:. Итак, нам дано, что 4<ъ. 

Пусть «= рх-+- 9у-{ г2 = 0 — рациональная гиперболическая плоскость 
для конуса [= 0 (р, 4, г целые без общего делителя). Взяв два основ- 
ных вектора (а, В, у) и (’, В’, |’) решетки целых точек на плоскости 
к=0, рассмотрим бинарную форму 

= Роги, В-ЕРи, -у’и) = АР-2Вш | Си 
определителя В*— АС = — Е (р, 4, г). Если }— форма Маркова с номе- 
ром К (см. Введение), то эту форму [, а также плоскость «=0, будем ` 
называть марковским сечением М, формы {. 

Так как 1 есть точная нижняя грань множества |}(х, у, 2)|, то 
может быть одно из двух: 1) либо } принимает значения, сколь угодно 
близкие к - 1, 2) либо | принимает значения, сколь угодно близкие 
к —1. В этой главе мы будем иметь дело с первым предположением. 
Итак, мы предполагаем, что как бы ни было мало число е>0, най- 
дутся целые числа &, т, $, для которых 1<}(, 1, )<1-е. Точка 
(, 1, О=Р лежит внутри конуса (так что можно считать ее лежащей 


ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ПРОБЛЕМА МАРКОВА 485 


в полости К) и, по теореме 6, она должна быть вершиной П(}) 
(при =< 1). Пусть (р, 4, г) и (р’, 9’, г’) — два основных вектора на пло- 
скости У! &5=0; бинарная форма 


эт=Е(рЁ-р’и, чё а’и, тёти) = АЁ-- 2Вш -- Си’ (12) 


существенно отрицательная определителя В*— АС = — а] (Р). Беря вме- 
сто (р), (р’) другую пару основных векторов на плоскости оз 2 =0, мы 
перейдем к экгивалентной фр форме; поэтому, можно считать, что Фр 
приведена по Лагранжу, т. е. что |2В|<|А|<|С|. Тогда А=Е(р) бу- 
дет первый (т. е. абсолютный), а С =Р (р’) — второй минимум формы $Р при’ 
целых #, и, не равных одновременно 0. Плоскости У! рх=0, У! р’х=0, про- 
ходящие через прямую ОР, будем называть плоскостями Ги П мини- 
мума. Возьмем одну из этих плоскостей, например о рх=0, ‘и рассмо- 
трим ближайшую к ОР и параллельную ОР прямую на этой плоскости, 
содержащую целые точки; пусть на указанной прямой содержится № 
целых точек вне конуса /=0. Если /— такое же число для второй 
плоскости У р’х=0, то пару чисел [К, Д будем называть характери- 
стикой вершины Р (&, ч, 5} полиэдра П(}. 

$ 12. Так как Р— вершина П(]), то > >2 ($ 1). Из условия 
а => легко получить верхние пределы для чисел К, [. Пусть ОВ— 
ближайшая к ОР и параллельная ОР прямая, содержащая целые точки, 
на плоскости У! рх=0, причем О и В-— точки пересечения этой прямой 
с конусом [1(0)=1(В)=0]. Легко видеть, что ОВ ЗУЕВ 5 ПС 


т— {(Р)=1(, 1,9, 1<т< 14. 


Из формулы (12) и соотношений 


АС— В*=ат, [28 <|А|<|С 


вытекает 

4 В А| 94а 
А 18 = И ат, &—1<- ИЕ енд 
те А<4. Если О’В’-^ отрезок на плоскости У р’х=0, аналогич- 


ный О, то 1-1< 9 = и 


Рассмотрим сечение ($ 11) формы } плоскостью Т. минимума 
У рх=0, т. е. бинарную форму ]{ определителя —Ё (р) =|А]. По свой- 
ству бинарных форм Маркова (Введение, $ 1) форма } совпадает либо 
с М,, либо с М,, либо же при некоторых целых &; и имеем 


г < и так как всегда 1, и) | = 1; то | А| > 2,24. Если = М, 


то, так как Р — одна из вершин полигона М, на плоскости У! рх=0, 


Е 4 5 5 9 
а [А = т”, РУ С |. отт, 


2 Известия АН, ссрия математе.-ческая, № 6. 
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1— 1<И +2 15,565, м 


Если }=М,, то аналогично 


А =2т”, 2? С | < пит, [Са т-т,1-1< ИИ, 1<4. 
Наконец, при | А| > 2,21 полученное выше неравенство |А| < уе ат 
дает 


В |< Им, 2,24|С| <6т, 1-1<УЙ, 1<4 


Итак, во всех случаях К <4, [ < 4, так что нам нужно рассмотреть. 
характеристики [Ё, Й (Е =2, >. 4; 1=2 3 4). 

Пусть (Х, в, у), (№, в’, у’) — целые точки соответственно на прямых 
ОВ, О’В’. Матрица, союзная с 


АА 
чер |, (13} 
© У У 


имеет вид 


где ==-1, в’=-1, р", 4", г’— целые числа. Поэтому определитель 
матрицы (13) делит числа 


д’ -э т отр рт р-р 


но эти числа не имеют общего делителя, так как (р, 4, г), (р’, а’, г’) — 
пара основных векторов на плоскости У! Ё=0. Итак, определитель 
матрицы (43) равен - 1. 

$ 13. Замечание. Пусть Р(&, ч, )) — вершина П(}, 1<т= 
=/(Р) < 1,19 и «=0— рациональная плоскость, проходящая через 
вектор ОР. Если на ближайшей к ОР прямой, содержащей целые точки 
(на плоскостн п = 0),. имеются 2 точки вне конуса }=0, то плоскость 
к =0 есть сечение М, формы } и может быть принята за плоскость 1 
минимума для вершины Р. 


Возьмем на плоскости п = 0 целую точку (^), как указано на фиг. 9, 
и положим }(*) = —т' (т’> 1), 1(, Х)=т. При замене (^) на (Е—*) 
число у заменится на т— 1, так что можно считать 15. Далее, 
О =т + 21— т’ >14, откуда т’< 2т—1. Плоскость «=0 дает в 
сечении с | форму {[=т?- жтщ—т’и? определителя А=тт’ + 


т? < тт < 2 (так как т < 1,19). Поэтому при целых (Е, и)-+ (0, 0} 
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(Е, и) 
А 


отношение 


о г 
и, т.е. = М,, . Если бы т = 0 не была 


плоскостью Т минимума, то на плоскости У» &2=0 нашлась бы целая 
точка (р’), для которой |ЁР (р’)| < А. Для сечения ф формы }{ плоскостью 
У р'т=0 имеем 

ф (Е, и)" 1 ф 2 

РТ > ТАТА > 3, М, еыт-5, ПР 4, 
что противоречит неравенству |Ё(р’)|< А. Утверждение замечания 
доказано. 

ТЕОРЕМА 7. Если в вершине Р(&) имесм тарактеристику [2,2] и 
т =} (Р) < 1,04, то }— $. 

По предыдущему замечанию, плоскости Ги П минимума в вершине 
Р суть сечения М, формы }. Взяв на этих плоскостях целые точки 


(№) и (^) (фиг. 9), по свойству полигона М, 
имеем 


И) =“) = — т, 
Е, =, = т. 


Положим }(», ^”) =о. При выбранной точке 
/ 
(^’) можно заменить (^) на (&—^), так что 
т 
можно считать от. Форма } подстанов- 
кой 


ее 
ел (14) 
У С 
переходит в форму 

т 
—т [о т 
т 
ИЕ « —т > 

т т 
сы 


Так как определитель подстановки равен -- 1 (конец $ 42), то }—}.. 
Если точка (—2, 2, 3) (в новых координатах) лежит вне конуса, то 


1, (—2, 2, 3) =т— 80 < —1, о> и . Неравенотва а. ету и 
дают |/, (—1, 2, 2)|=|т— 40| < 0,02, что невозможно. Значит, точка 


(—2, 2, 3) лежит внутри ио и } 


Так как х=0и у=0— плоскости Ги П минимума для вершины 
Р (0, 0, 1), то форма 
К, (и, 0) = — 2 тай + (ттт ) ш— > тли 


2 5 3 
должна быть приведена по Лагранжу ($ 11), т. е. = — т < тт’,о>—зт. 


Отсюда вытекает, что точка (—1, 1,1) лежит вне конуса, Возьмем 
пяоскость хр у=0; эта плоскость гиперболическая, так как она про- 


2* 
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ходит через точку Р(0,0,4) внутри конуса; далее, |ЁР, (1, 1, 0)| = 
= 2т? -- 2°т < т? ее < 2,21, так как т < 1,04. Значит, х + у=0 
дает сечение М, или М, формы }. По одоказанному выше, точки. 
А-Р 
А(—2, 2, 3) и Р(0, 0, 1) лежат внутри, а точка (—1, 1, 1) =-5 вне 
конуса; поэтому двойной отрезок АР есть сторона (или часть стороны) 
полигона на плоскости х + у=0. Значит, эта плоскость не может быть 
сечением М,, а должна быть 


а 

рабы: \ 
1 и 
М», откуда ], (А) =}. (Р), о =0. Форма НМ подстановкой 

од 

1 
1 ИЯ р > 
| Е. го 1 переходит в %, = = _1 о |. Следовательно, 
} р 0 ЕЕ. 


1^ т. Но так как 1 есть точная нижняя грань значений |}(х, у, 2)|, 
то т=1, ]^%,. Теорема доказана. 
$ 14. ТЕОРЕМА 8. При характеристике [2, 3] и т= {(Р) < 1,0001 


форма }— $,, Фи, $, или 9. 
На плоскости | минимума (сечение М,) выбираем точку (*’) (фиг. 9) 
и аналогично берем точку (\) на плоскости П минимума. Полагаем 


К) = —т’ (т >10, КМ) =о, [ЕЮ =т; 


можно считать \<т (замена (^) на (2=— ^)), «= я. (замена (»’) на, 
(:—^’)). Подстановка (14) переводит } в форму 


==“ о т 


Точка (»} была выбрана так, чтобы (\--Ё) лежала внутри, а (Х—2:) 
вне конуса; это приводит к неравенствам 


2 > т’ —т-А, (15) 
41 > Ат —т’- 1. (16) 
В союзной форме 
э ть т 
а отт 
ИО = тп!’ 


Р.(х; у, 0) приведена по Лагранжу; откуда о < ан т. 


ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ПРОБЛЕМА МАРКОВА #49 
Если точка (1, 1, 0) лежит внутри, то 
т’ < Рота т—т— 1=ет-4 < 


что противоречит неравенству т’ > 1; следовательно, точка (1, 1, 0) 
лежит вне и 


2% <т-т’ — 1. - на. 


Рассмотрим несколько случаев. 

4. Точка (2,0, 1) лежит внутри конуса, т. е. 1+4 т’ <т-4л, 
БИ 
4 
скость у=0 есть сечение М, или М,; но так как отрезок между точ- 
ками (0, 0, 1) и (2, 0, 1), лежащими внутри конуса, двойной, то у=О0 
есть М, и ], (0, 0, 1) =}, (2, 0, 1) = —} (1,0, 0), т. е. т=т’=ч. Далее, 
легко доказать, что плоскость х—у+==0, проходящая через точки 
(0, 1, 1) и (1, 1, 0), дает сечение `М,, откуда }, (0, 1, 1) = —} (1, 1, 0), «= 

1 


откуда т’ < : РИ < 2,21. Следовательно, пло- 


А. 06 №1 
т. 1 1 в 
=>. Форма о подстановкой |0 1 0 переходит в 
1 5 
1 
1 
а 
$.= | 1: о |. Следовательно, {м тф, т=1, [> ф,. Теперь мо- 
2 
а ВИ Е 
жем предполагать, что (2, 0, 1) вне конуса, т. е. 


т Аа 1 < 4т. (18) 


2. Точка (1, 3, 1) лежит внутри, т. е. 
т’ 5т- 156% -+ 24. (19) 


Из (19), (17) и неравенства < т вытекает, что т’ > 2; затем из (19): 


от". Из (17) и (15) следует о—1<тр—1; наконец, 


5 
< —-—. Поэтому 


=” (тит) < 
<(т— 1-2 т < +5 т(т— 1) < 2, 


т. е. плоскость —х-у-2=0 есть сечение М,. Если (1, —1,2) вне, 
то 1+ т-41<т’-+ 25, что вместе с (17) и (15) дает т>2. Итак, 
(1, —1,2) лежит внутри ил (1, —1,2)=/. (60, = 1 (0,1, —1), 
т.е. т’=24, «=ч. Далее, легко доказать, что \>1, 3%--2=0 есть 
сечение М; и что точка (—1, 0, 3) внутри конуса, откуда /, (— 43 0, 3) = 


&50 Б.А. ВЕНКОВ 


бей й 
4 и я 
В Фр 1 = 
= — }, (0, 1, 0), 1=т. Форма 2 | подстановкой в т 
р А 
у 
—1 ьж 
1 
переходит в ф, = 0—1 —- |. Следовалельно, /^$.. 
Пе ай 
к. 


Теперь можно предположить, что точка (1, 3, 1) лежит вне, т. е. 
бе -- 21 + 1 <т’ - 5т. (20) 


Тогда легко доказать, что Е””(2, 3,1) должна быть вне конуса. 
В самом деле, в противном случае было бы 4т’ Е 5т- 1 <1%- 41, 
что вместе с (20) дает 2и’-+3<5т. Из (16) и (18) получаем 
т’> т-+ 0,4 > 1,4 и из 2т’-|-3<б5т вытекает 5т > 5,8, что противо- 
речит неравенству т < 1,0001. Итак, точки Е (2, 0, 1) и Е””’ (2, 3, 14) 
лежат вне конуса. Рассмотрим прямую ЕЁ””’, параллельную отрезку ОА, 
где А= (0, 1, 0). На прямой ЕЕ’”” между Е и Е””’ лежат две целые 
точки Е’ (2, 1, 1) и Е”(2, 2, 1). Так как }(А)=—т; т< 1,0001, то 
А-— внешняя вершина (теорема 6). Могут быть два случая: либо 
плоскость ОЕЕ”” эллиптическая и тогда Е’, Е” лежат вне конуса; 
либо эта плоскость типерболическая и тогда, по свойству внешних 
вершин ($ 4), обе точки Е’, Е” должны быть внутри конуса. Рассмот- 
рим оба случая отдельно. 

3. Точки Е’, Е” лежат вне конуса; неравенство }, (Е’) < — 1 дает 


т 41-45 + 1<4т’. (24) 
Если (&,0,3) лежит вне, то 24ч-9т-- 1< 16т’, что с (15) дает 
13<4т/ - Зт; пользуясь еще неравенством т’ < 3т — 1, выводимым из (15); 
получим т > — 
Если точка (6,1,4) лежит вне, то а + 19т | 1 <36т’. Применяя 


что невозможно. Итак, тбчка (4, 0, 3) лежит внутри. 


последовательно неравенства ® > -, (15) ит’ <3т—1, получим т> >: } 


что невозможно. Итак, (6, 1, ь лежит внутри. Замечая, что плоскость 
— 32 + 2у-| 42 =0 проходит через точки (4, 0, 3), (6, 1, 4), можем написать 


ТА эт + 34-4 —24т’)"— 
— (241+ Эт — 46т/) (12% + 487 -- 49т — З6т/). (22) 


Пользуясь сначала (24), затем неравенством 61 <4т’—т— 1, выво- 
димым из (21), получим 


5 т + 341 4 — 24т' < 29т-- З01-— 20т/—1<т—6. 
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Левая часть этого неравенства положительна, так как для двух точек 
в одной полости конуса }(А, В) >0. Теперь из (22) вытекает, что 
—Р,(—3, 2,4) < (3т— 6) 1 <2, т. е. что плоскость —З2--2у-- 
+4:=0 есть сёчение М,. Замечая, что точки (4, 0, 3), (6,1, 4) 
лежат внутри, а точка (2,1, 1)=Е’ лежит вне конуса, получим 
1 (4, 0, 3) =] (6, 1,4) = —1,(Е’), откуда ч=2%, т За= 9. Далее, 
легко доказать, что точка (—2, 1, 5) лежит вне, а (—4, 0, 11) — внутри 
и плоскость 112 --2у--45=0, проходящая через эти точки, есть сече- 


ние М,; следовательно; },(—4, 0, 11) = —}(—2, 1,5), т. е. т=ч. 
й 
—2 = Л 
| , | ие 
`Форма =-1 — подстановкой |-2 —1 4) переходит в форм 
5-1 — д О рму 
? А 
се 0 
2 
ф, = р 5% 0 ‚ откуда 1—$.. 
С) $ 
0 0 5 


4. Точки Е’, .Е” лежат внутри, т. е. 
1 4т' 46-4 т, (23) 
1 т- 4т’ < 8®- 4%. (24) 
Имеем 
0) = т бо 41 —4т/) —}, (Е) (Е”. — (25) 


Выше доказано, что точка (2, 3, 1) лежит вне конуса, т. е. 12% 41 -+ 


Зт—1 
+1=<4т’-45т, что вместе с (23) дает о < "т: ; применяя это нера- 
венство и (18), получим 


037+ 66+ 41—47 «7 т тт, 


после чего (25) дает —Р, (1,0, —2) < (т) —1<2, т.е. 1-— 
—2:=0 есть М,, {, (Е) = 1, (Е) = —Л (0,1, 0), т.е. =”, тей я. 


Далее доказываем, что точки (2,—1,2) и (2, —2,3) лежат внутри 
и плоскость —2-+2у-+25=0 есть сечение М,, откуда }, (2, —1, 2) = 


в2| => 
=> 


@ Ф=й 
подстановкой и. 0 ‘ 
—1 1 


52| => 53| 


>| = 


=}, (2, —2, 3), 1т=т. Форма 


— 
55] = 
— 
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1 
С Ема 
1 
переходит в форму %.=| -ъ 1 О |. Следовательно, 1 —.. Теорема 
5 
0 0 Ч 


доказана. 
$ 15. ТЕОРЕМА 9. При характеристике [2,4] и т = }(Р) < 1,0001 


9 
имеем 4 > 5. 


Беря на плоскостях Ги П минимума целые точки (^') и (^) ана- 
логично тому, как на фиг. 9, положим }(^\) = —т’(т’> 1), 


Р(Х, №) =о, } (Е, Х) =1; можно считать \ < т. Так как (^--&) лежит 


внутри, а ( —3:) —вне конуса, то 
29 > т’ —т-Е 1, (26) 
бд = 9Эт— т’ - 1, (27) 
откуда т = тт . Форма }—^)], (см: предыдущую теорему); кроме того, 


5т 
можем считать = <о< с -|- ие Далее, 


4=т (тт тат? ). (28) 
Из неравенства ®— г те = ы т выводим, что точка (1,1, 0) вне 
конуса, т. е. 
2% <т-т’ — 1. (29} 
5т 


1 
Неравенства © = 7 +, т>т-+, дают 


8, 
5 А — 


О) 
т = т = -5 


"> 0,01; 1-0<1<2т< 0,76. (30) 


Поэтому Р, (0, 1, 1) = тт’ — (1—6) > 0, т.е. плоскость у+2=1 есть 
грань П(},). Пользуясь (27), получаем 


0, = ыы т? -- Зто -- бтч-5 тт’ — о? > т т? -- Зто — ®?. (31} 


Функция вида Ао — &* при изменении ® в любом интервале принимает 
наименьшее значение на границах интервала. Подставляя в (34) значе- 


5 11 
ния =; ио=-, т, убедимся, что Р, (3, 0 1) >0, т. е. Зх-- = 
есть грань Р(}). Далее, из (29) вытекает © < = тт’; если бы 


2 
Е, (0, 0, 1) = тт’ — ©* < 0, то тт’>4, между тем как из (26) следует, 
что т’ <4т—1< 3,04, тт’ < 3,05. Следовательно, с =1 —также грань 
П (р). Если точка (—1, —1, 4) внутри конуса, то т’ -- 81-4 < 2 44т; 


применяя (29) и (27), получим Ис} Из (30) и (28) находим 
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14 
— > ты о 0,01 > 4,5. Поэтому можно предполагать. что точка 
(—1, —1, 4) лежит вне, т. е. 


2% - Ат -- 1 < т’ + 81. (32) 


На. основании этого неравенства можно написать 


= т? 7? — ©* -- Эт — Зто -- 24 Е тт/ > т — 
Ат в) 9) 


после чего из (30) находим, что 
Ё1:(3,4,4)>0, тлезчто Зуд ==4 
есть грань. Итак, в вершине Р (0, 0, 1) 
сходятся четыре однослойные эллипти- 
ческие грани полиэдра П(],), пересе- 
кающиеся на плоскостях х=0, у=0 
(фиг. 10). Если точка (2,0, 1) лежит 


р | 
1-8) * 2-34] 
т 23) А* (2 -29) 


8 | (2-1 2} 


; т-—3 
внутри, то т’<ч---——; подотавляя #4) 181) 
1 9т+2=/ "/@:/) 2=/ 
это и неравенство ® > 7 в неравенство т 
Й 
32 —_ Е 
(32), получим ч = В = >. То же Фиг. 10 


неравенство (19) при - соотно- 
т<5 Зт дает т’>-. 


3 , 
— Наконец, 2 <т’-+т—1< 
Ч 


шений ГО) —. 


ак : В (т— 1), ‘откуда 1-©> 5 -— (т— 1) > 0,74; подета- 


Е Э м - ь 
вляя т’> 5, 1>-5,Ф>-; в формулу (28), получим 44,5. Поэтому 
= в 


можно считать, что точка (2, 0, 1) лежит вне, т. е. 


о Ты (33) 


4 


Если точка (1, —2, 3) лежит вне, то 6б1--1<т’-+т--4®; комбинируя 


5 
это неравенство сначала с <= +3 т и (26), потом с (32) и (26), по- 


Эт 3 3 10 я . 
лучим 24-+2< эт ич> —; >, откуда т>- , что невозможно. 
Следовательно, точка (1, —2, 3) лежит внутри, т. е. 

т’ | 40 т 1 < 6%. (34) 


Если точка (1, —3,4) лежит внутри, то т’-- бо -|- 5т--1< 81, что 

13 3 13 | ) 
вместе с ® > 5 и (33) рает 5 <1<5т, т > р» аэто невозможно; итак, 
точка (1, —3,4) лежит вне, т. е. 


81-1 < т’ + бы -{ 5т. (35) 
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Если точка (2, — 3, 4) лежит внутри конуса, то 4т’ -- 12% {+ 5т-- 1< 16%, 
что вместе с (35) дает 2т’ + 3 < 5т. Но из (33) и неравенства я > тг 


2 ‚13 
вытекает т’ > ;; следовательно, 5т = что невозможно. Итак, точка 


9, 
{2, —3, 4) лежит вне. 

На прямой АВ (фиг. 10) только две целые точки А и В могут 
лежать внутри конуса. По. свойству внешних вершин либо обе точки 
А, В лежат внутри, либо обе вне. В первом случае обычным способом 
докажем, что плоскость ОАВ есть сечение М,, откуда }, (А) = }, (В) = 


=.-—1(0, —1, 1), т.е. = —> т’ =. При этих значениях из (32) 


выводим 1 > Зи из (33): т > 2, после чего (28) дает а > — Во вто- 


— 
ром случае, когда точки Аи В лежат вне конуса, из неравенства 
1, (В) < —1 получаем 


ЗЕт-1< Ат’ + 4. (36) 


Поэтому грань у -{ 2 = 1 полиэдра П (},) имеет форму тралеции, изобра- 
женной на фиг. 10; следовательно, линия 'Р’С является ребром 
полиэдра П(},). Рассмотрим вершину Р’(0, —1,2) полигона М, на 
плоскости х=0, соседнюю с вершиной Р, и пусть [2, /] — характери- 


стика Р’. Если [>4, то 4> 5 если {<4, то, по предыдущим теоре- 
мам, | эквивалентна %,, $, ф., Ф, или Ф,, что невозможно, так как 
вычисление полиэдров этих форм показывает, что они не имеют вершин 
с характеристикой [2,4] (каковою является Р). Поэтому в Р’ имеем [2,4], 
т.е. в Р’ сходятея опять 4 грани полиэдра П(},), пересекающиеся на 
плоскостях х=0 и 2-+-2у-- & =0 (так как Р’С — ребро П (},)). 
Плоскость х+2у--==0 пересекает прямую ДЕ в точке (— 1, — 3, 7), 
так что (—1, —4, 8) должна быть вне конуса, т.е. 8®-+ 46% +4 < 


<т’-- 161, что вместе с (36) дает А Из (29) и (34) находим 
\—® > — Полученные неравенства и неравенства > 
наконец, 4> 4,5. 

Теорема доказана. 


5 5 
р == дают, 


8 16. На основании предыдущих теорем можно предполагать, что 
данная форма } не имеет сечений М, с достаточно близким к +1 зва- 
чением ] в вершинах полигона М,, так что в характеристике [к Д 
данной вершины Р ($) внутри конуса считаем К >2, />2. Предположим 
теперь, что ] имеет сечение М,, плоскость которого проходит через 
2,21 

о 
Г минимума для Р булет также сечением М,, так что ($ 12) нам нужно 
разобрать случаи [=3, [=4. 


вектор ОР; тогда легко видеть что при т’ (т=](Р)) плоскость 


ТЕОРЕМА 10. При характеристике [М,, 3] и т=}(Р) < 1,001 
Форма |—^4.; $. либо а>-. 


ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ПРОБЛЕМА МАРКОВА 455 


Выбирая, как обычно, координатные оси, находим, что } эквива- 
лентна форме 


м 


_т о т 
[= о —т т |, 
и т т 


т’ > 1, от, < т, 2 т/ —т+ 1, 41>4т— т 12+ 


\/ 
<| <^ 


Союзная форма имеет вид 


'[[—2т? птлфто тот 
в, = — тт’ —1* от-тт’ |, 
я тт, — о* 


\—®«<т, 4=т (2тт' + 1? 251— в"). 


Предположим сначала, что точка (2, 0,1) лежит внутри конуса; 


— 1 ж 
— 1 . т И < 2,21, 
т. е. плоскость у=0 есть сечение М,, т’ =ч=т. Имеем }, (2, —2, 3) = 


= — 8%; если точка (2, —2, 3) находится внутри конуса, то 


т — 1 
т. е. Е: Отсюда т’< 


к”, Р, (1,1, 0) = 2+ Это < "2" < 2,21, 


й О: 101 
х+у=0 есть М,, «=0. Форма 0—1 ] подстановкой ( 1 ) пере- 
111 001 
-^4 100 
ходит в форму +:= | 0—1 О] Следовательно, }—%,. 
0.2023 
т- 1 
Если точка (2, —2, 3) лежит вне конуса, то «> —,_; легко видеть 
что точка (1, —4,2) лежит внутри, а точка (3, —1, 2) — вне конуса, 
откуда 
т - и би био 
>=, р ‚ (0, ув} = тво — Ао. 9 36 , 
ПиН 
2 
т 
2у-+2=0 есть М,, }, (1, 1,2) =т, «=. Форма не «| под- 
ЕТ 
1 
в ее 
—1 о 2 о 
остановкой (-: —1 .) переходит в форму %,=| _1 _; |. Следо- 
603 2 > 


вательно, }^$.- 
Теперь предположим, что точка (2, 0, 1) лежит вне конуса, т. е. 


т 41+ 1<4т’. (37} 
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Это неравенство вместе с неравенством 4 > 4т — т’--1 дает 
т’ > т-- 0,4 > 1,4. (38) 


Если точка (—1, 1, 2) лежит вне, то 7т-1<т’-+-25--41; отсюда 
(пользуясь неравенством о<1=<т) т’>2; (пользуясь неравенством, 
т <3т—1, ч<т) 9>1; ч>о>1 и затем 4—6. Следовательно, 
точка (—1, 1, 2) лежит внутри конуса, т. е. 

т’ -- 25 44-4 1<7т. (39) 
Если г. (1, —1, 2. лежит вне, то 4411 1<т’-+2о-т, что с (39) 
дает Ес т = Е —= 1,08... что противоречит т < 1,091; итак, 
точка (1, —1,2) находится внутри конуса, т. е. | 

т’ + 25 + т--1< 41. (40) 

Если точка (2, — 1,2) лежит вне, то 

81-1 <4т^ | 4® т, (41) 

что с (40) дает т+-3<2т’, т’>2. Далее, из (41) и неравенства 


И т) 
г Е 


< 21 т—1 вытекает ® > - Подставляя в (40) неравенства 


, —1 
т ЕВ т<т, получим ®< Е 


——_ о. откуда |®| < 0,01. Так как 


> — ‚ то формула для 4 дает` 4 > #1 = 0,02—0,01 > 4,5. Поэтому 


точка (2, —1,2) находится внутри конуса, т. 6. 


4т/ | 46 Е т-Р 1 < 8. (42) 

Из этого неравенства и (37) следует, что о<я—“ + . ‚ а из (42) па 
неравенства ® >= 1— т вытекает, что т’ < 1- 5 г: Итак, 

1 1 Эт — : 

теч", ря т’ ®. (43) 


Если точка (—2,2,3) лежит вне, то 17т-+-1<4т’-- 8® + 124, что 
вместе с (43) дает 18т-- 6 < 241, ч> 1. Применяя неравенства 1 << т 
и (43), получим 


1. (2, 1,1) = —4т/ + 40-44 --2т <41—т—3<3т—3 < 0,003, 
1. (2, 1,1) > 41-15 >5—5т > — 0,005, 


что невозможно. Поэтому точка (—2,2,3) лежит внутри конуса, т. е. 


4т’ -- Зо - 129 --4 < 47т, (44), 


1 7 1 
что вместе с (43) дает п<т— т; и, далее, т’ < -; ту, ФФ 


Отсюда 
1, (—42, 7) = — 16т' — 16% — 561 73т>> 19-4 — 49т > 0,2. (45) 
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Если ‘точка (—2,5,3) лежит вне конуса, то Ат 4 < 4т’ 4-20 12%, 


1. т 
что вместе с (44) дает > -.—5х; после чего из (43) получаем ч > = 


т ие Поэтому ], (—4,2, 7) < = бе" < 0,5, что несо- 


вместимо. с (45). Итак, точка (—2,5, 3) находится внутри конуса, т: е. 


4т’ -- 20% | 129 1 < 14т, 


У И : 
что с (&3) дает < 5 т— 3, после чего из (43) выводим т’ = 5 т — 


— :. = 1,37, что противоречит т’ > 1,4 (см. (38)). ий. доказана. 


ТЕОРЕМА 11. При характеристике [М,,4] имеем а >= 
Форма } эквивалентна }{, (см. в ‚ предыдущей тором) при этом 


можно предполагать у > о от, > \-—ты ‚ . Поэтому 42 2т’ —- 


тот 2- г +255. Теорема доказана. 


$ 11. Теперь можем предполагать, что } не ихеет сечений М,, М, 
с достаточно близким к 1 значением } в вершинах полигона М, или М. 
ТЕОРЕМА 12. Если имеем характеристику [3, 3], т= {1 (Р) < 1,001 
и если точка (1,1,0) (в новых координатах, см. ниже) лежит вне 


9 
хонуса, то а>5. 


Форма } эквивалентна 
НО от 7 
НЫ й 


причем ‚можно предполагать 


Е 1 
1’ = т; 21' > т’—т- 1, 61' < 9т—т’—1, 1 и 5 и 
1 Ее 
7” < т, 21” > т—т-1, 41" > Ат — т’ 1; >= 3" — 
“Так как РЁ, (5, у, 0) приведена по Лагранжу, то 
, 12 

то — т "+ О то = о Е 5 тт’ —- У” = тт! -Е ре (48) 
‚Далее, 

а= тц’т”.-- т’? -- т’ о’ — то», (49) 

т4 = (тт’ + 1’) (тт?) — (то — ’я ")’, 


По условию, точка (1, 1, 0) находится вне конуса, т. е. 2 = т’-т”— 1. 
`Если точка (2, 0, 1) лежит внутри, то 


м " 1 = и" 1 г тт’ -- 1” < — В = 2; 2; 
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т. е. } имеет сечение М, или М., что невозможно. Значит, точка (2, 0, 1) 
7 
лежит вне, т” > 1” е откуда, как обычно, выводим, что т” > 1,4. 
1 
Если точка (0, 2,1) лежит вне, то т’>т’ ия > - — : И 
> 5. т и (48), (49) дают та > 2 (тии +1?) > = О т м. —. Поэтому 
точка (0, 2, 1) лежит внутри, т’ < т’ Ея что вместе с г 


3 
—т’ —1 дает т’ < т. Если {—1, 1,2) вне, то 


4т- 4 1 <т’- т’ 2-47. 


Применяя последовательно неравенства 2№ю<т’ уе т—1 тт 
в" 9 < А, 04, = = 1,04, 


тт’{1*<2,1, что невозможно. ОИ 1, 2) нахо- 
дится внутри конуса, т. е. 


+7", т’ <Зт—1, получим 1’ < 


т’ т" 20-4" --1 < 4т-+ 4, (50 


что вместе с неравенством 2-1 <т’-|-т” дает 


=2т—2; < 0, 84. (54) 


Если (2, —1, 2) лежит внутри, т. е. и <4т- 


+81", то у помощи неравенств т” >. м ; Т’> 1 находим 1” > 


>е- т’ -- ы (1 — т). Тенерь второе неравенство (48) Дает 


й 1 7 3 й 1 ’ 
> (1—т)я — тт > 
й , 3 , } , 
> ® + *++ (1—т)л — тт —+т(т— 1) 

или 

(1’— т) «< 57 "(т —т) + (т—1) т +; т (т— 1). (52) 
Если п’ < 1,06%, то т’<1, 0бт--"—* < 1,063, т’ <1,062, тт-- 
+ 7’? < 2, 2, что невозможно. Поэтому неравенства ч’ >> 1, 06т и (52) дают 


НО т — 1) (67/+т 
< —51 и. 


Отсюда. так как т < т < 1,17, получаем о < —0,54, С другой 
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5 
стороны, то же второе неравенство (48) а дает >; — 


т’ #2 


—5-= ‚ откуда при помощи неравенств 7’ < - и, зы 


найдем, что ® > — 0,44. Полученное есь показывает, что 
(2, —1,2) должна лежать вне конуса, т. е. 


4т -- 81" 1 <т’ + 4т" | 45 4т. (53). 
Если точка (1, —1,2) лежит внутри, то 
т’ | т’-- 2% 41’ + 1<4Ат-4т,, 


что с (53) дает т’ 41’ 23<4т-2т’. Так как т" < Зт — 1, то отсюда 
получаем 


т’ < 6т—5 < 1,0 кото < 1,0, тт’ "<, 


что. невозможно. Итак, (1, —1,'2) лежит вне конуса, т. е. 

Ат АА кт’ т 2 1 4т,. (54): 
Это неравенство вместе с (50) дает т’ ИЗ. Далее, из (54) и 
неравенств 


41” > 4т — т 1, т’<%т—8 т =. 
вытекает 


т” о = — + 84° (55) 


5—ст> 0, 42. Итак 
см. (51)], 0,42 <о< 0,84. Полагая $ (®) = 21/’1” о —то?, из условий 
[ ( о $ (®) = 27’ У 


Наконец, (54) вместе с т’<21” | т—1 дает ® > г 


"> о д" с 15 находим $ (0, 42) < %(0,84). Замечаяеще, что ти’ --1"* > 


> 2, 21 г как | не имеет сечений М,, М,), из формулы (49) получаем 


а=2,.24т" + 1" 0,841’ — 0,4764т > 2,24т" 1,27. 


Если т” > 1,47, то последнее неравенство дает 4 > 4,5. Поэтому можно 
считать т” < 1.47 и тогда из (55) следует ® >> 0,62. Теперь 0,62 < ‹ < 0,84 
и опять 9(0,62) < 9 (0, 84). Припоминая, что т’> 1,4, получаем 
окончательно 


> 2.24т" + "2+ 1,241’ — 0,3844т > 4,5. 


Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 13. Если имеем тарактеристику [3, 3], т=](Р) < 1,001 
и если точка (1, 1, ы (в новых координатах) лежит внутри конуса, 


то }—%,, либо и“ о. 
Форма } эквивалентна }, [см. (46)] и опять имеем неравенства (47) 
и (48). Далее, так же, как и в предыдущей теореме, докажем, что 
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{2, 0, 1) лежит вне, а (0, 2, 1) внутри конуса, т. е. 


т—1 
ГА р 


то | 3 5 
т" >" "о, и" т<5т—,. (56) 


Точка (1, 1, 0), по условию, лежит внутри, т. е. 


тт < №. (57) 
Если (—1,—1,4) лежит вне, то Е И что 
вместе с (57) и \”<т дает тт и. тен 6, т >= >, а это 


невозможно. Значит, (—1, —1, 6 находится внутри конуса, т. е. 
т’ т" -- 81’ + 8” -Е 1 < 16т -- №. (58) 


Если (—1,—2,6) лежит вне, то 3З6бт- 40-1 < т” Ап + 12" + 241, 
что вместе с (58) дает 4т-- т” 3З\”--3<2т’-- 81’, откуда на основа- 
нии неравенств т’ 4%” > Ат-1, тт - р получим о < 


3 1 
<т<5т-—-,т- р, что невозможно. Значит, (—1, —2, 6) лежит 


х 3 15 
внутри, 
т”-- т’ 4 12." 241’ + 1 < З6т 4 4. (59) 
Если (2,1, 0). лежит вне, то 
до А т’ Е 4ти. (60) 


Это неравенство вместе с (57) дает т’+3<2т”; отсюда, пользуясь не- 
равенством т” < 3т— 1, получаем т а 1, 01; пользуясь нера- 


венством т’ < 2+ т— 1, получаем \/” > = . Далее, из (60) и (58) 


находим т’ -| 16%’ - 16%" - 3 < 2т" + 32т, м. 
44 161” 24 — 8т <6бт—2 + 32т, И 01, тт’ 1 < 24, 


что невозможно. Итак, (2, 1, 0) лежит внутри конуса, 
Ат’ т’ 1 < 4. (61) 


Если (1, 3, 0) находится вне конуса, то бю-+1<т”-+ 9т’. Из этого не- 
равенства и (61) находим 


е ‚ 9 15 28 
2т”--1<3т, 2т-18< Ах ЗИ 
а это невозможно. Значит, (1, 3, 0) лежит внутри, т. е. 
т’ | Эт’ + 1 < 6. (62) 
Из неравенств т’< Зе ба бе т получа ’< 116 
Ч 3) 5 14 учаем—1} < 1,169, 


т’ < 1,146, после чего первое неравенство (48) дает 


<’ 7-1 <2,426. (63) 
Докажем теперь, что точка (2,2, —1) лежит вне конуса. Если 


(2,2, —1) внутри, то т’ тит < 204%, что вместе с пер- 


ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ПРОБЛЕМА МАРКОВА 461 


вым неравенством (48) и первым (56) дает (ч’— т) т” > т (т— т’) . 
Отсюда видно, что не может быть 7’ = т; следовательно, \’> т и 
т 7” 


т = Е . (64) 


Если 1’ < 1,157т, то (64) дает ч" > 0558 ет — 0,579т >> 1,01, а это противо- 


речит неравенству 1” < т < 1,001; поэтому 1’ > 1,157т. Если (—2, 0, 5} 
лежит вне, то 


тт < <т-5т. (65) 
Это р вместе с неравенством т”’<2м”{-тр—1 дает м” 


ие Пользуясь формулами (65) 1”> нЕ т и 


получаем из неравенства (59): 
та т-- 2 + 27,7168т 1 < З6т +4, 


откуда > 2 и, что противоречит (63). Если (—2, 0, 5) лежит внутри, 


<? 
то т-5т” +: - —т, что вместе с первым неравенством (56) дает 
1 
м = т — 15 . (66) 


Пон этим неравенством и 1’ < 1,169, из первого (48) получаем 


20 < ТТ т’ < 2,338 - 0,947 -Е п’ 41,367, 2<т’4-3,514. (67) 


т 


Если 1’ < 1,165, то из (64) и (66) следует ть > сё — 0,583, {т = 
> 1,015, что невозможно. Значит, 1’>> 1,465. Так как т’ < 1,169, 
1’ — т 0,469, то (64) дает эч”> 0,894. Подставляя ты я 
1”_> 0,894, 1’ >> 1,165 и (67) в неравенство (59), получим 2т’ < 1,976, 
что невозможно. Итак, мы доказали, что точка (2,2, —1) находится 
вне конуса, т. е. 


т Зо 1 <4Ат’ + 4т"- 41’ 4". (68) 
Если (2,3, —1) лежит внутри, то 4т”-- 9т’ + 4" 67’ +1 < т- 1, 
что с (68) дает Зт’ на <2т’-| 2’, 3<т”’-4 т". Так как \" <т < 
< 1,004, то т’ >> 1,999 и (61) дает ® > 2,499, что противоречит (63). 
Значит, (2,3, —1) лежит вне, т. е. 

т -- 125 + 1<4т" + 9т’ + 41" - бт’. (69) 
` Умножая неравенства 


Ат’ Ет-1 = 4т" 
Ат" т’ +1 < 45 
т” + Эт’ - 1 < бо 
12% + т-- 41 < Ат" 9 т’ - 4" | 67 


3 Известия АН, серия математическая, № 6. 


яма 
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на приписанные сбоку множители и складывая. получим 


40т -- 23 < 301’. (70) 
Точно так же неравенства 
Ат!" | т’ +1 < 45 17 
т" + 9т’ 1 < бо 42 
125 - т-- 1 < Ат" -- Эт’ + 41” 61’ 30 
т" -- Ат’ - 12’ + 24-' - 1 < 36т + 45 | 10 
дают 
165 -- 601’ - 99 < 330т. (71 
—> 


Из (70) и (71) вытекает т’< 2 < 1,002, из (741) ч’< <"т— 


= 1,11 и тт’ +1’? < 2,237. Как известно [см. Марков (*)], для 


бинарной формы М, при минимуме + 1 определитель равен = —2,244.. 
так как } не имеет сечений М,, М,, то приходим к заключению, что х = 0 
есть сечение М, формы ]{,. Положим (0, 0, 1) = Р,(0, 1, 0) =0, (0,1, —2) = 
Так как }, (Р) =т > 0, ], (0) < 0, р (В) <0, то ОВ— двойная сторона 
полигона М,, соответствующая вершине Р, так что, по свойству М, 
($1), 11, (0)| и |1 (В) должны, независимо от порядка, равняться т 


и ут. Так как |7, (0) |=т’ <] 1, (В)|-=п’ +41’ —4т, то |1, (0) |=т 


. 7 
ГР, (В) [= 5 т, т.е. т’=т, 1 =11т. Принимая это во внимание 


и исключая из (69), (61) и первого неравенства (56) числа о и т", 
получим т”<2,65т — 1,25 < 1,403, затем т’<т” => < 0,903, тт’ -- 
-- 1”? < 2,221, т. е. у=0 есть также сечение М,. Отсюда аналогично 
предыдущему получим т’ =1,4т, \’=0,9т. Точно так же, наконец, 
докажем, что 2=0 — также сечение М,. Как известно, }, (1, 1,0) > 0, 
№ (1, 3, 0) ‚. 0, ], (0, 1, 0) =— т < 0; уравнения р (1, 1, 0) =т 


Х (1.3, 0) = ст дают разные значения для 9%; поэтому полагаем 


1. (61,0) =7т, 1, (1,3,0) =т, откуда «= 1,9т, Итак, 


Е 
л=т ( 1,9 —14 1,1) 
0,9 41 1 
14 14 09 1 00 
Форма ( 4:9: 51) подстановкой (о 1 о) переходит в форму 
0,9 14111 р - 
4.4.1 0:9 
.= ( на .:). Следовательно, т=1; {—9.. 
0,9. га 


Теорема доказана. 
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$ 13. ТЕОРЕМА 414. При характеристиках [3,4], [4,3], [4,4] 
и т=}(Р) < 1,01 имеем а < — 5 


Форма | эквивалентна (46). При характеристиках [4,3], [4,4] 


ИЗ р 13 
можно считать 7’ > т, тт’ 1’? > 1-т* и формула (49) дает а > 
3 169 
>т ‘1 >7. При характеристике [3,4] положим «=тт’--ч/”?; при 


5 Рим 
= - г >46. Поэтому 2,21 << 2,5. Можно считать 


3 43 13а — а? 
7” > 5 т, поэтому тт’ -- 1 > т, @=> т . Последнее выражение 


на границах интервала 2,21 << 2,5 делается > 5, поэтому и 45. 
Теорема доказана. 

Из изложенного в $$ 11—18 вытекает справедливость теоремы 4 
для форм, принимающих сколь угодно близкие значения к своему 
минимуму с положительной стороны. Заметим, что теоремы 7 и 8 дают 
примеры законченных характеристик ([2, 2], [2, 3]), так как доказатель- 
ства этих теорем не связаны. с нашим основным предположением 


45 > ($ 11). При дальнейшем продолжении ряда экстремальных трой- 


ничных форм по нашему методу законченные характеристики уже не 
пересматриваются. 


Глава ПП. Формы © отрицательным минимумом 


$ 19. На основании доказанного в предыдущей главе можно пред- 
полагать, что данная форма ] не принимает положительных значений, 
сколь угодно близких к 1. Но так как 1 есть точная нижняя грань 
значений |} (5, у,2)| ($ 11), то для всякого е> 0 существует целая 
точка Р(^,ь, у), для которой }(Р}= —т, 1<т< 1-е. Чтобы иметь 
определенную базу для оценок, мы будем предполагать т <; 1,001 
(иногда т < 1,0001). По теореме 6, точка Р— внешняя вершина и, 
следовательно, существует зона.3 однослойных эллиптических граней 


П (1) с ребрами, параллельными вектору ОР. Пусть ®=Ул=0 пло- 
скость, перпендикулярная вектору ОР, и р—полигон формы РЁ ‘на пло- 
скостит =0. Зона 3 и полигон р находятся в соответствии, описанном 
в теореме $ 6; согласно этой теореме, грани ф=1 зоны 8 отвечает 
сторона АВ полигона ф в углу Е < 0. Все целые точки, лежащие на 
грани Ф=1, располагаются на прямых 4, 4,..., 4, (1, 1. — ребра); 
сторона АВ содержит К--1 целых точек, так что Ё=9,..1 есть звено 
непрерывной дроби полигона р в углу Р< 0. Звенья р в углу Е>О 
обозначим &,.. Каждая из прямых (,,..., (, содержит не менее двух 
целых точек внутри конуса; если какая-нибудь прямая / содержит 
только две точки, то ($ 13, Замечание) при т, достаточно. близком 
к 1, плоскость через 0 и 1; будет сечением М, формы } и этот случай 
можно отбросить. Итак, можно предполагать, что все ребра зоны $ 
содержат не менее трех целых точек. Пусть (р,4,г) — примитивная 
целая точка; построим соответствующую бинарную форму ($ 11) 
{= (ав о’и) = А+ 2Вш 4 Си” определителя В*— АС= —Р(р); все 


3* 
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значения | {| > 1 и, при ЕР(р) > 0, по теореме рь (см. Введение) 

найдется значение |}|< < ИЕ, откула Р (р) >. Итак, все поло- 
жительные значения Ё > _ . Далее, можно предполагать, что все отри- 
цательные значения Ё на плоскости <=0 будут < Я Действитель- 


но, если найдется значение (2) < ° то для всех значений } имеем 


ГА ) 


ИР > чут.е. {— форма Маркова (см. Введение) с миниму- 


мом | в; так как ] принимает значение — #, то1<в< т, а так как ] 
принимает значение 1, то выходит, что | может принимать значения, 
достаточно близкие к --1; что исключено. Пусть (р,9,г) — вершина 
полигона }; применяя тождество Маркова, получим 


в - СЕ 72 
[В (р) НЕ НЕ ( ) 
: э 
При Е(р)<0, по замеченному, |Ё(р)| > т ; кроме того, а<-, 


т < 1,001, так что (72) дает «,, < ук 2 а. =1. Пи (р >00 


ь 8 9 
(72) дает ни И 3т< 6, 9. <5. Если ВЕ то, так как 


Ч: =4,...=1, из (72) получаем 6 > 5. 0, че нев 


Е 


можно. Поэтому 9,.., <4. Итак, каждая сторсна полигона р в углу Ё > 0 
простая, каждая сторона в углу Ё < 0 содержит не белее пяти целых 
точек. Возвращась еще раз к случаю Е(р)<0, из (72) получаем 


18 (Р)|< г а т <У 0; плоскость У рх=0 пересекает зону 8 по 


ребру и для числа В целых тсчек на этом ребре получаем В 1 < 


ЗАИР 


не аз 4 целых точек. 


<2У 10<4,В<4. Таким сбразом, ребра зсны 8 ссдержат 


9 
Замечание. Если ребро 3 содержит & точки, то а> > . В самом 


деле, пусть А-- АР (&=0,1,2,3) целые точки на данном ребре. Поло- 
жим А--Р=рР" = (^", в", у"), {(Р",Р)=т". При замене Р” аналогичной 
точкой —А—2Р= —Р"_Р в противспслежнсй пслости конуса \ч” 


меняется на —\”-- т, так что можно считать "<= ‚ Полагая { (Р”) = т” 
и замечая, что. Р”—2Р лежит вне, а Р’--2Р внутри конуса, пслучим 
т’--1 < 4" 4т, 4т4+1<т"-+ 41", откуда 1" > —_ 5 т > 21-153 
Через данное ребро проходят две грани 3 с уравнениями Урх=1 
и Урт=1. Возьмем ту из них У рх=1, для котсрой ЕР(р)<Е(р’) 
и выберем целую точку Р’(^’, в’, у’) на плсекости У рт =0 но усло- 
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виям: 1} ОР и ОР’ основные векторы на плоскости Урх=0, 2) Р’лежит 
© той же стороны от плоскости ОАР, с какой и грань УР7=1. Век- 


торы ОР, ОР’, ОР” образуют основной параллелепипед и форма } под- 
становкой 


М 
м (73) 
У у" 


переходит в эквивалентную форму 


—т ет 
ра би Гб (4) 
1” (о) т” | 
причем 
тт” — 0 отт” отт’ 
Е, = и. (75) 
тт’ — 1? 
та — (тт’ ре 1’?) (тт” | 1”?) = (то -- т. (76) 


В новых координатах плоскость 3’ = 1 есть грань и (0, 0, 4), (0, 1, 0) — вер- 
шины полигон ф в углах Р, > 0, Р, <0. Так как все стороны р в 
углу Р, > 0 простые, то уравнение второй грани 3, проходящей через 
данное ребро, должно быть - у’-+2’=1 и так как для точки (2’, 1, 1) 
должно быть + у’-+2’> 1, то вторая грань есть у’ --з’=1. Условие 
Р, (0,0, 1) < Р; (0, 1,1) дает 


, , 8 
По замеченному выше, тт’ —т/*=Р, (0, 0, 1) > „5 так что (76) дает 


3 49 49 2 
та > 6+ (з) ‚ 4>4,63, что и доказывает наше утверждение. 


Итак, можно предполагать, что все ребра зоны 3 двойные. 

$ 20. Около каждого двойного ребра 3 преобразуем |} к новым 
координатам, аналогично тому, как это сделано в предыдущем пара- 
графе. Пусть Р” = (\", м", у") средняя целая точка ребра, 1” = {(Р”, Р), 
т! = }(Р”); можно считать 1”> 0, заменяя в случае надобности Р” 
на—Р”. Так как Р’-—Р внутри, а Р”--2Р вне конуса, то т” =.2" 
-т--1, т’ 41” <4Атр—1, откуда ито. Грань У рх=1, про- 
ходящую через данное ребро 3, и затем целую точку Р”’=(\’, в’, у’) 


выбираем, как в предыдущем параграфе. Точки Р’, удовлетворяющие 
указанным там условиям, лежат на прямой, параллельной ОР; полагая 


1(Р, Р)=л’, можем еще предполагать —5 т = . Подетановка (73) 


переводит } в эквивалентную форму (74). Новую форму и новые пере- 
менные будем опять обозначать }, х, у, 2. Итак, можем предполагать, 
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что 
Е: 
ЕС М (77) 
и 0) т’ 
ры тт” ь 1 0)? «7 р-$ т’) ФТ” -- т’ 
Е = — тт” —1” тот’ . (78) 
тт’ — т? 
причем 
’ 7 и 1 
т >, [% |<5; 0=л <5—5; 
т” > т- 1, "+41" < Ат — 1. (79) 
Полагая для сокращения 
‚ а=тт’—1”*, в=то+1’”17”, с=тт"- т”, (80) 
на основании замеченного в $ 149 можем написать 
а : } у 8 
та=ас-- 5, а>-т; е>ь; 26. (81) 


Из т < 1,001, а< ь и формул (79), (81) получаются следующие оценки: 


НУ < 0,504, 1" < 0,468, тт’ — 1” < 1,44, т’ < 4.692, к. 
оч" < 1,679, 1,039 < в <4,764, 2,248 < ти < 3,004. о 


Рассматриваемая внешняя вёршина Р в новых координатах будет (1,0, 0); 
отрезок АВ между точками А(—1, 0, 1) и В(1,0, 1) будет данное 
ребро зоны 3; две грани, проходящие через это ребро, суть 2==1 и 
у+2=1. 

Замечание 41. Точки (0, 2, 1), (0, —1,2) лежат внутри, а 
(+3, 1, 1), (3, —1, 2) вне конуса. 

Если (3, —1,2) внутри, то Эт - т’ -- 6’ 4% --1 <4т”-Е 121"; так 
как 1’> —5, т"-- 3” <4т—1, то 4% < 10т —6, «< 1, 01, что про- 
тиворечит (82). Для остальных точек замечание вытекает непосредственно 
из оценок (82). 

Замечание 2. При т, достаточно близком к 1, точки (-- 1, 1, 1), 
(1, —1, 2) лежат внутри конуса. 

Пусть (1, —14,2) вне конуса; рассмотрим прямую (5х, —1, 2), 
— ®<<х< +, параллельную ОР и лежащую на плоскости у 2=1. 
Так как (0, —1,2) лежит внутри (замечание 1), то, по предыдущему 
параграфу, на этой прямой должно быть не менее трех точек внутри 
конуса; но (1, —1, 2) и (—3, —1,2) лежат вне; следовательно, на этой 
прямой лежат точно три точки внутри конуса; средняя из которых 


“ 
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О = (1, —1, 2). Из того, что ОР лежат внутри, а ОЕ 2Р вне, вы- 
т 1 
ведем (аналогично неравенству \”< 3) > 410: 7 (ОР) — 
7 и 1 Г 
—т-+21 5—5 ‚ откуда т” < 0, что невозможно. Если (—1, —1, 2) 
лежит вне, то, аналогично предыдущему, найдем 


1(4, —1,2; 1,0, 0 = —т—ч’-+2"> +4, те. 


Неравенство т” -- 4%” <4т— 1 дает т” < 4т — — отсюда }(1,0, —1)= 


=—т- т" —2\”<3т—2. Итак, форма | принимает сколь угодно 
близкое к --1 значение, что исключено. 
Для остальных точек (-+1,1, 1) утверждение замечания доказывается 
аналогично. | 
Замечание 3. Точки (0,4, 1), (0, —4, 5) лежат вне конуса. 
Если (0,4, 1) лежит внутри, то 16т’-- 1<т”-- 8®, что вместе с не- 
равенствами т”’<3,1—4%”, < 1,7. - 0,61” (см. (79), (82)) дает 


"> 3, что невозможно. Если (0, —4,5) внутри, то 16т’ + 40 + 


т т 
1< 2 25ти, а это вместе с неравенством ® > — ‚ выводимым из 


[Я 
неравенства 6> 5, дает 17<5т’-{ 201" < 20т—5, т> 1,1, что не- 
возможно. Утверждение замечания доказано. 


Замечание 4. Имеет место одно из двух: либо т’> > ; "< 0,072; 


либо т’ < 2,432, "> 5 


Из (82) вытекает, что (3, 0, 2) лежит внутри, т. е. 


Эт--1<4т" 1. (83) 


Если точка (—3,0,2) внутри, то 1--9т- 124” <4Ат", что вместе 
с т'’-- 41" <4т—1 дает 281" <7т— 5 2,007, п" < 0,072 и, кроме того; 


т’ >. ы . Если точка (—3, 0, 2) лежит вне, то 
Ат" 1 <9т- 121". (84) 


Неравенства (83) и (84) дают 1" . Из неравенств (84) и т” 4%" < 
<4Ат— 1 следует, что т" < 3т — х — ее Утверждение замечания до- 


казано. 

8 71. В $ 19 для каждой грани 3 мы определили число «,.., (число 
пустых полос, на которые разделяется грань прямыми, параллельными 
ОР и содержащими целые точки; вместе с тем %›..1 есть звено непрерыв- 
ной дроби полигона ф в углу ЕР < 0). Эти числа для граней 3 =1, у+2=1 
обозначим через х_,, &, и будем говорить, что в точке (0, 0, 1) (средине 
ребра АВ) имеет место случай [%_,, ‚|. По $ 19 и $ 20 (замечание 1) 
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2<4,<4, 15 <4. В этом параграфе рассмотрим случай #«,=2 и 


9 
докажем, что в этом случае 4 > 5. 


Замечание. В случае «.=2, 4%, +2 имем а> > 

Так как (0,2,1) лежит внутри конуса ($ 20, замечание 1), то 
плоскость у—2=0 гиперболическая, т. е. Р(0, 1, —2) = —с—46- 
+ 4а < _ из условия #,=2, по свойству внешних. вершин ($ 4), 
вытекает, что плоскость у—3з=0 эллиптическая, т. е. Ё (0,14, —3) = 
= ——66+9а > ^. Пусть а, = 4; тогда Ё (0,3, 2) = —96- 125 --4а>3. 


Неравенства 
9 3 3 9 
да-- < 46 -с, бое; < Эа, Зе; <4а-+ 126, <е 


определяют область в а пространстве (а, 6, с) с двумя вер- 
—- — нечноу нии. 

шинами Е 8, 5) и и (5, 5 г ‚%) на конечном расстоянии. Легко 

видеть, что в этой области о ас 65° принимает наименьшее 


277 559 9 
значение в вершине 95) г, ‚ откуда 


8827 р 
та = ас + 6* > 1озв > 4,55, 4>4,54. 
Если «, >3, то Е(0, 4, 3) = — 16 + 246+ 9а< — — . Это неравенство. 


вместе с неравенством св <Эа дает 26--0,2<с, что противо- 


речит 26 > с. Утверждение замечания доказано. 
ТЕОРЕМА \45. В случае [2,2] имеем 4 > а 


3 
Неравенство с -- 66 -; <9а (см. предыдущее замечание) вместе с 
26 — с дает 


4 1 
> с-у,. (85) 
с о э 
Подставляя это неравенство и 6 > -, в неравенство ас + °<- т, по- 
лучим с< 2,488, т’< 2,488; следовательно ($ 2. Е 4), 
ай к 39 р 13 
1’ > 15: Так как с > -,, то из (85): а> 15. Далее, г. а < от, 


Ь < 1,438, а так как |7’ч”| < 0,085 (см. (82)), то о < 1,523. Так как 
9—2. 4502.40.32) = и. или 


Атту | 12ть -- : < Этт" + {21' — 31)". {86). 


Если (0, —2, 3) лежит вне, то Эт" -|- 1 <4т’ -| 12, что вместе с (86) дает 


1 , и: 
2 <(21 —31’)*, а это противоречит (82). Поэтому (0, —2, 3) лежит 
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внутри конуса. Так как ч,=2, то на прямой (х, 2, 1) расположено 
двойное ребро грани ==1, параллельное вектору ОР; мы знаем, что 
точка (0,2,1) лежит внутри конуса, поэтому срединой: этого ребра 
должна быть одна из трех точек (0,2, 1), (+ 1,2, 1). Рассмотрим три 
этих случая отдельно. 

1. Средина ребра (0,2, 1). Тогда ($ 20, замечание 2) 


| 1(0, 2, 1;41, 0,0) | < 0,468, 


откуда 
— 0,084 7-1" < 0,468. (87) 


Если точки (-- 2,1, 1,) лежат внутри, то 4т -- п’ 1 <т”-- 2,6 < т”, 
что противоречит доказанным выше неравенствам т” < 2,488, «< 1,523. 
Если (--2, 1, 1} лежит вне, то т” 2-1<т’-+4т. Умножая на т и 
подставляя 2то > тт’ -- 1”? — т”, получим тт’ т Ат? -- 


9 
— тт’ -- 21/1”. Пользуясь  неравенствами  тт”- 1”? > о. тт’ — 


—1'? < 1,44 (см. (82)), получим 
11 , „\2 , и" 
5; < 4,009 -- 1,44 (л’- т”), [м’-Е "| 0,245, (88) 


что противоречит (87). Если точка (2, 1,1) лежит внутри, а точка 


— 


(—2, 1,1) вне, то я’ т” >--; если же точка (2,1, 1) лежит вне, а 


(—2, 1,1) внутри, то +1” < — -- . Оба неравенства противоре- 


чат (87). 
2. Средина ребра (1, 2, 1). Тогда Е <—т-+ 2’ т’, или 


т. (89) 


Так как 9, =2, то на прямой (5, —2, 3) лежит двойное ребро грани 
у--2=1, параллельное ОР. Если (1, —2,3) внутри, то (—2, —2, 3} 


и 


должна быть вне, откуда 127’+2<3т- 181”, что с (89) дает * —— } 


т. е. ] принимает значение, сколь угодно близкое к --1 ($ 20, заме- 
чание 2). Если (1, —-2, 3) вне, то средина ребра на грани у- == 1 есть 
точка (—41, —2, 3), так как выше доказано, что точка (0, —2, 3) лежит 


внутри. Поэтому а что вместе © 1’ < дает 


7” < 0,056, а это противоречит %” > 5 = 0,08.. 


3. Средина ребра (—1, 2, т Тогда т-- 2’ т” = -з, гы 


ы так как 1” > в). Если точка (—1, —2,3) внутри, то 
(2, —2, 3) лежит вне и 18%” 2 < 3Зт-{ 12% Ре - ’< 0, что не- 


возможно. Если жё точка (—1, —2, 3) лежит вне, то средина ребра на 


= 
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прямой (1, —2, 3) есть (1, —2,3) и —т— 2 +3" > —т-+ >, т; е. 
{ принимает сколь угодно близкое значение к +1. Теорема доказана. 

$ 22. Переходим к случаю а«_,=3. Если а, =4, то приходим к про- 
тиворечию с 26>с (ср. доказательство замечания в $ 21). “Поэтому 
нужно рассмотреть случаи &, =1, 2, 3. Из условия я_,=3 выведем, что 
точка (0,3, 1) внутри конуса (аналогично доказательству того, что 
(0, —2, 3) внутри, в теореме 15). 

Начинаем со случая а, =1. Так. как точки (+ 1, —1, 2) лежат внутри 
конуса ($ 20, замечание 2), то (0, —1, 2) — средина ребра, параллельного 
ОР, на грани у+2=1 и 


| —%'-+24”] < 0,468. — (90) 


Так как (0, 3, 1) лежит внутри, то средина ребра на прямой (х, 3, 1) 
есть одна из точек (0,3, 1), (- 1, 3, 1). Если средина (—1, 3, 1), то 
3-я” < — 0,832, что вместе с (90) дает м” < 0. Если средина (0, 3, 1), 
то | 34’ Ё*”|< 0,168, а это вместе с (90) приводит к двум неравенствам: 


риа 5 - 0,168, |м’ т’! < — . 0,168. Исследование расположения 


точек (+2, 1,1), сделанное при доказательстве теоремы 15 (случай 1), 
показывает, что при |9’-- "| < 0,168 точки (+2,1,1) могут лежать 
только внутри конуса, откуда 


Ат Ъ- Акт" 2%. (91) 
Так как о, =1, то (0, —2, 3) лежит вне, 9т” + 1<4т’ - 12%, а отсюда 
и из неравенства (91) находим 36% -- 5’ -- 10 < 30%, в > 1,7. Неравенства 
ых а . 0,168, 1’ < 0,168 дают |7’1”|< 0,043, после чего из 
%--1’7” < 1,679 (см. (82)) получаем ® < 1,692, что противоречит «>17. 
Итак, при &, =1 остается одно предположение, что средина ребра на 


прямой (5, 3, 1) лежит в точке (1, 3, 1). 
Рассмотрим этот случай подробно. Из неравенств 


т н „_-3т 1 _т 1 ’ " де 
а а а о 


? т+2 3 
вытекает 1’ > = 


. Точка (0,3, 1) лежит внутри, 

Эт’ +1 < т”- 6®. (93) 
Если (—1, 2, 1) находится вне конуса, то т’ 45 21 <т-. ат’ 
- 41’ 2%”, что с (93) дает т” - бт’ 5 < Зт + 121' 6%"; это противо- 
речит (82). Поэтому {—1, 2, 1) лежит внутри, т. е. 

т -- 4т’ - 4’ | 2" 1 т” 4. (94) 
Точка (3, 3, 1) лежит вне конуса; значит, 


т" -- 187" + 61" бо-- 1 <9т-+- 9и. (95) 
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Если (3, 2, 1) лежит внутри, то Эт 4т’-- 1<т”- 12.’ + 6" 4, 
что © (95) дает Эт--5 <6т’ | т’-+ 61”; пользуясь неравенством 
т” | 41" <4тр—1 (см. (79)), получим 5т-6<6т’-- 24", а это проти- 
воречит (82). Следовательно, (3, 2, 1} лежит вне, и 


т" -- 129’ - бд” | 45+ 4 <9Эт- 4пу. (96) 
Если точка (—2, 2, 1) лежит внутри, то Ат 4т’- 8’ + 4” +1 < 
< т”-- 4, что с (96) дает 20%’- 10%"+-2<5т; это противоречит полу- 


3 
ченному выше неравенству \’> 5. Если (2, 1, 1) лежит вне, то 


т” -- 41’ + 41" + 25+ 1<т’--4т, 


что с (94) дает т”- 12% - 10%" 2т’ +3 <7т, т- 5 <7т; это проти- 
воречит (82). Следовательно, (2, 1, 1) лежит внутри. Если точка (— 2, 
1, 1) лежит внутри, то, так же как в начале этого параграфа (при 
исследовании средины (0, 3, 1)), найдем ® > 1,7; между тем формула 
«-- ’1” < 1,679 (см. (82)) дает в этом случае в < 1,679. Значит, (—2, 4,1) 
лежит вне. Из формул (94) и (96) вытекает, что 


2" <т-а. (97) 


Из (92) и (97) получаем 1’ < *— 1 < 0,334. Точка (0,—2, 3) лежит вне 
Эт’ 1 < 4т/" + 125; отсюда и из (93) следует, что 77т” -- 43 < 132%. Если 


5 
2 °, 


то из последнего неравенства выводим ® > 1,55 и (так как ` 
1’ > 0) 6 > 1,55 и неравенство ас |+ 6 < эт дает а< 0,842; выше по- 
лучено, что 1’ < 0,334, поэтому т’ < 0,954, что невозможно. Поэтому 
в данном случае ($ 20, замечание 4) \”> г . Итак, в рассматриваемом 


случае [3,1] грани 2=1 и у-+2=4 зоны 3 имеют форму, изображенную 
на фиг. 11. Средины М (0,0,4), 
М’ МОТ, 2) тех 
соседних ребер зоны 8 связаны 
соотношением 


М'-+3М’=Р-+7М, — (98) 


10И) (51-12) 


[-121} 


где, как обычно, Р = (1, 0, 0). Кро- 
ме того, в этом случае, 


(0, 1-9>:, 2Р0,4Э>т, или 9+4: < +6, 
е-+85-+1 < 16ба, лечь Первое и третье неравенства дают 
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м ИИ: ЕН ы р? № ви 
= ЯВ второе и третье: а > 319 › П@сле чего из а < 
получаем 

с< 2,65. (100) 


Так как 9. =2, то (0, —2, 3) лежит внутри (теорема 15). 

Относительно положения средины ребра на прямой (х, 3, 1) могут 
быть три предположения: 

1. Средина ребра (— 1, 3, 1); —1,169 < 3’ + чл’ < — 0,832. 

2. Средина ребра (0, 3, 1); —0,168 < Зт-+лт”< 0,168. 

3. Средина ребра (1, 3, 1}; 0,832 <Зт-+ т’ < 1169. 

Относительно положения средины ребра на прямой (1, —2, 3) могут 
быть также три предположения: 

1”. Средина ребра (—1, —2, 3); — 1,169 < —2\'’ + 31" < — 0,832. 

2’. Средина ребра (0, —2, 3); —0,168 < —2\' +3” < 0,1468. 

3’. Средина ребра (1, —2, 3); 0,832 < —2\1' +31” < 1,469. 

Комбинируя случаи 1, 2, 3 со случаями 1’, 2’, 3’, видим, что воз- 


можны только три комбинации: 4, 3’; 2, 2’; 3, 2’. Рассмотрим их. 
Случай 2, 2’. Из условий 


р 168, |2%’—31”| < 0,168 


ЕЕ д < 0022. г (следовательно, по замечанию 4, $ 20, т" = 5) 


а 062, [19| < 0,139. Последнее неравенство показывает (тео - 
рема 15, случай 1), что точки (+2, 4, 1) могут быть только внутри 
конуса, т. е. имеем (91). Из неравенств т” > > М: г ‚ а— < > т 
получаем ®«--7’1” < 1,622, ®< 1,627; так как т” < 2,65 (из (100)), то 
(91) приводит к невозможному результату: 6 <5,904. Итак, комбинация 
2, 2’ отпадает. 

Случай 3, 2’. Из условий 


0,832 < 3’ | ч" < 1,169, — 0,168 < — 21 + 31" < 0,168 

находим 

0,244 <’ < 0,335, т” 0,105. (101} 
Если точки (+2, —1, 2) лежат ме то 4т- т - 404+ 1<4Ат 
6-45 <4т/; из (101) вытекает и’ < = ° ($ 20, замечание 4), откуда «< 1, 
что противоречит (82). Если (2, —1, >) лежит, внутри, (—2, —1, 2)— 
вне, то ит < 21’; если (2, —1, 2) находится вне, а (—-2, —1, 2) — 
внутри конуса, то 2%”- т <1.. Оба предположения противоречат (101). 
Если (+2, —1, 2) лежат вне, то 

Ат” 1 <4т- т’ -- 4. (102) 


В рассматриваемом случае 3, 2’ точки (1, —2, 3) лежат внутри ко- 
нуса; откуда т Ат’ 42-4 «ти, что с о (102) дает Зт’-т’-4< 


ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ПРОБЛЕМА МАРКОВА 473 


< 1 Шт, а это противоречит (82). Значит, случай 3, 2’ также отпадает. 
Итак, остается только одна комбинация 1, 3’, которую рассмотрим 
подробно. 
Случай 1, 3’. Из условий 
— 1,169 < 31’ м” < — 0,832, 0,832 < — 2 + 3" < 1,169 
вытекает 7%’ |” < — 0,165. Если (—2, 1, 1) лежит вне, то 
т" -- 20 -1<т’ + 4Ат- 41’ 41”, т 2- 1,66 <т’- Ат; 


что противоречит (82). Значит, точка (—2, 1, 1) находится внутри 
конуса. Так же докажем, что точка (2, 1, 1) лежит вне конуса, откуда 


тт. (103) 
Отсюда и из неравенства — 29’ - 31” < 1,169 находим 


1” <.0,134. {104) 


` Точка (—3, 3, 1) лежит вне, 
т” - бо { 1 < Эт - Эт’ - 181’ + бт". (105) 


Если (—3, 2, 1) лежит внутри, то Эт-- 4т’ + 12’ | 6” + 1 <т”-- 4, 
что вместе с (105) дает Эт - бу” 5 <т”-+6т’; это противоречит (82). 
Следовательно, точка (—3, 2, 1) находится вне конуса, 


т" -- 40-1 < 9т-- 4т’ + 121/67. (106) 


Если точка (1, 2, 1) вне, то т”-- 41’ + 29” +46 -+1<т-+4т’, а отсюда 
и из неравенства (93) (точка .(0, 3, 1) внутри) находим т" -- бт’ + 12% 


т 
+ 6%" + 5 <3т; из последнего неравенства, так как д’> — -> ‚› получаем 


невозм ожный результат: т” -- бт’ 5 <9т. Значит, (1, 2, 1) лежит внутри, 
тат’ + 1 < т" 4" 2 4%; 
что вместе с (106) дает 


’ и 1 
ит т — 0,751. (107) 


Продолжая исследование точек 
на гранях 2=4, у+2=1, легко 
видеть, что эти трани имеют фор- 
му, изображенную на фиг. 12. “9 12-23) 
Окончательно можем сказать, что Фиг. 12 
в рассматриваемом нами случае | 
[3,2] имеем неравенства (100), (103), (104), (107), средивы ребер 
М’ (—1, 3, 4), М(0, 0, 1), М”(1, —2, 3) (фиг. 12) связаны соотноше- 
нием 


2М'-+3М"=1АМ--Р, Р=(А, 0, 0). (108) 


3 
$24. Обрэщаемся к случаюо_, = 3, в, = 3. ИзЁ (0,1, —4) >-, и 26 >с 
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с 


5 3 
вытекает а > вс -;, Подставляя это и 6 > > в неравенство ас < 


64 ° 


9 ы 
<-5т, найдем 


аа РЭ (109) 
Если обе точки (1, —3, 4) находятся вне конуса, то 
Абт/ + 2+ 1 <т- Эт’ -{ 24%, (110) 


где ^=|3\’—41"|. При а, =3 имеем Р (0,4,3) < = _ ‚ или 
Этот” - 24 то + < 16 тт/ + Х. (111) 


Из соотношений (110) и (111) находим аа ео 
> 2,5, что противоречит (82). Поэтому, хоть одна из точек (+ 1, — 3,4) 
лежит внутри. и для средины ребра (х,— 3,4) |х|<2. Точка (—2, 
—З3, 4) не `может быть срединой, так как мы имели бы 2т— 31’ - 
+ 41" < 0,168, ч’>0,6. Таким образом, имеем следующие 4 случая: 


1". Средина ребра (—41, —3, 4}; 0,832<31’ — 4" < 1,469. 


2". Средина ребра (0, — 3,4); — 0,168< 31’ — 41" 0,168. 
3". Средина ребра (1, — 3,4); — 1,169< 31’ — 44'< — 0,832. 
4". Средина ребра (2, — 3,4); —2,17 <З1’ —41"< — 1,832. 


Комбинируя случаи 1, 2, 3 ($ 23) со случаями 1”— 4”, находим, что 
возможны 6 комбинаций 1,3”; 1,4"; 2,2”; 2,3"; 3,1"; 3,2". Рассмотрим их. 

Случай 2, 2”. Из условий |317’ - "|< 0,168, |31’— 4т"| < 0,168 
вытекает |7’|< 0,056, 1’< 0,068, | ч’т"| < 0,004, после чего формула 


с 
> >- дает 


о-- 0,004 > >. (112) 


_ Если точки (+2, —1, 2) лежат внутри конуса, то 4т-- т’ | 45-1 <4т”", 

что вместе с (112) приводит к неравенству т”>2,992, противореча- 

щему (109). Далее рассуждаем аналогично тому, как в $ 23 (при изуче- 

нии комбинации 3, 2’), и находим, что комбинация 2, 2” отпадает. 
Случай 2, 3". Из условий 


— 0,168 < Зи’ 1" < 0,468, — 1,169 < 31" — 41" < — 0,832 


вытекает, что 1” > 0,132 (следовательно, т” < 2,432, по замечанию 4, $ 20), 
— 0,123 <’ <— 0,01, 0,009 <ч’-+ т’ < 0,158; формула «+ т’1” < 1,679 
(см. (82)) дает о < 1,7. Точки (+2, 1, 1) должны быть внутри (теорема 15, 
случай 1), откуда 6 <т’-- № < 5,832; значит, комбинация 2, 3” невоз- 
можна. 

Случай 3, 2". Из условий 


0,832 < 31’ + 4” < 1,169, -0,468 < 31’ — 41" < 0,168 
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вытекает т” >> 0,132, т’ < 2,432, 0,21 < т’ < 0,323. Точки (+1, —3, 4) 
лежат внутри, откуда т-- 9т’-+ 24% | 1 < 16т"; подставляя сюда ® из 
с 


неравенства 6 = о 


и пользуясь неравенством т” < 2,432, получим 


1,262 < тии — 12". (113) 


Так как 1’> 0,21, а 1’”<0,168, то при постоянном т’ правая 
часть (113) возрастает с возрастанием \” и туда можно вместо 1” под- 
ставить число 0,168. Получаем з’ > 0,39, что противоречит 1’ < 0,323. 
Комбинация 3, 2” невозможна. 


Случай 3, 1". Из условий 


0,832 < 31’ +” < 4,469, 0,832 < 31’ — 41" < 4,469 


вытекает 
ч" < 0,068. (114) 


Исследуя расположение точек, убеждаемся, что грани 2=1 и у-+2=1 
имеют в этом случае форму, указанную на фиг. 13. Между срединами 
ребер М’ (1, 3, 1), М (0, 0, 1), 

М”(—1, —3,4) имеет место со- (337А 62-12) (2-34) 
отношение 


М'-+ М" =5М. (145) 9 


Итак, в рассматриваемом случае #1 70-38) 
3, 1" (в дальнейшем мы будем обо- 
значать его через [3, 3] А), спра- 
ведливы формулы (109), (114), 
(115). Случай 1, 3” (со срединами 
ребер (= 1, 3,1). (4; —3,4)) в Фиг. 13 

дальнейшем будем обозначать 

[3, 3] В; формулы (109), (414), (115) остаются для этого случая в силе. 
Чертеж получается из фиг. 13 зеркальным отображением в плоскости х = 0. 


$ 25. Остается рассмотреть комбинацию 1, 4". 


ТЕОРЕМА 46. В случае 1, 4" имеем |= %,. 
Из условий 


— 1,469 < 31’ "< — 0,832, 31’ — 41’ < — 1,832 
вытекает /’ < — 0,344, 1” > 0,132. Отсюда (замечание 4, $ 20) 


т” < 2,432, тот. (116) 


Так как (0,3,1) лежит внутри, то (93) дает ф ‚> 1,261. Рассмотрим 
плоскость + у-+2=0, проходящую через две внутренние точки 
А(—1, 0, 1) и С(—1, —1, 2). Имеем 


— (1; 1,1) =В*—а1, В=7(4, С)>0; «=/(А}; 1=/(6). (ИТ 
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На основании неравенства (116) и полученных оценок, 


5т—1 


В = 2" — 3" —т-+ т’ бот 


1)” — © < 4,829. 
Точка (—2, 1, 1) =ЗА—С яежит внутри, так как в противном случае 


1(ЗА— С) =9&—68-+1<—1, В>%> 183. 
Итак, 
68-1< 9% 1. (118) 


Если В < 1,79, то из (117) вытекает —Р (1, 1, 1) < 2,2041. Если В > 1,79, 
то из (148) 9%--у>> 11,74, ау > (11,74 —95). Имеем 1<а= —т- 
{- т’ — 24" < 1,47; функция 4 (11,74 —9%) убывает с возрастанием а, 
поэтому «1 > 1,41. Припоминая, что В < 1,83, из (147) опять получаем 
—Е (1, 1, 1) < 1,94. Итак, во всех случаях —Р(1, 1, 1) < 2,24, 
т.е. х+1у+2=0 есть сечение М, или М,. Легко видеть, что АС — 
простая сторона полигона на плоскости х- у-:=0, так что эта пло- 
скость есть М,. Из равенств }(А}=}(С)= —}(С — А) находим 


т" =2т- т’ 2’ +2 о®= _ т : т’ 2’ т". (119) 

Подставляя отсюда т” в (116) и в формулу т’ 41" <4т— 1, получаем 
, Г т —5 , 7 ‘ 

Вт 1 И ЖАР (120) 

Отсюда 1’ < — 0,428. Легко видеть, что точка О (4, 2,1) лежит внутри, 


так же, как Е (0, 3, 1). Пользуясь (119) и (120), находим 


(р, =Ут— 5 т’ +15" 8 тт < 1,735. 

Отсюда легко вывести, что плоскость ОРЕ есть Му, тле: (Ру = (В) = 
= —/(2-Е), откуда т’=т, 3-2" = —т; последнее равенство 
вместе с (120) дает 1” < 0,444. На основании этого, наконец, докажем, 
что плоскость ОСН, где С=(3, —2, 3), Н=(3, —3, 4), есть также М, 


1 
и }(С)=/(Н) дает "=; так что \’ = и. рат Ф = 5 ти 
3 й 
к м 
3 9 
1=т с —1 7 = 75,5, т=1, =, 
к ГО 17 
7 Ре 


Теорема доказана. 

Итак, в предположении %,=3, а, =3 имеем только два случая 
[3, 3] А и [3, 3] В, характеризованные в конце $ 24. 

$ 26. Переходим к последнему предположению я,=4; при этом 
может быть о, =1, 2, 3, 4. Прежде всего, аналогично тому, как это 
сделано в начале $ 24, докажем, что одна из точек (+ 1,4, 4) лежит 
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внутри, а так как (0,4, 1) вне ($ 20, замечание 3), то могут быть 
два случая. 


1. Средина ребра (2, 4, 1); 1,832 < 41’ +". 
2. Средина ребра (—2, 4, 1); 41’ + я" < — 4.832. 
Предположим, что х, =1, так что 


— 0,168 < я’ — 2" < 0,468. (121) 


Из двух случаев 1, 2 это совместно только с0 случаем 1, так что 
1,832 < 41’ -- т"; это вместе с (124) дает "> 0,128. Если (5, 0, 3) лежит 
вне, то 9т”-|- 30%” 1<25т; вместе с неравенством 2" т- 4 < т” 
(см. (79)) это дает \” < 0,126, что противоречит неравенству 1” < 0,128. 
Значит, (5, 0, 3) лежит внутри, 25т -- 1 <9т"-|- 30%". В данном случае 


5. 9т—1 
п" < 3” -` г ($ 20, замечание 4); из двух последних неравенств полу- 


8 
чаем 1” > ;7. Заметим еще, что при 9, =1 имеем ](0, —1, 2; 1, 0, 0) = 


= —*’-+ 21’ < 0, так как из 1’ < 21", 1,8 < 41’ + 1” выходило бы 1" >> 0,2. 
Итак, в рассматриваемом случае [4, 1] 


< ’— 2 < 0,468, тыр. (122) 


Между срединами ребер М’ (2, 4, 1), М (0, 0, 1), М”(0, —1, 2) имеем 
соотношение 


М’ -+4АМ'=ЭМ--2Р, Р=(1, 0,0). (123) 
Пусть 9,=2. Комбинируя 
случаи 1, 2, написанные выше, [42]А (2-12) [2-69] 


со случаями 1’, 2’, 3’8 23, най- 
дем, что возможны только две 
комбинации 1, 1’ и 2, 3’. Слу- 
чай 1, 1’ будем обозначать в 
дальнейшем [4, 2] А; в этом 
случае из условия 0,832 < 
21’ — 31” вытекает 


"= 0.057: (124) 
Форма граней дана на фиг. 14; 
между срединами ребер М’ 
(2,4, 1), М (0, 0, 1), М" (—1, —2,3) имеем соотношение 
М’ 2М" =7М. (125) 
В случае 2, 3’ = [4, 2] В 
0.075. | (126) 


Чертеж получается отражением фиг. 14 в плоскости х=0; соотноше- 
ние (125) между срединами ребер М’ (—2, 4, 1), М (0, 0, 1), М" (1, —2, 3) 
остается в силе. 


4 Известия АН, серия математическая, № 6, 
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Пусть я, =3. Из неравенств Ё(0, 1, —4) < А Е (0, 4,3) = ыы 


выводим с >=3За + г >> 2,72, т’ > 2,68; следовательно ($ 20, замечание 4), 
< 0,072. (127) 


При помощи этого неравенства убеждаемся, что из всех комбинаций 
случаев 1, 2 со случаями 1”— 4” $ 24 остается только одна 1, 1", кото- 
рую в дальнейшем будем обозначать [4, 3]. 

Между срединами ребер М’(2,4, 1), М (0,0, 1), М”(—1, —3, 4) 
существует зависимость 


ЗМ’ -- АМ" =149М +2Р, Р=(1, 0,0). (128) 


9 


Пусть, наконец, 9, =4. Из Е (0,5, <= т и 26—с вытекает 


о > 2,35, откуда 


т’ >28 1’ 002, (129) 

На основании этого докажем (аналогично тому, как в начале $ 24), 

что одна из точек (+1, —4,5) лежит внутри конуса. А так как 
(0, —4, 5) лежит вне ($ 20, замечание 3), то могут быть два случая: 


1’. Средина ребра (2, —4, 5); — 2,17 <41’ — 51" < — 1,832. 
2’. Средина ребра (—2, —4, 5); 1,832 <41’—5т'. 


[4,4] А Ва, (9-45 


Из комбинаций случаев 1, 2 со случаями 41’, 2’ возможны только 
И И НЕ. 

В случае 1, 2'=[4,4] А форма граней изображена на фиг. 45; между 
срединами ребер М’ (2,4, 1), М (0, 9, 1), М"(—2, —4, 5) имеется соот- 
ношение 


М’ + М" =6М. (130) 


В случае 1, 1’--[4,4] В чертеж представляет отражение фиг. 15 
в плоскости х=0. Между средичами ребер М’(—2, 4, 1), Мо, 1 
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М" (2, —4,5) имеем то же соотношение (130). В обоих случаях имеет 
место (129). 


8 21. В предыдущих параграфах мы изучили все возможные 
9 
(при а< 5) случаи формы и расположения двух соседних граней 


зоны 3 около точки М (0, 0, 1). Таких случаев 10: 
[3, 1], [3, 2], [3, З]А, [3, 3] В, [4, 4], [4,2] А, [4, 2] В, [4, 3], 


[4, 4 А, [4, 4] В. 


Рассмотрим возможные сцепления этих случаев. На фиг. 16 изобра- 
жены грани зоны 3 (для случая, когда в точке М, (0, 0, 1) имеем [3, 1]); 
средины ребер этой зоны будем обозна- 
чать через М, (© <Ё<+ о). На 
фиг. 17 показан соответствующий поли- 
гон р формы ЕЁ на плоскости х = 0, т. е. 
формы —су/*--26уз-+ аз. Это — форма 
приведенная с пзрзвым основным векто- 
ром ОА и вворым ОМ. Поэтому, обозна- 


Фиг. 17 


чая через ) и —т корни уравнения — су*-- 26у--а=0, согласно фор- 


мулам (3) $ 1 имеем 


26 Н < "А \ 
О ам 9) 
Х = [2 91, 92, “3, вх .], = Е >, %з, “а, И 2 ) 


По замеченному в $ 19 все я, =1. 
9 

$ 23. ТЕОРЕМА 17. В случае [3, 1] имеем а > -;. 

По условию ®,=3, ,=4, М, = (1, 3, 1), М, =(0, —1,2). В.точке 
М, имеем либо [3, 1], либо [4, 1]. Если [4,1], то в этом последнем 
случае, как известно (см. (122)), }(М,„,Р) и }(М‚,Р) разных знаков 
и потому /(М,, Р) < 0; на основании (123) М, --4М, =3М, —2Р, откуда 
М,=(—2, —9, 14). Применяя известные для случая [3, 1] неравен- 

р Я И у 
ства (99), получим ]{М,, Р)=2т — 91' + 141" > — от. Отсюда выте 
кает ($ 20, замечание 2), что } принимает значение, сколь угодно близ- 
кое -+- 4. Поэтому можно предполагать, что в точке М, имеем случай ЕЕ 
а, =3. Если }(М,, Р) >0, то на основании (98) 

&* 
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М, -+-3М,=7М,-+Р, М, =(1, —7, 1441); — 0,168 < —т— 77+ ИМт’; 
01. 
что противоречит (99). Поэтому 


МР) 0, М, --3М.=7М, -Р, М, =(—1, —7, #%), 


На основании (99) 17(М,, Р)|='— 2" > 25, что вместе с (97) дает 
"т < 0,448. В точке М,(—1, —7, 14) имеем один из случаев 


[3, 4], [3, 2], [3, З]А, [3, 3] В, [4, 3]. Принимая во внимание только что 
доказанное неравенство 3” < 0,118 для случая [3,1] и пересматривая 
верхние пределы для 7” в остальных случаях (формулы (104), (114), (127), 

можем написать |} (М,, Р)| < 0,134, т. е. 
0,866 < 71’ — 111" < 1,135. (132) 

По формулам (131) 

81 
За | 5] ==> 
х < 14, 1,259 ее. (133) 


Рассмотрим четыре случая. 


1: Пубеб о = Тогда аи 
№ = [3, ‚в т, 1, 3, тв “, т ь ..]> [3, т, и 4 3, зы Е 21==%, 
В 


ое 1,283; < 1,287, 0427360429. — (139 
В точке М_, имеем случай [3, 1]; на основании (98) М, + 3М_,=7М_, +Р. 
Так как М_, — целая точка, то должен быть знак --, откуда 
_М_,= (2, 7, 2), |(М.,Р)< 0. В начале настоящего доказательства мы 
видели, что если, например, в точке М, имеем [3,1], то величины 
(МР) и 7(М,,Р) разных знаков; так как в М_, опять имеем [3, 1] 
‘(М ,Р) < 0, тю (М.Р) ОМ -3М=7М--Р, М, =(12, 40, 4%. 
В точке М_, имеем один из случаев [3, &] и, подобно тому, как выше 
для М, (ср. (132)), получим 


11,866 < 40%’ -- 14" < 12,146. (135) 
Имеем 


т}(—5, 2, 3) = 9% — 4а + 126 — 25т? — 40т (2ч' + 31”) — 29’ ++ 3). (436) 


На основании (132) и (135) 


г и. 43 ’, и 98, , и" 
21’ 31" = 547 (&0ч' + 141) — 542 (7и’ — 119") < 0,85. 
Применяя это неравенство, затем (134), наконец, с> Е из (136) 
получим 


т}(—5, 2, 3) > 14,982 — 34.283 > — 0,574, {(—5,2, 3) > —0,574. (437) 
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Далее, 1’ (см. (99)), (135) и (432) дают 


21’ -- Зи" = 56 (40/44) от" > 0,7974, (138) 

7 , 0 ‚ 
п" = зао (097 Е Ами) — 515 (7' — 44) < 0,0975. (139) 
Предположим, что т < 1,0001. Формула т’< и : ‚ имеющая 


место в нашем случае ($3 20, замечание 4), дает т” < 2,2928, откуда 
с < 2,303. После этого (136), (134) и (138) дают 


т] (—5, 2, 3) < 15,014 — 33,609 < 0,969; 7(—5,2, 3) < 0,969. (140) 
Неравенства (137) и (140) показывают, что случай а_ 
(при 4< 5). 


2. Пусть «_.=2. Тогда &_, >3 и с помощью (133) получаем 


‚=1 невозможен 


127 
38’ 


^ > 1,289, 2 < 0,448. (141) 


Х' = [3, т. 1, о | 4: 2, 1, 3, 2] = 


В точке М_, имеем [3, 2] и на основании (408) ЗМ_,--2М, =11М_, ЕР; 
так как И — целая точка, то имеет место знак --, откуда М_,= (4, а 3), 
#(М_,, Р)= —т-+- 31 +1'=5=0. В М, имеем один из случаев [3, 2], 
[4, 2]А, [4, 2] В, поэтому 

1(М_, Р) = — 0,134, 141’ - 3” > 3,866. (142) 
Полагая /(М_,)= (1, 3, 1) =], имеем тождество т} - 9? = — Эа-- +66, 
из которого на основании (141) вытекает т}- 9’ 1,1 и так как 
6 = > ‚ < 0,168, то } > 2,443. Рассматривая замечание 4 $ 20, видим, 


что средину ребра (0, 0, 1) можно заменить срединой любого другого 
ребра, например М_,, и тогда т”, 1” заменятся на }, $; но, так как 
[> 2,443, то должно быть < 0, 072, откуда 


31-5 м” < 1,073. (143) 
Ив неравенств (142) и (143) вытекает 
71 — 141" = 20 (14ч' + 31") — 71 (31 + т") > 1,137, 


что противоречит (132). Поэтому случай х_.=2 также невозможен. 
3. Пусть «,=3. Имеем 


, г 87 
Е 
=? > 1,2933, “< 0,4127. (144) 


В точке М_, имеем [3, 3] А или [3, 3] В и, на основании (115), М_, + М. = 
=5М-,, М_,= (5, 15, 4), 


157’ 4" > 4,866. (145) 


А 5 
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На основании (145) и (132) 
2” = о (15% -- 41’ Е. (77 — 11") < 0, 6899. (146) 


В рассматриваемом случае [3,4] точка (3, 2,1) лежит вне; переписывая 
неравенство (96) в виде 


с -- 46 < 4а- 9т? — т— бт (2 + т”) - (2 + т"), 
замечая, что 9т? < 9, 0181 и функция 2—6 тх убывает с возрастанием 
х<3, получим на основании (144) и (146) 1,5558 с < 4,2547, с< 2,2496, 
что противоречит неравенству с > =. . Случай х_, = 3 также невозможен. 
4. Пусть, наконец, «,=4. В точке М_, имеем [4, 3] и на основании 


(127) и (128) получим 


31’ п” < 1,073, ЗМ _, + 4М, = 19М_.-2Р, М_, = (7, 19, 5), 
19’ + 51’>6,832. 
Отсюда 
71 — 441" = 40 (49% - 51") — 61 (Зт' + ^”) > 2,867, 


что противоречит (132). Случай х,=4 также невозможен. Теорема 
доказана. 


$ 29. ТЕОРЕМА 18. В случае [4,1] (в. =4, в =1) при {в., 52 
имеем 4 > — ы 


Рам дано М, =(2, 4, 1), М, = (0, —1, 2). Ра основании предыдущей 
теоремы ‘можно предполагать, что «,=4, откуда 


а р. 


И (147) 


1°. Пусть «,=1; тогда а“, =4и 


= [4, 1,1, 4 61... 1> [4 4.4.4, 2]=505, 


с >> 2,999 а, &.> 0,605. (148) 


Если /(М_., Р)>0, то на основании (123) 
М, 4М_,=9М_.-2Р, М_,= (5, 9, 2), — чз бт 9-9", 


откуда, так как 1’ < 5, получаем 7" > -,, 
отбросить. Если /(М_., Р) < 0, то М_, = (4, 9, 2), 91’ - 21" < 4,172, что 
вместе с "> т (см. (122)) дает т’ < 0,433, а=тт’—1/” >> 0,812; 
после этого из (148) вытекает, что с >> 2,435, 6 > 1,619, 4 > 4,598. 

‚ 2°. Пусть а_.=3. Тогда в, >22 и 


так что этот случай можно 
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№ = [4, .в 3, ® “5, 4; “т, в ч* -] > [4, 1, 3, ь 2, в т 2]= 9. 
в—> э, ба (149) 

Если | (М.,, Р)= —2т-- 41’ + 1” > 0, то на основании (127) 
41 + м” < 2,074. (150) 
Кроме того, 4 М_,-+3М,=19М_,-+2Р, М_, = (10, 19, 4); пользуясь (150), 
получаем — 0,168 < — 10т- 19%’ - 41" < 31’ — 1,704 < — 0,201, что невоз- 
можно. Если }\/М_., Р) < 0, то М_, = (9, 19, 4) и, так как в этой точке 


имеем один из случаев [3, 2], [3, 3], [4, 3], то 491’ 41” < 9,143; поль- 
зуясь этим неравенством и (122), получаем 


й 2 7 и 1 7 и 
\'=эт(— 2) ол (199’-+ 41”) < 0,4514, 


откуда а> 0,7962 и ‘из (149) с > 2,461, т" >> 2,43. Пусть т < 1,0001. 
Так как в рассматриваемом случае [4, 1] имеем неравенство о 


($20, замечание 4), то т”< 2,429, что противоречит т” >> 2,43. Слу- 
чай «,=3 негозможен. | 
3°. Пусть «.=4. Если ®,->2, то 


О АИ 

Если < .=1, 9 9!=А4и 
а оао 
В обоих случаях можно удержать последнее неравенство, которое дает 
с >> 3,143 а. (151) 
Из (122) получаем а > 1—1? > 0,974 — 0,672 1’— 41"?. Подставляя это 


в (151), получим 
с > 3,022 — 2,092" — 12,4521". (152) 
` Ееравенство т” -- 4 4” < 4 т— 1 можно переписать так:с -- 41" < 1”? - 3,008, 
что вместе с (152) дает 
13,452 4"? — 1,908" — 0,014 > 0, откуда \” > 0,148. (153) 


Если точка (—7, 0, 5) лежит внутри, то 49 т-{ 70” 1<25т"; из этого 
и т’ 41” <4 т— 1 получаем 1701" + 26.< 51 т, откуда т" < 0,1474, что 
противоречит (453). Поэтому (—7, 0,5) лежит вне конуса, 25 т’--1 < 
<49т- 701", что вместе с неравенством т”’-41”"<4Ат— 1 дает 
85 т’ + 37<238т, т’< 2,368. (154) 
В случае х,=4 на основании (130) имеем 
М.,+М,=6М „, М.= (12, 2,5), 1-51 < 12,48, 


откуда на основании (153) и (151) 
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1’ < 0,4767, а> 0,7727, с> 2,4054, т’> 2,37, 
аэто противоречит (154). Итак, случай я_, =4 также невозможен. Теоре- 
ма доказана. 
$ 30. ТЕОРЕМА 19. В случае [3,2] имеем а> 5. 


Нам дано а_, =3, ®, =2, М, =(—1, 3, 4), М, =(4, —2, 3). Число 
может быть равно 3 или 4. Рассмотрим сначала случай я, =3. Тогда 


(155) 
125 
84,2, 1,3, пе = г, 5,2. 68.622] 
Имеем случаи х_,=2, 3, 4. 
1°. Пусть а_,=2. Тогда 
РИ 
о о о, И. 2, т. а — 34 › | 
. 5 
Ве (156) 
а > 0,363е, се > 2,749а, 6 > 0,545с. } 
Предположим сначала, что }(М,, Р) = 0; на основании (108) 
2М, + ЗМ, =14М,-Р, М, = (6, — 11, 15), |} (М,, Р)| < 0,434, 
откуда 
5, 866 < — 111’ + 151’ < 6,14. (157) 
Как известно ($ 20, замечание 2), точка (—1, —1, 2) лежит внутри 
конуса, откуда 
а 46 (— т’ 2" Е т) т < 4с. {158} 


Пользуясь неравенствами (107) и (157), получим 


Й и 5 7 и 7 7 и р 
—1-+ 29 =3и( 11% + 159") - я (21 +”) > 0,587. 
Подставляя это и (156) в (158), находим 
се> 2,414. (159) 
Далее, (157), (103) и (107) дают 
2 7 й 11 ’ Г 
та БИС ИИ) 0.08 


(160) 
1” = Е ( Е 14 , | 151") -| (т Е\”) — 0, 1304. 


Неравенство 7” >> 0,08 показывает, что в данном случае ($ 20, замечание 4) 
ыы 1 


т” < Зи" ++ < 0,3912 -- 2,0023 =2,3935, с<2.443, 


что противоречит т Пусть теперь ] (М,, Р) < 0; тогда М, = (5, — 14, 45). 

4,866 < — 111’ - 151" < 5,139 (161) 
и тождества (160) дают 0,035 < 1”< 0,092. Пусть сначала точка (— 3, 0, 2) 
находится внутри конуса, т. е 


ЗЕ Е (162) 
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Если (5, 0, 3) лежит вне, т. е. 9т”-- 30%" -- 1 < 25т, то при помощи 


т 
12 — 8 < 0,027, что противоречит неравенству 


(162) получаем \” < 
0,035 < 1". Если точка (5, 0, 3) находится внутри конуса, 25т-- 1 < 
< 301” - 9т”, то опять вместе с (162) получаем т” > = 2,08 ..., что 
противоречит неравенству с < 2,65, имеющему место в рассматриваемом 
случае [3, 2] (см. (100)). Пусть теперь (—3,0, 2) лежит. вне, 


—- —1 


т’ < З"- < 2,279 (163) 
(так как выше доказано, что \" < 0,092). В эгом случае 1” =--и (161) 


дает !1'| < 0,354, а >> 0,874, огкуда с помощь:о второго ми 
получаем с> 2,402, т’>>2,3, что противоречит (163). Итак, случай 
а ,=2 невозможен. 
2°. Пусть «.=3. Имеем 
125 


1..1 313122 = 33, >> 2,7874. (164) 
В данном случае М_, М. =5М_,, М, =(—5, 15, 4), откуда 


— 5,139 < 151’ 41” < —4,866. (165) 
На основании (165) и (103) 


В 7 15% ^ -- 4-") < 0,127, 
1’ = и (я = | т 
т’ = 1-(45т ее (п 1’) > о, 
Отсюда |1’ | < 0,377, а > 0,857 и из (164) с >> 2,388; таким образом, 
т’ > 2,368. (167) 


Пусть / (М,, Р) > 0; тогда имеет место неравенство (160): 1" >> 0,08, откуда 


а 


т” <= (168) 


Если 9т”-Ё 301" + 4 <25т, то на основании (168) 


И: 5 7 
„ист < 2,33, 


что противоречит (167}. Если 25т 1 < 304" -- Эт’, то, пользуясь опять 
(168), получим 1” > = 0,44. .., что противоречит (166). Пусть теперь 


1(М,, Р) <0. При исследовании этого случая в предыдущем пункте 1° 
(х.=2) мы разбирали предположения (162) и (163). Доказательство 
невозможности (162) справедливо дословно и теперь,. неравенство же 
(163) противоречит (167). Итак, случай «,=3 также невозможен. 

3°. Пусть «.=4. На основании теоремы 18 можно предполагать 
я,—>2, так что 


3 
№! = [3, 1, 44а 1,...] > [3, 1, 4, 1,2, 2]=1%, с> 2,8415а. (169) 
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В данном случае 3М_,--4М, = 19М_.-2Р, откуда М_,=(—7, 19, 5); в 
в этой точке М_, ихеем один из случаев [4, 2], [4, 3], [4, 4], поэтому 
19 - 57” < — 6,927. Далее, на основании (127) 


ра’ Е: 4073. (170) 
Поэтому 
— И’ 45 = 85 (З/ +7) — 44 (191/517) >5,773. 


Так кегк это нсразеестто грстрЕсрееит (161), со из двух предположе- 
ней | (М,Р)>О0 и (М, Р)<0, разбирагшихся при исследовании 
случая а_,=2, тсзмсжво солько пертое, лак что имеем (157) и (160). 
С помощью (157) и (170) пслучаем 


Й 5 (о й и 7. " 
те (3-1) — 5 (—441'-+ 4517) > — 0,398, а> 0,844 


и далее, из (169) и (160) с >> 2,367, т” >> 2,346. Полученное неравенство 
находится в противоречии с (460), в чем убедимся совершенно так же, 
как в пункте 2° (*,=3) (форуула (168} и следующие за ней рассужде- 
ния). И ак, случай «_,=4 также невозможен. 
Переходим к рассмотрению случая «_,=4. Имеем 
107 


х=[М,2, 1, 4, 1. аи 4... < (М, 2,1, 4,14, 1, |=. (171) 


В данном случае 
М. -+2М,=7М,, М, = (7, — 14, 19), 6,832 < — 141’ - 19." < 7,175. (172) 


В точке М_, имеет место один из случаев [3,2], [3, 3], [4, 3], поэтому 
З1' +1” > — 1,135; отсюда 


3 ’ и 4 № и 
М (— 14 + 49) 51 (За 77) > 0,064. (173) 


9т -- 1 ри Е 
1 › Т0, пользуясь неравенством т’ < 2,65 (см. 


Если т” > 31” -- 


(100)), получаем 1” < 0,05, чсо противоречит (173); следовательно, 


п, (174) 
Пусть в, >3; на основании (103) и (172) 
у {А Е у и 
т == (— 141 + 19") +35 (п +”) < 0,112. (175) 


В точке М_, имеем теперь один из случаев [3,3], [4, 3], поэтому 
3’ +” > — 1,073, откуда 


1’ -=п (3-1) — 4 (— 447" + 19%) > —0,389, а> 0,848. (476) 
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Далее, на основании (171), (176), (175) 


№ = [3, ® “_з, 1, “5, т, та .] — [3, В 3, т 1, 2] => ) с > 2,7924 ) 
В 
Между тем (174) и (175) дают т’ < 2,34, так ‘что случай о 


невозможен. 
Пусть, наконец, «_,=2. Имеем 


ЗМ _,-+2М,=1АМ.+Р, М,=(—4, 11,3), —4,138< 41’ + 
+3" < — 3,866, 


откуда при помощи (172) находим 


г. Ч , Г 14 Е > 
аа (44 1997) 2% (я’-+ 31) < 0,099, (177) 


так что (174) дает 
т < 2,3. (178) 


Из (174) вытекает 1” > . \ после чего (172) дает |1’|< 0, 4, а> 0,84. 


12 
Далее, на основании (171), (177) 
О, В, р. 


са Ша, 


что противоречит (178). Итак, предположение «_,=2 (и вместе с тем 
случай «,=4) невозможно. Теорема доказана. 


8 31. Замечание. В случае [4, 3] имеем М 
Бам дано «,=4, а, =3, М_, ={2, 4, 1), М, =(—1,—3, 4) ($ 26); на 
основании предыдущих теорем а_, >> 2, в, > 3, откуда 


41’ 1” > 1,927, 31’ — 41" < 1,073. 
С помощью этих неравенств получаем 
п 3 ’ и" в 7? ГА 78 
с АК) в 07—41 0,075, 


что противоречит неравенству (127): “" < 0,072. Утверждение замечания 


доказано. 
ТЕОРЕМА 20. В случаях [3, 3] А и [3, 3] В имеем соответственно 
1 1 
О! | 
4 4 1 4 
{= в 3 =$., 1= 3 1 3 | ^^ $», 
4 8 4 8 
и) Е 


либо и 
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Рассмотрим случай [3, 3] А ($24). Нам дано я.=%,=3, М, = 
= (1, 3, 1), М, =(—1, —3, 4). На основании предыдущих теорем. можно. 
предполагать #..=а.ь= ...=3, откуда 


г 3 21 
И к 0 а. = о 


с. (179) 


Положим Мх = (рь; 9х, гк) (— © << + ®\. ее 
—=5Мь_. (— © < Ё< +05) вытекает: 1) при всяком К, Рк=+ 4», 2) при 


& > 0: = г есть (2%— 1)-ая подходящая к дроби [3, 1, 3,1,...], 3) при 


Е>0 а есть 2К-ая подходящая к дроби [1,3,1,3,...]. Разделяя 


неравенство |7 (М, Р) |= |-— трк-+'4к- "ть | < 0,168 на тк и переходя 
к пределу при А-> + <, получим два соотношения 


о 


) 


Е — 
— мА’ + т’ =0, т», ям я’ =0 И = 


из которых вытекает 1’ = и ”=0. Эти равенства вместе с (179) 
дают т" = Зт’ — 5. Если 25т-- 1 < 30" 9т”; то т"> г. 8. 

что противоречит неравенству (109): с < 2,79, имеющему место в рас- 
сматриваемом случае [3,3] А. Поэтому 9т’”- 301"-+1<25т, откуда 


‚ 28 —4 
Е Это показывает, чго при И, достаточно близком к 1, число 
т’ = —] (0, 1, 0) также сколь угодно близко к 1. Поэтому точка Р’ (0, 14, 0) 


также будет внешней вершиной конуса }=0 и ей соответствует зона 3’ 
однослойных граней П(]), параллельных ОР’. Обозначим через Вьк_, 
числа для граней 3’, соответствующие числам а... зоны 3. Одна из 
граней зоны 8’ (именно &=1) изображена на фиг. 43 и для нее В, =3; 
применяя к зоне 3’ ряд доказанных выше теорем, можем считать, что 
и все остальные В, ,=3, что дает еще одно соотношение между козф- 
фициентами }. Рассматривая полигон на плоскости у = 0, соответствующий 
бинарной форме 


Е(х, 0, 5) = — 1х? - 2вх3- аз, й = щ’т" - *, в= от тт [ем. (78)], (180) 
можем получить это соотношение, например, в форме #=28--4а, откуда 
Рис: Е 
т’=т, т=-т, ®= т, } = тф,, т=1, [ =$,. Аналогично рассуждаем 
и в случае [3, 3] В. Теорема доказана. 
Из доказанных до сих пор теорем вытекает, что можно отбросить все 
случаи [%,, %,], в которых одно из чисел а,, %, равно 3; итак, из 


десяти случаев $ 27 остаются пять: [4, 1], [4, 2] А, [4,2] В, [4, 4] А, [4,4] В. 
8 32. ТЕОРЕМА 24. ие случаях И 2] А и [4, 2] В (=, а, =2} 


при «.=4 имеем а>> 
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Из предыдущих теорем вытекает, что можно предполагать о, =4, 
&_5>2, поэтому 


Х = [1, 2, 1, 4, 1, «,, 4 


... 


1 < Ц, 2, 4, в в =, 


^ = И 2, С 4, Ь ее 
== [4, 1, 4, № Ч, в ‚ :] > [4.91 4, 1, 5 =, 
193 


а 


Отсюда, принимая во внимание, что а >-- - ‚ выводим 
с > 3,562 а > 2,671, 6 > 0,573с, а > 0,28 с, а > 0,607 с*. (181) 
Рассмотрим случай [4, 2] А. Имеем 


И: = (— Ва. 3), М.-+2М. =7М,,М,=(—7,— 14, 19), 
7т — 141’ + 19"< 0,468, (182) 


откуда, так как \” <5, 
оо (183) 


Если 25т - 1 < 30%" 9т”, то с помощью (183) и (181) находим 
205 С —285 > 9-43. 


Если Эт" + 301” 1<25т, то, предполагая т < 1,0001 и пользуясь (183), 
находим т” < 2,667, с< 2,669, что противоречит с > 2,671 (см. (181)). 
Рассмотрим случай [4, 2] В. Имеем 


М, = (7,—14, 19), М, =(—2, 4, 1), М,-+М,=6М „М. =(—12, 24, 5), 
}(М,, Р)< 0,168, 1(М_,„, Р) < 0,073, 


откуда (считая т < 1,0001) 
— 149’ 191" < 7,169, 241’ +5” < — 11,927. 


Поэтому 


12 Й и 7 / и 
а (— 1497 Е 19") зв (2497-Е 57") От, 
Дальше рассуждения те же, что и в предыдущем случае [4, 2] А. Теоре- 
ма доказана. 

ТЕОРЕМА 22. В, случаях [4, 2] Аи [4,2] В (%,=4, а. =2) при &«.=1 


9 
имеем 4 > >. 


И случай [4, 2] А. Для этого случая в предыдущей а 
‘уже доказаны неравенства (182), (183), из которых (182) дает 


6,832 - 19%” < 141. (184). 
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р. 


‚ При ®,=1 в точке М. =(2, 4,1) имеем случай [4, 1], так что на 
основании (122) 


АМ, РУ] =|-2т т +71 > > 0,44. 


Поэтому либо 41’ 1”> 2,14, что вместе с (183) приводит к невозмож- 
ному результату 41’ > 2,13,’ > >. либо 41’ 1” < 1,862, что вместе 


с (184) также приводит к невозможному результату: 451" -- 0,63 < 0,” < 0. 
Рассмотрим случай [4, 2] В. В предыдущей теореме уже замечено, 
что в этом случае М, = (7, — 14, 19) и 


— 141’ + 19" < 7,169 (т < 1,0001). (185) 
Далее, так как при «,=1 имеем х_,=4, 
КА, И, В. Мы, 
а Пе (186) 
< 97, а> 0,2%, 5> 0,568, 4> 0,61*, с> 3,4290. 


„В точке М, (—2, 4, 1\ имеем случай [4, 1]; если }(М_,, Р) = 


=2т-- 41’ -- 1" < 0, то (воледотвие того, что 7’ > —5 1“ = — >, 1” =0, 


(М ,,Р)=0, что невозможно, так как на основании (122) должно 


быть |/(М., Р)|> 55. Поэтому /(М., Р)>0, АМ ,+М,=9М ‚-+2Р, 
М_,=(—4, 9, 2). По замеченному выше для случая [4, 1] ($26) 
числа }(М_,,Р) и /(М.,,Р) разных знаков, т. е. КМ_„Р) < 0“и, 
так как в М_, имеем опять [4,1], то М_.-+4АМ,=9М,-—2Р, 
М_,=(— 30, 65, 14). Далее, на основании предыдущих теорем |«_,=2, 
‚ поэтому |] (М_,, Р)| < 0,073, или 


— 30,076 < 657’ + 44" < —29,927. (187) 


Из неравенств (185) и (187) вытекает 


иг 1% , и 65 ’ п 
65 + 1") 5: (— 147 -- 1997) < 0,04, т 
р 19 7 я 14 г г. 
т’ = таз (651-519) — и (— 141: 191) < — 0,47. 
Отсюда с помощью (186) и (188) получаем 
а > 0,779, с>2,674, т’> 2.668. (189) 


Если 25т + 1 <9т”- 301", то, пользуясь (188) и (186), получаем 
т” > 2,75, а>4,61. Если Эт" + 301"-- 1 <25т, то т’ 2,667, что про- 
Ётиворечит (189). Теорема доказана. 


Следствие. В случае [4А, 1] имеем а > г. 


”^ Вытекает из теорем 18 и 22. 
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$ 33. ТЕОРЕМА 23. В случаях [4,4] Аи [4, 4] В либоа> Е Е 
либо имеем соответственно : 


а - 0 1 ВЫ —> 0! 
а 
о 3 | о > | 
О 
Обе эти формы эквиваленты ®... Форма . —1 > подста- 
о 3 


И РАНЕ ЗА 


новкой 0 —1 0| переходит вф,, = о И 
(| 0 1] ( т. 2} 


Рассмотрим случай [44] А, так что 9. =2=4, М. =(2,4, 1), 
М, =(—2, —4, 5). Из предыдущих теорем вытекает, что все а... =4, 
откуда 

х= 1,4, 1. 4,.. ЛЕ КИР, 14, 1,4,1,..1=24+2/5, 


= ее, ве. (190) 


Для точек Мь(рь, 4ь, гк) имеем соотношения 
Мх- Мк, =6М», (< <Е<+®), 


1 - 
из которых вытекает: 1) рк=- 4к При всяком К, 2) при Е-> + о 


НХ, о. 


Тк ТЕ А 


Формула —тр, | т’4«-тк=0О (1) при К—>- со дает 
РЕМИ = 0, ЕК-ТМ ТО, 


откуда =, 1”=0. Подставляя это в (190), получим т”’=4т’—т; 
формула т”-+ 41” <4т—1 дает и’ < _ так что т’ можно прер- 
полагать сколь угодно близким к 1. Обозначим через 3’ зону гра- 
ней для внешней вершины (0, 1,0) и через В, _, —соотвэтствующие 
этим граням числа (ср. доказательство теоремы 20). Одна из гранэй 
зоны 8’, именно &=1, изображена на фиг. 15 и для нее В, =4. Приме- 
няя к зоне 8” ряд доказанных выше теорем, видим, Что относительно 
ряда чисел 8,,. можно сделать только два предположения: 1) либо он 
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состоит только из четверок, 2) либо из четверок попеременно с двой- 
ками. Второе предположение дает для бинарной формы (180) соотно- 
9 
5 


‚ 15 д 
шение #=2--- а, из которого получаем и’ = :т < 1, что невозмож- 


но. Первое предположение дает #й=22+5а, т’=т, т” = эт, => т. 
Аналогично рассматривается случай [4,4] В. Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 24. В случаях [4.2] А и [4,2] В либоа> ° 


5, ибо имеем 


соответственно 
ВЕЕТ ее 
ыы и 
Рассмотрим случай [4,2] А, так что х,=4, %=2, М, =(2, 4, 1). 
Из предыдущих теорем вытекает, что х,=4, &,=2,..., %,=2, 
х.=4,..›, откуда 
а И ро 
= те, а=2е (194) 
Для точек М, имеем соотношения 
М, 2М,_.,=7М,. (Ё четное); 2М. -М, .=7Мк. (Ё нечетное) 


(^— © << о). 


Из этих соотношений так же, как и при доказательстве теорем 20 и 23, 


т 4 
выведем, что = ‚ \'=0; подставляя это в (194), получим ® = и" 
“ 


, 


и т”: В случае [4,2] А точка (—2, 1,1) лежит вне (фиг. 14); 


следовательно, 
п 175 7 

т < 55 Тб чз < 2,831: (192) 

Если 25т- 1 <9т" р 301", то т’ > г. = 2,88... , что противоречит (192). 


Поэтому Эт” - 30%" + 1<25т, откуда 


т 2.67. (193) 
Далее, ](9, 2, 4) =24т" —64т;} если эта точка лежит внутри, то 
65 
т’ > 5. =2,7..., что противоречит (193). Поэтому точка (9, 2, 4) лежит. 
ь„_64т-—1 у 85т — 1 ь р 
вне, их, тк, т. е. т’ сколь угодно близко к 1. . 


Внешней вершине (0, 1, 0)* соответствует ряд чисел В,,, (8, =4 для 
грани &=1). Для ряда В», возможны те же два предположения, что 
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и при доказательстве теоремы 23; первое предположение (все В», ,=4) 
343 
дает т” = тр т > 2,8, что противоречит (193). Второе предположение 
ый о РЯ 3 р 

(Вакаа = ‚ Ва. =2) дает т =; т, о=ът, т =м. 

Аналогично рассматриваем случай [4,2] В. Теорема доказана. 

Из изложенного в $$ 19—33 вытекает справедливость теоремы 1 для 
форм, принимающих сколь угодно близкие значения к своему минимуму 
с отрицательной стороны. Вместе с тем теорема 1 полностью доказана. 
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В. А. УЕМКОУ. ЗОВ ГЕ РКОВТЁМЕ ЕХТВЁМАТЕ О\ МАВКОЕЕ 
РООВ ГЕЗ ЕОВМЕЗ ООАОВАТТОЕ ТЕВМАИВЕ$ ТРЕЕ! М1Е$ 


ВЕЗОМЕ 


Те ргоБ1ё те дез ИшИез ргёс1зез 4е пупита (ез {огшез дааагадиез 
Б1пазтез 096 тез а (66 сотр етепф гб о]и раг А. МагКойЙ [уолг (*)]. 
МагкоМ а обтоп\гб 1е \№богёше зи1уап1: [а ИтИе зирёмеите ртёс1зе 4ез 
тиита 4ез {юттез таёртез ах? ху су? ауат 1е тёте айетттай 
А=6*— а > 0 (х,у @аптё 4ез епетз, а, $, с— 4ез потбтез тёефз 4ие- 


сопчиез) е5ё ве ай питтит и кА 4ез |огтез вашещещез 4 

М: = ие А (2°— ху— у’); роиг 1е$ рюттез поп-вдитеетез @ 1а рюгте М, 
о 

сейе Итие ез! все ай таитит и’ А 4ез [оттез вашуещете$ @ 


М, = А Д (52° — 2ху — у") ег. 


5 Известия АН, серия катематическая, № 6. 
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Га з6ме М,, М,,... реаф &то рго]опоёе 3иНпииепь еб 1ез {огтез 
ех(гбшез М,, М„,... ]ощ1ззетф ае р!аз1елгз ргорг16ёз гетагала ез. 
Папз 1а по (?) Магкой розе 1е ргоБЛёше апа]осае ропг 1ез Ёогтез 
{егпа1гез ша6Ниез, таз ИП п’оБИепф дие 1ез диафте ргепиегз 4егшз 4е 
1а збг1е соггезроп Чапе ($,, Ф„, ф,, Ф,;; уот Г’ПитодисН оп, $ 3). 

виа Из Чапз се шёшойте ]ез 14 ртепуегз фегшез 4е 1а зёме 4е 
Магкой рог 1ез {огтаез фегпа1тез. Ле абтотиге 1а ргорози1оп эиуате 
(Вбогёше *)): 

бой 

[(х, у, 3) =ал*- а’у? -На"2* + 29"ху + 26'хз -- 2692 


ипе }огте Фетпте таёйше атхес 41ез сое}рстетё$ тёсёз атфийталтез её 


[е айеттапат 


а р" Ь’ 
С И 
Бьа’| 


51 Роп. еде 1е; роттез вдигаетез; аих рттез а®, (а “апт сопяате, 
Е=1, 2, ..., 44, уои ’Пито@асйоп, $ 3), а сет абзоше 4е сйадие 


3 
А а . 2 , 
алите }отте } ре @те }айе р1из рее цие |/ 5.4, %, у, 3 ат 4ез потфтез 


ет ет$ её 2*- у? 3? > 0. 

Ма шёфо4е езё ипе шёфо4е оботёйтаае {опаёе зиг ]а сопз1А6гаНов 
4е 1а Ч1з@1раиоп 4ез роз епМегз (х, у, 2) раг гаррогф ай сбпе 
1(х, у, 3) =0. баррозопз чае 1а Фогте аоппбе } пе гергёзеп{фе раз 26го. 
бой К пе 4ез Чех паррез 4а сбпе [=0; а6з1епопз раг 9 ’епзеш е 
Че юз 1ез ро1пфз епегз 1аёег$ & К. Сопз1Ч6гопз ип уоиае сопуехе 
1е раз рейё роз Ме П(]Р) фм сопИепё 40$ 1ез роз 4е 3}; ’аррее 
]ез зом шеёз 1п66тг1епгз раг гарротё ай сбпе }=0 1ез зотатае%з 
4е ро1уё4ге П(]). 501% Р(Ё 1,5) чп рошё епыег реаший{ ехббмейг аи 
сбте }=0; 4е тшёше, 1е ро Р зега 4 ип зом шеё ехебг1еиг 
раг гаррог& ай сбпе }=0, 51 1е аоташе Т абегиаиб раг 1ез 106оа11463 


КР)= ИФ, Х)< -ПР), АО 90 Ф=0 Е 
пе сопеп раз 4ез ро1пёз епмегз заоЁ ]ез роз О её Р. М№омз а6- 
з1етопз 161 раг }(Р, Х) 1а !1огше р1ибаше 

о 
КР, = НУР = 
е раг Ф=0, $’=0 1ез вапамопз 4ез Ч4еах р]апз фапсеп4з ап сбпе 
1(Х)=0 шепёз раг 1е уесббешг ОР (ф>0, $'’>0 рог 1а парре К). 
]е маце Чапз ]е старите Т 1ез ргоргл66ёз Ч1уегзез 4ез зотатаеёз ехёб- 
г1еитз; ]1а Чё тпопз&гамой Ча Ввогёше 1 зе фгочуе 4апз 1ез сВаритез П 


еф ПП]. 
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Л. И. КОПЕЙКИНА 


СВОБОДНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ПРОЕКТИВНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 


(П редставлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


В работе строится теория свободных проективных плоскостей и сво- 
бодных разложений проективных плоскостей; первые результаты в этом 
направлении принадлежат Холлу (1). Эта теория оказывается вполне 
параллельной теории свободных произведений групп. 


Введение 


Проективной плоскостью называется множество точек и пря- 
мых с отношением инцидентности («точка лежит на прямой», «прямая 
проходит через точку»), причем 

1° каждые две различные прямые имеют одну и только одну общую 
точку; 

2° каждые две различные точки содержатся в одной и только одной 
прямой; 

3° существуют по крайней мере четыре точки, никакие три из кото- 
рых не лежат на одной прямой. 

Будем рассматривать также множества точек и прямых, в которых 
выполнены условия 1° и 2°, но не выполнено условие 3°, называя их 
вырожденными плоскостями. 

Легко проверить, что все вырожденные плоскости исчерпываются, 
следующими типами: 

(1) пустая плоскость, 

(2) прямолинейный ряд точек (в частности, прямая), 

(3) пучок прямых (в частности, точка), 

(4) прямолинейный ряд точек, через одну точку которого проведено 
несколько прямых, 

(5) пучок прямых, пересеченный прямой. 

Построение теории проективных плоскостей, параллельное теории 
свободных групп, начато в работе Холла (`). 

Холл вводит следующее определение: 

частичной плоскостью называется множество точек и прямых, 


в котором: 
1° существует не более одной точки, общей двум данным различным 


прямым; 
5% 
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2° существует не более одной прямой, проходящей через две данные 
различные точки. 

Вырожденной частичной плоскостью называется частич- 
_ная плоскость, в которой нет четырех точек, никакие три из которых 
не лежат на одной прямой. 

Холл доказывает, что всякая частичная плоскость содержится в не- 
которой полной. Доказательство состоит в том, что частичная плоскость 
пополняется точками пересечения пряхых, которые в ней не пересе- 
каются, и прямыми, соединяющими точки, в ней не соединенные. Полу- 
чается новая частичная плоскость, содержащая данную, причем между 
элементами данной частичной плоскости в ней выполняются те и только 
те соотношения, которые там уже были. Эта новая частичная плоскость 
вкладывается тем же способом в следующую и т. д. Объединение всех 
этих частичных плоскостей будет полной плоскостью, содержащей дан- 
ную. частичную плоскость. Построение, конечно, не однозначно. 

Простейшим случаем такого расширения частичной плоскости будет 
тот, когда каждая присоединяемая точка получается как пересечение 
ровно двух прямых, а каждая присоединяемая пряуая проводится 
ровно через две точки. Это будет свободное расширение частичной пло- 
скости в полную. Такое расширение частичной плоскости в полную 
однозначно. 

Вообще свободным расширением частичной плоскости П, назы- 
вается вложение ее в другую частичную плоскость П, присоединением 
точек пересечения некоторых пар прямых, не пересекающихся в П,, 
и прямых, соединяющих некоторые пары точек, не соединенных в П, 
(причем каждая новая прямая соединяет ровно две, стерых | точки, 
каждая новая точка служит пересечением ровно двух старых прямых). 
Свободное сокращение частичной плоскости— выбрасывание из 
нее некоторых прямых, соединяющих ровно две точки, или точек, в ко1о- 
рых пересекаются ровно две прямые. 

Частичные плоскости, получающиеся одна из другой конечным числом 
свободных расширений и свободных сокращений, называются сво- 
бодно эквивалентными. Плоскости, получающиеся свободным 
расширением свободно эквивалентных плоскостей, изоморфны (так как 
такое расширение однозначно). 

Пусть конечная частичная плоскость содержит Р точек, Г. прямых 
и Г инциденций между ними. Тогда, как доказывает Холл, число 
2(Р-- Г) —1 инвариантно при свободней эквивален“ности. Назовем его 
рангом соответствующей полной плоскости и будем говорить, что эта 
плоскость имеет конечный ранг. Плоскость, не являюшаяся сво- 
бодным расширением конечной частичной плоскости, называется пло- 
скостью бесконечного ранга. Условимся в этом случае называть 
рангом плоскости мощность множества ее точек. 

Подплоскость (частичная подплоскость) плоскости П— 
множество прямых и точек плоскости П, само удсвлетворяющее опре- 
делению плоскости (Частичной плоскости) при инциденциях, определен- 
ных в П. Пересечение любого множества подплоскостей есть подплос- 
кость. 
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Холл называет замкнутой конфигурацией такую конечную. 
частичную плоскость, в которой на каждой прямсй лежат по крайней 
мере три точки и в каждой точке пересекаются по крайней мере три 
прямых. В дальнейшем, говоря о замкнутой конфигурации, мы не будем 
предполагать ее конечной. 

Холл определяет свободную плоскость П, (п > 4) как пло- 
скость, полученную свободным расширением частичной плоскости, состоя- 
щей из п— 2 точек на прямой и двух точек вне этой прямой, и дока- 
зывает, что свободная плоскость не содержит конечной замкнутой 
конфигурации и что, обратно, плоскость, не содержащая конечной 
замкнутой конфигурации и порожденная конечным числом образующих, 
свободна, откуда следует, что подплоскость свободной плоскости, поро- 
жденная конечным числом образующих, свободна. | 

А. Г. Курошем был поставлен вопрос о возможности доказать эту 
теорему для произвольной подплоскости и о построении для плоскостей 
теории, аналогичной теории свободных произведений групп. 

В настоящей работе теорема о подплоскостях свободной плоскости 
(теорема типа теоремы Нильсена-Шрейера (*)) доказывается без предполо- 
жения о конечности числа образующих в подплоскости ($ 2). Благодаря 
некоторому обобщению введенного Холлом понятия свободного произ- 
ведения плоскостей (как свободного расширения частичной плоскости, 
состоящей из объединения данных плоскостей), удается доказать, что два 
свободных разложения произвольной плоскости обладают изоморфными 
продолжениями (дазке общим продолжением с точностью до свободной 
плоскости). Поэтому если плоскость обладает разложением с неразло- 
жимыми множителями, то такое разложение этой плоскости единственно 
(теоремы типа теорем Куроша (*) в теории свободных произведений 
групп). 

Неразложима в свободное произведение, например, плоскость, являю- 
щаяся свободным расширением конечной топологически связной ва- 
мкнутой конфигураций; неразложимы также дезарговы плоскости. Точка 
и прямая оказываются не неразложимыми. Это как бы «двухатомные мо- 
лекулы», и неразложимы в свободное произведение лишь «атомы» пря- 
мой и точки, —определенные в $ 1 свободные плоскости ранга 1. 

В $ 3 строится пример плоскости, не разложимой в свободное произ- 
ведение неразложимых множителей. 

В $4 изучаются плоскости с конечным числом образующих. Пло- 
скость рассматривается вместе с определенным способом построения ее 
из системы образующих. При этом в плоскости однозначно выделяется 
минимальная частичная подплоскость, которая может быть построена 
из данной системы образующих так, что каждый ее элемент присоеди- 
няется тем же способом, что и при рассматриваемом построении пло- 
скости, причем она порождает всю плоскость при свободном расширении. 
Изучение плоскости сводитбя к изучению этой частичной плоскости — 
остова плоскости. Доказывается, что если плоскость обладает ко- 
нечным числом образующих, и остов ее —замкнутая конфигурация, то 
этот остов целиком содержится в любой частичной плоскости, порож- 
дающей данную плоскость при свободном расширении, в частности, — 
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в объединении множителей любого разложения. Далее доказывается, 
что в плоскости с конечной системой образующих, состоящей из п 
элементов, можно конечным числом шагов заменить систему образующих 
новой, состоящей не более чем из 2п элементов, притом так, что после 
выделения некоторых элементов этой новой системы образующих сво- 
бодными множителями ранга 1 остов оставшейся части плоскости будет 
замкнутой конфигурацией. Отсюда следует теорема типа теоремы 
Грушко (4) (см. также Меитапп (°)) в теории свободных произведений 
групп: плоскость с системой образующих, состоящей из п элементов, 
есть свободное произведение не более чем 2п неразложимых множителей, 
каждый из которых обладает конечной системой образующих. 

В $5 строится пример плоскости, которая не является свободной, 
но каждая порожденная конечным числом образующих подплоскость 
которой свободна. 


$1 


Определение. Вполне свободной плоскостью называется 
плоскость, полученная свободным расширением частичной плоскости 9}, 
состоящей из точек и прямых без каких-либо инциденций между ними. 

ЛЕММА 1. В невырожденной вполне свободной плоскости 5 с систе- 
мой образующих 3} можно выбрать новую систему свободных обра- 
зующих — частичную плоскость, свободно эквивалентную 3} и состоя- 
щую только из точек. 

Если 3} — конечна и состоит из т точек и п прямых, то, так как 9 
невырожденная, либо т > 3, либо ‘п > 3. Разбиваем множество прямых 
на непересекающиеся тройки и каждую тройку заменяем тройкой точек 
попарных пересечений этих прямых. Если еще остаются прямые, пусть { 
будет одна из них. Берем три точки А, В, С, присоединяем прямые 
АС и ВС и точки пересечения их с прямой [, затем выбрасываем пря- 
мую [, точку С и прямые АС и ВС. 

В бесконечном случае разбиваем множество прямых на непересекаю- 
щиеся тройки и кажрую тройку заменяем тройкой точек. 

Подплоскость вполне свободной плоскости может и не быть вполне 
свободной. 

Пример. Пусть 5— вполне свободная плоскость, порожденная 
четырьмя точками А, В, С, О, и Ор— точка пересечения прямых 
АД и ВС. 

Рассмотрим подплоскость 5’, порожденную частичной подплоскостью, 
состоящей из точек В, А, О, О) и прямой, на которой лежат три 
последние точки. Ясно, что 5’ есть свободное расширение этой частич- 
ной плоскости, а потому для нее имеет смысл данное во Введении опре- 


деление ранга: 


В=2 (РН Г, 


Здесь Р=&4, [=1, Г[=3; В=2(441)—3=7. 

В 5’ нельзя, следовательно, выбрать [конечной системы свободных 
образующих, так как для такой системы [=0 и А четно. Но в 5’ не 
может быть и бесконечной системы свободных образующих, потому что 
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каждая из точек В, А, О, О содержится в подплоскости, порожденной 
уже конечным числом образующих. 

Определение. Свободной плоскостью называется пло- 
скость, полученная свободным расширением частичной плоскости, состоя- 
щей из множества точек, расположенных на прямой, и двух точек вне 
этой прямой, а также каждая вырожденная плоскость. 

Всякая вполне свободная плоскость свободна. 

Действительно, если эта плоскость вырожденная, то она свободна, 
по определению. Если же дава вполне свободная невырожденная пло- 
скость, то в ее системе образующих выбираем четыре точки; через две 
из них проводим прямую [, две другие точки А и В будут вне [. 
Каждую точку Х из системы образующих плоскости заменим двумя 
точками пересечения с / прямых АХ и ВХ. Новая частичная плоскость 
свободно эквивалентна исходной и порождает при свободном расшире- 
нии свободную плоскость. 

Всякая невырожмденная свободная плоскость с бесконечным числом 
образующих вполне свободна; всякая невы рожденная свободная плоскость 
с конечным числом образующих пли вполне свободна, или се является 
свободным расширением частичной плоскости, состоящей из нескольких 
отдельных точек и одной прямой с точкой. 

Пусть свободная плоскость порождается частичной плоскостью, со- 
стоящей из множества точек, расположенных на прямой [, и двух 
точек Аи В вне /[. Любые две точки М и 
№, лежащие на прямой [, можно заменить А в 
одной свободной точкой Р так, что получен- я 
ная частичная плоскость свободно эквива- 
лентная исходной. 


Действительно (фиг. 1), присоединяем пря- у 
мые АМ и ВМ и точку Р пересечения 7: >” 
прямых АМ и ВМ. Выбрасываем точки 
М=ВМ .Ги М=АМ -.[Ги прямые АР = АМ Фиг. 1 
и ВР=ВМ. 


Таким образом, если множество точек на прямой { бесконечно или 
если оно конечно, н® четно, то с{ можно «снять» все точки, и наша 
плоскость будет свободным расширением некоторого множества отдель- 
ных точек и одной прямой без точек на ней, т. е. плоскость вполне 
свободна. Если же множество точек на { нечетно, то с { можно снять 
все точки, кроме одной, и поэтому наша плоскость будет свободным 
расширением частичной плоскости, состоящей из нескольких отдельных 
точек и одной прямой с точкой. 

Определение. Свободным произведением множества 
плоскостей А. называется свободное растнирение 5 частичной плоскости, 


являющейся объединением всех А», 
Ф 
5=П А 
@& 


ЛЕММА 2. Ранг свободного произведения конечного числа плоскостей 
конечного ранга равен сумме рангов множителей. 
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и 
Пусть дано конечное множество плоскостей А;, каждая из которых 

есть свободное расширение конечной частичной плоскости А;. Так как 


свободное расширение частичной плоскости в полную однозначно, 
® г : 

ПА, будет свободным расширением объединения всех А;. Если Р., [1 
# 

п Г; будут соответственно число точек, прямых и инциденций в частич- 
ной плоскости А, аР, [и Г—эти же числа для объединения всех 
А:, то 


1) 


В (4) =2 (РЁ) Г, 


В= У Рь Г У Ма, НЕ 


а потому 
в(Па)=2Р+Ь-т= Уно. 


Каким числом может выражаться ранг свободной плоскости? Для 
невырожденной свободной плоскости ранг А>8, причем для всякого 
такого В существует единственная свободная плоскость ранга А. Ранг 
вырожденной свободной плоскости может быть любым числом, начиная 
с двух (ВА =2: прямая или точка; А-=3: прямая с точкой на ней; 
В=п> 3: п-^2 точки на прямой или п—4 точки на прямой, одна 
вне прямой, или пучок п— 2 прямых; и другие). 

Введем идеальную «сверхвырожденную» свободную плоскость ранга 1. 
Это будет плоскость, в которой Р=1, [=0, [=1 или Р=0, Г=14, 
1=4, т.е. точка или прямая, которые не свободны, чему-то инци- 
дентны. Впрочем, права на самостоятельное существование такая 
«плоскость» не имеет и будет рассматриваться лишь в качестве свобод- 
ного множителя. 

Определение этого понятия основано на доказываемой ниже лемме 3. 
Введем сперва следующее 

Определение. Две плоскости, содержащие векоторую плоскость А, 
назовем изоморфными над А, если между ними существует изомор- 
физм, продолжающий тождественное отображение А на себя. 

Ясно, что две плоскости, каждая из которых есть свободное расши- 
рение одной из двух свободно эквивалентных между собой частичных 
плоскостей, содержащих некоторую плоскость А, изоморфны над А. 

ЛЕММА 3. Если А р— произвольная плоскость, то все невыроэюден- 
ные плоскости, являющиеся свободными расширениями частичных плоско- 
стей, полученных присоединением к А одной точки (или одной прямой), 
инцидентной некоторой прямой (некоторой точке) плоскости А, изо- 
морфны над А. 

Пусть к плоскости А присоединяется прямая 7, инцидентная неко-. 
торой точке М этой плоскости. В плоскости А имеется прямая т, не. 
проходящая через точку М, иначе плоскость, полученная присоедине-` 


нием {[, была бы вырожденной— пучком прямых с расположенным на, 
| 
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одной из них множеством точек (см. (4) во Введении). Присоединим 
к частичной плоскости, состоящей из А и [. точку пересечения № двух 
прямых т и / и выбросим прямую [, на которой лежат теперь ровно 
две точки. Полученная частичная плоскость свободно эквивалентна 
исходной и тоже содержит А; следовательно, плоскости, полученные 


свободным расширением частичных плоскостей АР и А-М, изоморфны 
нэд А. 


При этом безразлично, какой именно точке (прямой) инцидентна 
присоединяемая прямая (точка); все так построенные невырожденные 
плоскости изоморфны между собою. Если присоединяемая точка К 
кладется на прямую { плоскости А, ее можно заменить точкой, инци- 
дентной любой другой прямой т из А, так что полученная частичная 
плоскость содержит А и свободно эквивалентна исходной. Действи- 
тельно, если плоскость А — невырожденная, в ней есть точка М№, не 
лежащая ни на одной из прямых / и т. Присоединим к частичной 
плоскости А+ К прямую МК, затем точку М пересечения прямых МК 
и т и выбросим точку К (через нее проходят две прямые / и №К) и 
прямую ММ = МК (на ней лежат две точки М и М). 

Если плоскость 4 — вырожденная, утверждение леммы легко проверить 
непосредственно, рассмотрев все вырожденные плоскости. 

Если плоскость А имеет конечный ранг А, то, как легко проверить, 
ранг плоскости А’, представляющей собою свободное расширение частич- 
ной плоскости, полученной приссединением к А одной точки (одной 
прямой), инцидентной некоторой прямой (некоторой точке) плоскости А, 
равен А-| 1. Ввиду этого мы для общего случая введем следующее 
определение, хорошо согласующееся с леммой 2: 

Определение. Плоскость А’, представляющая собою свободное 
расширение частичной плоскости, полученной присоединением к неко- 
торой плоскости А одной точки (одной прямой), инцидентной некото- 
рой прямой (некоторой точке) плоскости А, называется свободным 
произведением плоскости А и свободной плоскости 
ранга 1. 

Определим теперь свободное произведение А” плоскости А на любое 
(конечное или бесконечное) множество плоскостей ранга 1. 

Пусть А—данная плоскость и 9} — некоторое вполне упорядоченное 
множество. Положим А, = А. Пусть для всех В < «Е ЖЖ плоскость А, уже 
определена, причем из В < В’ < х следует, что А. является подплоскостью 
плоскости Ау. Если х — 1 существует, обозначим через А, свободное произ- 
ведение плоскости А._! и свободной плоскости ранга 1; если же а пре- 
дельное, пусть А.— объединение последовательности вложенных друг 
в друга плоскостей А; для 8 <. Тогда А” будет объединением всех А. 
для 9% Е}. 

ЛЕММА 4. Свободное произведение А” плоскости А и любого мно- 
осества 3 свободных плоскостей ранга 1, если оно невырожденное, 
вполне определяется (с точностью д0 изоморфизма над А} мощностью 
множества 3} (т. е. не зависит от порядкового типа 3). 

В самом деле, легко показать, пользуясь леммой 3 и транофинитной 
индукцией, что плоскость А” изоморфна над А с плоскостью, получен- 
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ной свободным расширением частичной плоскости, состоящей из 
плоскости „А и множества точек мощности множества 3%, причем 
все эти точки инцидентны некоторой фиксированной прямой плос- 
кости Л. 

ЛЕММА 5. Пусть А— произвольная плоскость, Е — свободная плос- 
кость ранга В (конечного или бесконечного), причем А+Ё невы рожденная 
плоскость. Тогда плоскость А+Е изоморфна над А со свободным произ- 
ведением плоскости А и В свободных плоскостей ранга 1. 

Берем в плоскости А точку М, в плоскости Ё точку М. ЁК А при- 
соединяем свободный множитель ранга 1 в виде прямой, проходящей 
через точку М; затем второй множитель ранга 1 в виде точки №, инци- 
дентной этой прямой, а затем выбрасываем присоериненную прямую. 
Таким образом, свободное присоединение одной точки из ЕЁ к А равно- 
сильно присоединению двух множителей ранга 1. Двойственное рас- 
суждение приводит к такому же утверждению для случая прямой из РЁ. 
Если АЬ—одна прямая (точка), а ЁР состоит только из точек (прямых), 
придется взять новую систему образующих Ё, подобно тому, как 
в лемме 1; это можно сделать, так как А .Ё— невырожденная плоскость 
и, значит, в Ё имеется в этом случае не меныше трех точек прямых. 
Отсюда следует справедливость леммы для случая, когда Ё вполне 
свободная‘ плоскость, а поэтому и для случая любой невырожденной сво- 
бодной плоскости, так как последняя будет или вполне свободной или же 
свободным произведением вполне свободной плоскости и множителя 
ранга 1. 

Справедливость леммы в случае, когда ЁР— одна из вырожденных 
плоскостей, устанавливается непосредственной проверкой. 

Из доказанной леммы непосредственно следует: если А — произвольная 
плоскость, Е, и Е, — свободные плоскости одинакового ранга, причем 
плоскости А.Р, и А,+ЕР, невыроюденные, то А.Р и А,+ЁР, изоморфны 
над А, т. е. в качестве свободных множителей, на которые распадается . 
невырожденная плоскость, свободные множители одинакового ранга А 
равносильны. Ввиду этого мы будем говорить дальше о свободном мно- 
жителе, являющемся свободной плоскостью ранга `В, не уточняя, какая 
именно свободная плоскость этогс ранга (невырожденная или одна из 
вырожденных) рассматривается. 

Присоединение точки в качестве свободного множителя равносильно 
присоединению двух свободных множителей ранга 1. Вообще, свободная 
плоскость ранга А будет свободным произведением Я свободных пло- 
скостей ранга 1. 

ЛЕММА 6. Если даны два свободных разложения произвольной пло- 
скости А”, имеющие вид А*=А.В,=А +В,, то В(В,)=В(В,). 

Если все три плоскости конечного ранга, то утверждение леммы 
следует из леммы 2. 

Пусть плоскости В, и В, конечного ранга, а ранг плоскости А 
бесконечен. Пусть В1 и Вз будут конечные частичные плоскости, 
порождающие соответственно В, и В, при свободном расширении. 
Каждый элемент частичной плоскости В1 получается при свободном 
расширении объединения плоскости А и частичной плоскости Вз, но. 
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получается он уже на конечном шаге; значит, в его построении. 
участвует лишь конечное число элементов плоскости А. 

Возьмем все элементы плоскости А, необходимые для построения 
элементов В1, если даны элементы Вз, и элементов ВФ, если даны 
элементы В1; получим конечную частичную подплоскость А’ плоско- 
сти А. Пусть А”— плоскость, полученная свободным расширением А”, 
она, конечно, может и не быть вложенной в плоскость А. Так как 
свободное расширение частичной плоскости в полную однозначно, то 
А". В, =А”*+ В,. Теперь каждая из плоскостей А”, В, М В, конечного 
ранга, а потому А (В,)=В(В.,). ий 

Пусть, наконец, по крайней мере одно из `В, бесконечного ранга 
и, например, А (В,) < В(В,). Для построения каждого из элементов 
плоскости В, необходимо, кроме А, конечное число элементов плоско- 
сти В,, следовательно, всего — множество мощности А(В,), т. е. соб- 
ственное подмножество В,. Если же В, конечного ранга, то пусть 
В! — конечная частичная плоскость, порождающая В, при свободном 
расширении; тогда для построения всех элементов В1, а следовательно, 
и всех элементов В,, необходимо, кроме А, лишь конечное число эле- 
ментов В,, т. е. свова собственное подуножество В,. Поэтому А+ В, 
будет собственной подплоскостью плоскости А.В,. т е. А+ В, = А*В.. 

Пол плоскостью, нё разложимой в свободное произведе- 
ние, мы будем понимать лишь плоскость, от которой нельзя отщепить 
даже множителя ранга 1. 

Дезаргова плоскость неразложима в свсбодное птоизведение. Дей- 
ствительно, свобсдное произведение есть свободное расширение некото- 
рой частичной плоскости, но, как показал Холл, всякая плоскость, 
полученная свободным расширением частичной (неполной) плоскости, 
не дезаргова. 

Плоскость, являющаяся свободным расширением конечной связной 
{т. е. любой элемент которой можно связать с любым другим цепочкой 
инциденций) замкнутой конфигурации, неразложима в свобсдное пройз- 
ведение. Действительно, если такая плоскость рагложима, П=Р*0О, то 
исходная замкнутая кокфигурация целиком содержится в объединении 
плоскостей Р и 0. (Доказательство этого утверждения в точности 
повторяет доказательство теоремы Холла о том, что свободная пло- 
скость не содержит конечной замкнутой конфигурации.) Однако, ввиду 
своей связности, она будет целиком содержаться в одном из множите- 
лей Р, 0. 

Отметим следующие свойства свободных произведений, доказатель- 
ство которых не представляет затруднений: 

ЛЕММА 7. Если 5=ПА, и некоторые А». сами разложены в сво- 


[22 


бодные произведения, А. =ПАзд, то 5=П Ав. 
В в, 3 


ЛЕММА 8. Если 5= И Ас, причем множество 3 разложено в 
029% 


сумму непересекающихся подмножеств З\;, то 9=Ц Зи Аа) 
8 
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ЛЕММА 9. Если 5=ЙА, и А. — подплоскость плоскости А», то под- 


@ 


плоскость, порожденная в 5 всеми А„, есть их свободное произведение. 


82 

ТЕОРЕМА Г. Всякая подплоскость Т свободной плоскости 5 свободна. 

Достаточно доказать теорему лишь для случая, когда обе плоскости 
5 и Т невырожденные. Пусть свободная плоскость 5 является свобор- 
ным расширением. частичной плоскости 65., состоящей из множества 
точек, расположенных на одной прямой, и двух точек вне этой пря- 
мой. Все эти точки и прямую назовем элементами нулевой 
ступени. Вообще, если частичная плоскость 5,„ определена, то при- 
соединим к ней прямые, соединяющие точки, в 9,, еще не соединенные. 
и обозначим полученную частичную плоскость через 65,.., а вновь. 
присоединенные прямые назовем элементами (2--1)-й ступени. 
Затем присоединим к 5,,.: точки пересечения прямых, в ней еще не 
пересекающихся; обозначим полученную частичную плоскость через. 
5.к.а, а вновь присоединенные точки назовем элементами (2%--2)-й 
ступени. 

Обозначим через Т‚, .&=0,1.2,..., подплоскость плоскости Т, 
порожденную теми элементами из Т, ступень которых не больше К. 
Подплоскости Г» составляют, очевидно, возрастающую последователь- 
ность плоскостей, объединение которых совпадает с Т, Ясно, что под- 
плоскость Г. свободна. Множество элементов нулевой ступени, ее поро- 
ждающее, обозначим через М.,. Подплоскость Т,, К > 1, порождается 
частичной плоскостью, состоящей из подплоскости Т,, и множества 
Мх тех элементов К-Йй ступени, которые лежат вне Т,.. Теорема 
будет доказана, если мы покажем, что плоскость Тк является свобод- 
ным расширением этой частичной плоскости (при этом, конечно, неко- 
торые элементы из М, могут быть инцидентны элементам из Т,.). 
В самом деле, плоскость Т, будет то.да свободным произведением 
плоскости Т,_, и некоторого множества свободных плоскостей ранга 41. 
Так как, кроме того, Г, —свободная плоскость, т. е. свободное про- 
изведение свободных плоскостей ранга 1, плоскость Т будет свободным 
произведением таких плоскостей, т. е. Т —своболная плоскость. 

Выберем некоторый определенный способ построения плоскости Т» 
из порождающей ее частичной плоскости, состоящей из Ть, и М,. Это 
значит, что для всякой точки (прямой) из Т,, лежащей вне этой 
частичной плоскости, можно указать инцидентные ей прямые (точки), 
непосредственно предшествующие ей при этом построении, притом не 
менее чем две. 

Пусть А— произвольный элемент из Т», лежащий вне Тк, и не. 
принадлежащий М,. Пусть, для определенности, А —тсчка. Так как А 
лежит вне подплоскости. ТГ. и поэтому вне частичной плоскости 5,, то при 
построении плоскости 5 точка А получается как пересечение ровно двух 
прямых [, и [,. Докажем, что эти прямые принадлежат к плоскости Тк, 
предшествуют в ней точке А и что никакая отличная от них прямая 
не предшествует (непосредственно) А в Т\. 
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‚- В самом деле, пусть точке А предшествует. при построении Т» инци- 
дентная ей прямая /’, отличная от {, и {,. Так как плоскость 5 сво- 
бодная, и точка А получилась при ее построении как пересечение 
прямых [, и 4,, то прямая [’ должва была получиться при построении 
5 как прямая, соединяющея А с некоторой точкой В, поэтому прямая 
Г’ имеет более высокую ступень, чем точка А. Если Г не принадлежит 
к множеству М, или к подплоскости Т»_., то двойственная конструк- 
ция приведет к существованию точки А’, предшествующей прямой 
Г при построении глоскости Т,, но имекщей более гысскую ступень. 
Если же прямая /’ уже принадлежит к Т»_,, то пусть она принадлежит 
к подплоскости Т;, < Е—1, но не принадлежит к Т;_,; если ова не 
содержится в М,, то такой же конструкцией, как выше, но осуще- 
©твляемой в плоскости Т;, мы снова придем к сушествованию точки 
А’, предшеетвуюшей в плоскости Т, прямой Г, но имеющей более 
высокую ступень. 

Продолжая построение; получим последовательность элементов А, 
Г, А’, Г, А”,..., попеременно точек и прямых, ступени которых 
©трого возрастают, хотя всякий элемент этой послеровательности пред- 
пествует предыдущему при пострсении некоторой плоскости Ти, т > # аа. 
Ввиду этого последовательность не может быть еНОЕ т: ©. 
некоторый элемент Х() этой последовательности должен содержаться 
в одном из множеств М;, О<Е< Е, Отсюда следует, что ступень Хто) 
не превосходит А, хотя в действительности она больше, чем ступень 
элемента А, т. е. строго больше (. 

Таким образом, предположение о существовании предшествующего 
элементу А при построении Т; элемента {’, отличного ст / и (5, ведет 
к противоречию, а так как элементу А должны предшествовать в пло- 
скости Т, некоторые элементы, притом не менее чем два, то это будут 
в точности прямые (; и 4.. 

Итак, каждому элементу плоскости Т», лежащему вне ТГ, и вне 
Мь, предшествуют при построении Т» ровно два элемента; значит, 
Тк свободное расширение частичной плоскссти, состоящей из Ти Му. 


ТЕОРЕМА П. Пусть 5 = ПА.. Тогда всякая подплоскость ТС 5 


есть свободное произведение подплоскостей А. = А. [|] Т и некоторой 
свободной плоскости Е, 


ИА, 


Предположим, что среди плоскостей А, имеется хотя бы одна 
«настоящая» плоскость, т. е. что Не все А,— свободные плоскости 
ранга 4. По лемме 3, безразлично, на какую именно прямую кладется 
точка — свободный множитель: ранга 1; поэтому, если среди плоскостей 
А, имеются такие, расположим их на какой-нибудь определенной пря- 
мой одного из множителей А, (и двойственно: прямые — свободные 
множители ранга 4 проведем через какую-нибудь точку одного из 
множителей Аз). 
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Назовем все элементы всех множителей А. элементами нуле- 
вой ступени и определим, как в теореме 1, ступень каждого ‘эле- 
мента 5. Затем так же, как там, определим подплоскости Г» плоскости 
Т и множества Мх. 

Элементы плоскоста ТГ, принадлежащие к А.; порождают подпло- 
скость `А» = А» [| Т. 

Подплоскость Т, порождается подплоскостями А, и будет, по 
лемме 9, их свободным произведением. Так же, как в теореме Г, 
докажем, что подплоскость Г» будет свободным расширением частичной 
плоскости, состоящей из Т,, и М», и, значат, будет свободным пройз- 


* 
ведением Т,_, и некоторой свободной плоскости, а потому Т=ПА..*Р, 
а, 


где Р— свободная плоскость. 

Два свободных разложения плоскости назовем изоморфными, 
если множители этих разложений, не являющиеся свободными пло- 
скостями, в точности совпадают, а свободные имеют одинаковые ранги. 
ТЕОРЕМА ПТ. Два свободных разложения ПР плоскости 
‚ обладают изоморфными продолжениями. 

Пусть плоскость 5 двумя способами разложена в свободное произ- 


ведение 


По теореме П, 
А. = Аз» Рь, В: =Й Ву» * Е, 
в [2 


причем 
Аз = Аз П Вз = В, 


а все ГР. и Р, свободны. Тогда 
тран 


т, е.. по лемме 7 и 8, 


5=Й А ПР. =Й Вь ПР, 
«,В 


® ®Ф 
причем плоскости ПР, и ПЕ; свободны и, по лелме 6, имеют одина- 
б. 8 


ковые ранги. 
Замечание. Если рассматривать только невырожденные пло- 
скости и только их допускать в качестве свободных множителей, тео- 
рема неверна. 
_ Вовьмем вполне свободную плоскость ранга 12 (шесть точек); она 
неразложима в свободное произведение невырожденных плоскостей, по- 
тому что каждый такой множитель должен быть свободной плоскостью 
(теорема Т) ранга не меньше чем 8, а ранг свободного произведения 
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равен сумме рангов множителей. Однако свободное произведение двух 
таких плоскостей разлагается в свободное произведение трех вполне 
свободных плоскостей ранга 8 (четыре точки). 

Следствие. Если плоскость допускает разложение с неразло- 
экимыми множителями, то такое разложение единственно, и вся- 
кое другое разложение этой плоскости может быть продолжено до 
разложения с неразложимыми множителями. 


8 3 

Определение. Пусть х и К— две частичные подплоскости неко- 
торой плоскости. Назовем К замкнутой над « конфигурацией, 
если каждому элементу из К, не принадлежащему к &, инцидентны 
в К по крайней мере три элемента другого рода (т. е. прямой — точки 
и точке — прямые). 

Конфигурация, замкнутая над пустой плоскостью, будет замкнутой 
конфигурацией в смысле Холла. Если частичная плоскость К представ- 
ляет собой замкнутую над « конфигурацию, то К будет замкнутой кон- 
фигурацией над любой частичной плоскостью, содержащей «. Если 
К — замкнутая конфигурация над каждой из двух частных плоскостей 
а и В, то К будет замкнутой конфигурацией и над их пересечением. 
В частности, если А — замкнутая конфигурация над х, то К будет за- 
мкнутой конфигурацией над пересечением А Па, ибо К замкнуто над К. 
Минимальная частичная плоскость, над которой данная частичная пло- 
скость К будэт замкнутой конфигурацией, состоит из всех элементов 
плоскости К, инцидентных менее чем трем элементам другого рода. 

ЛЕММА 10. Если плоскость П есть свободное расширение частичной 
плоскости «, а К — содержащаяся в П конечная замкнутая над а кон- 
фигурация, то К целиком содержится в а. 

Доказательство леммы почти дословно повторяет доказательство тео- 
ремы Холла о том, что свободная плоскость не содержит конечной 
за лкну.ой конфигурации, и поэтому мы е.о опускаем *. 

ЛЕММА 141. Если плоскость О отщепляется от плоскости П сво- 
бодным множителем, 

П-0-Р, 


то О отщепляется свободным множителем и от любой содержащей ее 


подплоскости П’ плоскости П. 
Дойотвительно,.так как ОСП’, то 


ПП’ =0 
и, по теореме 1, 


П/ = (ПП О). {П’ПР)-Р=0- (П’ПР).Е. 


* Заметим, котати, что можно докгзать также следующее утверждение, обоб- 
щающее соответств.ющую теорему Холла: 

Пусть П—невырожденная плоскость, содержащая подплоскость По, причем П 
получается присоединением в Пу конечного числа элементов. Если каждая конеч- 
ная замкнутая на? Пу конфигурация П собермсится в По, то плоскость П — св0- 
бодное произведение Ц и некоторой свободной плоскости. 
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Далее, очевидна следующая 

ЛЕММА 12. Если плоскость П есть объединение возрастающей по- 
следовательности плоскостей П.(1=1,2,3,...), то каждая ее подпло- 
скость П’ есть объединение возрастающей последовательности своих 
пересечений с плоскостями ПЕ. 


ЛЕММА 13. Если плоскость конечного ранга разложена в свобод- 
ное произведение, то каждый из множителей есть плоскость конеч- 
ного ранга. 

Предположим сначала, что плоскость П конечного ранга есть сво- 
бодное произведение двух множителей, 


п=И,. п, 


и пусть П,— конечная частичная плоскость, порождающая плоскость П 
при свободном расширении. Каждый из элементов этой частичной пло- 
скости строится при свободном расширении объединения П,-- П, мно- 
жителей из конечного числа их элелентов. Пусть П; и П,— такие ко- 
нечные частичные подплоскости плоскостей П, и П,, что свободное рас- 
птирение их объединения совпадает с П, и пусть П” и П.’ — порожден- 
ные ими в П, и П, подплоскости. Ясно, что плоскость Пр; есть свобод- 
ное расширение частичной плоскости П; (1=4, 2). Докажем, что пло- 
скость П; совпадает в П;. 

Пусть Х — произвольный элемент плоскости П,. При свободном рас- 
ширении частичной плоскости П, + П, Х строится из конечного числа 
элементов частичной плоскости П!--П,. Возьмем конечную частич- 
ную плоскость “, дакщую это построение. Ле ко видеть, что если & 
выбрать минимзльнсй, это будет егалкнутая над объединением 
П-+П.-ЕХ конфигурация. Действительно, каждому элементу частич- 
ной плоскости «, не принадлежащему к П.-+П,-+Х, инцидентны по 
крайней мере два элеуента &, из которых этот элемент строится; и 
если только эти два, то его можно Сыло бы выбросить, уменьшив а. 
< Так как П.--П,-Х содержится в П,-- П,, частичная плоскость & 
будет замкнутой и над П,-- П, кокфигурацией и, по лехме 10, х цели- 
ком содержится в П,-- П,. Но пересечение плоскостей П, и П, пусто, 
а о связна и пересекается с П,, так как ХЕП,, поэтому & целиком 
входит в П;, и Х строится только из элементов П,. Плоскость П/” со- 
впадает, слеровательно, с П, и, аналогично, П.’ совпадьет с П.. 

зким образом, каждая из плоскостей” П; есть свободное расшире- 
ние конечной частичной плоскости П:, а поэтому имеет конечный ранг. 

Используя лемму 8, легко проверить наше утверждение и для лю- 
бого числа множителей. 

ЛЕММА 14. Если плоскость П есть свободное расширение частич- 
ной плоскости Пу, то всякое расширение П, в П свободно. 

Действительно, допустим, что существует каксй-нибудь другой спо- 
с0б построения плоскости П из П, и пусть Х будет таким элементом, 
который сам присоединяется несвободно, но все элеленты, предше- 
ствуюшие ему при рассматриваемсм пострсении, приссединяются сво- 
бодно. Пусть, например, Х- прямая и А, В, С- предшествующие ей 
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точки. Эти точки получились при свободном расширении частичной пло- 
скости П, и при дальнейшем свободном расширении определяют три 
прямых, а не одну, что противоречит предположению. 

ЛЕММА 15. Пусть П — произвольная плоскость и П’ — свободное про- 
изведение П и свободной плоскости ранга 6. Существует такая соб- 
ственная подтлоскость П” плоскости П’, что П” и П’ изоморфны над П. 

Пусть [ — некоторая прямая плоскости П и пусть плоскость П’ по- 
рождается частичной плоскостью, состоящей из плоскости П и четырех 
точек, две из которых, №, и М,, инцидентны прямой /, а две другие, 
№, и М,, свободны. 

При свободном расширении этой частичной плоскости присоединя- 
ются, в частности, прямые 


№ А №, №; №, М№,; М№,М№,; ММ. 


Точки 
М. = ММ, - №, №; 
И-М: Мм, —Ё, 
РММ, М.М, 
прямые 
М.М, М,Р, 
и точки 


Х=М,М,. М.Р, 
У=М, М, -М,М,. 


Точки М№,, М№,, Х, У и плоскость П порождают в П’ ообственную 
подплоскость П”, изоморфную с П’ над ЦП *. 

Действительно, подплоскость П” есть свободное расширение частич- 
ной плоскости П*, состоящей из плоскости П и точек М,, М,, Х, У. 


Фиг. 2 


Частичная плоскость, состоящая из плоскости П и всех элементов, 
указанных на фиг. 2, порождает П’ при свободном расширении и 00- 


* Аналогичная конструкция применяется Холлом для доказательства того, чтс 
в свободной плоскости ранга п>>4 существует подплоскость любого конечного ранга, 


6 Известия АН, серия математическая, № 6. 


510 Л. И. КОПЕЙКИНА 


держит конечную замкнутую над П* конфигурацию, не содержащуюся 
в П*. Поэтому, по лемме 10, плоскость П’ не может получиться при 
свободном расширении частичной плоскости П*”: последняя порождает, 
следовательно, собственную подплоскость П” плоскости П’, очевидно, 
изоморфную ей над П. 

Обратно, плоскость П”, порожденная частичной плоскостью, состоя- 
щей из плоскости П и точек М№,, М,, Х, У, вложена в изоморфную ей 
над П плоскость П’”, порожденную плоскостью П и точками М,, №,, 
М: М. 

Приведем пример разложимой плоскости, которая не может быть 
разложена в свободное произведение неразложимых множителей. 

Пусть О,— плоскость, получающаяся при свободном расширении 
конечной связной замкнутой конфигурации К;. Возьмем счетное мно- 


жество О,, О,, О,;... таких плоскостей, и пусть П. — их свободное про- 
изведение. Построим цепочку вложенных друг в друга изоморфных 
плоскостей. Для этого определим плоскость П, (=1,2,...) как сво- 


бодное произведение плоскости П, и свободной плоскости ранга 6, при- 
чем пусть это будет свободное расширение частичной плоскости, состо- 
ящей из П, и четырех точек, две из которых инцидентны прямой (. 
плоскости (,, а две другие свободны. Выберем в П, новую систему об- 
разующих: будем считать, что плоскость П,; получена свободным рас- 
ширением частичной плоскости, состоящей из ЦП, и четырех точек, две 
из которых инцидентны прямой (.,, плоскости О’, две другие сво- 
бодны. После этого вложим плоскость П, и изоморфную ей над П, пло- 
скость Пх,, тем способом, каким в лемме 14 плоскость П” вкладыва- 
лась в плоскость П’. 

Мы получаем возрастающую последовательность плоскостей. Обозна- 
чим через П объединение этой последовательности и докажем, что 
плоскость П не может быть разложена в свободное произведение нераз- 
ложимых множителей, 

1. От П отщепляется свободным множителем любая из плоско- 
стей ().. 

Имеем 


Полы ДНЮ.) 


где Р^— свободное произведение всех (;, кроме 0О;, и свободной пло- 
скости ранга 6, причем плоскость Р{ так вложена в Р!", что вложе- 
ние Пк в П,., является следствием вложения РА в Р;". 

Обозначим через Р; объединение всех Р{. Ясно, что Р; и 0; поро- 
ждают всю плоскость П. Действительно, если Х — произвольный элемент 
плоскости П, то Х принадлежит некоторому П;.;, т. е. Х принадле- 
жит подилоскости, порожденной 0; и РА и, тем более, подплоскости, 
порожденной 0; и Р,. 

Докажем, что плоскость П является свободным произведением пло- 
скоотей (; и Р.. 

Если расширение объединения 0; и Р; до П не свободно, то, на- 
пример, некоторая точка Х присоединяется сразу как пересечение трех 
(или более) прямых. Для построения этих трех прямых потребуется 
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лишь конечное число элементов из Р;, которые все лежат в некотором 
Р}. Мы приходим к заключению, противоречащему, ввиду леммы 414, то- 
му, что О; и Р; составляют свободное произведение. 

2. Если плоскость П разложима в свободное произведение неразло - 
э2жимых множителей, то П, отщепляется от П свободным множи- 
телем. 


* 
Пусть П=П П., где все плоскости П, неразложимы. 
в, 


Плоскость О; порождается конечной связной замкнутой конфигура- 
цией А;. Последняя, по теореме Холла, входит в объединение множи- 
тей П., но так как конфигурация А, связна, она целиком содержится 
в некотором Па. 

Поэтому О; содержится в П,; и, согласно п. 1 и лемме 11, отще- 
пляется от П,, свободным множителем. Плоскость П,,, однако, неразло- 
жима, поэтому (0; совпадает с П.,. Итак, все О; встречаются среди мно- 
жителей П., а поэтому их свободное произведение П, выделяется, по 
лемме 8, свободным множителем, 


И=0.*5. 
3. Если П=П,*5, то ранг плоскости П;П5 не больше шести. 
По зеореме П, 
П: = (п: ПП.) *(П:П5)*Ё,, 
где Р — некоторая свободная плоскость. Однако, П; П П, = Ц; с другой 
стороны, П, =П,*Ё.,, где Е, свободная плоскость ранга 6. Поэтому 
П.П: П5)*Е=П.* В, 
Согласно лемме 6, 


В (П.П 5)*Е)=6. 


Так как, в силу леммы 13, обе плоскости П, Пби Е конечного 
ранга, то применима лемма 2, и мы получаем 


в(ШП-В(Р)=6; 


следовательно, 
В(П: П 5) <6. 


4. Плоскость П, П 5 свободна. 

Так как П,= П.*ЁЕ,, плоскость П. не содержит конечной замкнутой 
над П, конфигурации, не’ входящей целиком в По. Поэтому плоскость 
И, П 5 не содержит никакой конечной замкнутой конфигурации, ибо, 
так как пересечение П,П5 пусто, ввиду П= П.*5, а потому и пересе- 
чение (П.П 5) ПП, пусто, каждая замкнутая конфигурация плоскости 
П, П$ была бы в П; замкнутой над П, конфигурацией, не содержащей- 
6* 
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ся в П;, Кроме того, плоскость П; П5 имеет кснечный ранг, т. е. по- 
рождается конечным числом образующих, а поэтому, по одной из тео- 
рем Холла, свободна. 

5. Разложение П= ПЦ, *5 невозможно. 

Действительно, согласно лемме 12, плоскость 5 представляет собою 
объединение возрастающей последовательности плоскостей П; П 5, т..е., 
по доказанному, свободвых плоскостей, ранг каждой из которых не 
больше 6. Все такие плоскости легко могут быть описаны; существует 
лишь конечное число таких плоскостей, причем все они конечны. Из 
этих плоскостей нельзя, следовательно, построить строго возрастающую 
последовательность, т. е. плоскость 5 будет совпадать с некоторой 
П;, П5, а тогда плоскость П совпадает с одной из плоскостей П;, что 
невозможно. 
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Нусть 3} — система образующих плоскости П, т. е. такое множество 
элементов из П, что наименьшая подплоскость, его содержащая, совпа- 
даст с П. Выберем какой-нибудь способ построения П из 3} и назовем 
допустимой подплоскостью (допустимой частичной 
подплоскость ю} такую подплоскость (частичную подплоскость), 
которая вместе с каждым своим элементом содержит все элементы, 
предшествующие ему при этом построении; 

Очевидно, всякую допустимую частичную подплоскость плоскости П, 
содержашую систему образующих 9}, можно расширить до П способом, 
который с точностью до порядка присоединения элементов совпадает 
с выбранным способом построения П (т. е. если элемент а предшествует 
элементу 6 при одном построении, то это же имеет место и при 
другом). 

ЛЕММА 16. Пусть `{П.}— множество таких частичных подплоско- 
стей плоскости П, обладающей системой образующих 3}, что 

1° каждая По содержит 3}; 

2° все П, допустимы; 

3° плоскость П есть свободное расширение любой из По. 

Тогда пересечение П° всех По также удовлетворяет условиям 
Пн”. 90: 

Пусть Х — элемент частичной подплоскости П°. Тогда Х. принадле- 
жит всем П. и, в силу условия 2°, все элементы, предшествующие Х, 
также принадлежат всем П, и, значит, принадлежат П°, т. е. П°— допу- 
стимая частичная подплоскость. 

Так как П° допустима и содержит 3}, она может быть расширена 
до П способом, сохраняющим отношение предшествования в П. Пусть 
при этом расширении (от 3 до П°, а затем до П) некоторому элементу 
Х непосредотвенно предшествует более чем два элемента. Тогда при 
всех расширениях 3} до П., а затем до П элементу Х также непо- 
средственно предшествует более чем два элемента, а так как расшире- 
ние каждого П. до П своборно (условие 3° и лемма 14), то Х прпнад- 
лежит каждому П., а потому и П®, т. е. расширение П° до И сво- 
бодно. 


а и Аа 
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Следствие. Если в плоскости П выбрана система’ об разующих 
3 и выбран способ построения плоскости из нее, то существует ми- 
нимальная допустимая частичная подплоскость П°, содержащая 9} и 
порокдающая П при свободном расширении; это будет, пересечение, 
всех частичных подплоскостей, удовлетворяющих условиям 1°, 20 и 
3° леммы 16, 

Множество таких подплоскостей непусто, так как сама плоскость П 
удовлетворяет этим условиям. Назовем эту частичную подплоскость 
остовом плоскости П пра рассматриваемом построении. 

ЛЕММА 17. Остов П° плоскости П с системой образующих! 
есть замкнутая над 3} конфигурация. 

Пусть Х — элемент остова, не принадлежащий к системе образующих 
3%; пусть, для, ‚определенности, Х — точка. При построении плоскости 
точке Х предшествуют по крайней мере две прямые и, так как 
частичная плоскость П° допустима, они обе принадлежат к П°. Еслибы 
через точку Х ‘не проходила в П° никакая третья прямая, то, выбро- 
сив Х, мы получили бы меньшую частичную плоскость, попрежнему 
содержашую 3}, порождающую плоскость П при свободном. расширении 
и допустимую, потому что обе проходящие через Х прямые предше- 
ствуют этой точке, никакая третья прямая из П° не проходит через Х; 
значит, Х ничему. в П° не предшествует п, выбросив эту точку, мы 
не нарушим допустимости П°. Это противоречит, однако, определению 
остова. 

ЛЕММА. 18. Если остов П® плоскости П с конечным числом 
об разующих есть замкнутая конфигурация и если плоскость П являет- 
ся свободным расширением частичной плоскости П®, то П? входит в №. 

Пусть М, М,,..., М» будут все элементы системы образующих 3} 
плоскости П, остов которой П° при некотором построении П из 3) пред- 
ставляет собою замкнутую конфигурацию. 

Припишем ступени злементам плоскости П, рассматривая ее как 
свободное расширение частичной плоскости Ц*. 

Пусть М, тот из элементов М, (#=1,2,... п), который имеет при 
этом ступень, не меньшую, чем остальные элементы 3}. 

ео АЕ сначала, что М, (для определенности, точка) принадлежит 

. Допустим, что это не так, и пусть М, получается при свободном 
а П° в пересечении двух прямых. Так как остов плоскости, 
по условию, есть замкнутая конфигурация, то через точку М» проходят 
в П* по крайней мере три прямых. Одна из этих прямых, назовем ее а, 
при свободном расширении П” получается, следовательно, как прямая, 
соединяющая точку М, с некоторой точкой А и, значит, имеет более 
высокую ступень, чем точка М;, т. е. прямая а не принадлежит к си- 
стеме образующих №. Если на прямой а найдется точка В,. отличная 
от точек Муи А и предшествующая этой прямой при построении пло- 
скости П из 9%, то В при свободном расширении П” получается в пере- 
сечении прямой а с некоторой другой прямой и, следовательно, имеет 
более высокую ступень, чем прямая а. 

Поступая затем так, как в теореме Т, гы получим последовательность 
элементов остова Мь, а, В,..., ступени которых строго возрастают, 
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. хотя каждый элемент этой последовательности предшествует предыду- 
щему при построении П из 3}. Эта последовательность не может 
оборваться на конечном шаге, потому что в ней не может появиться 
элемент из 9%, отличный от М,. Но это невозможно; значит, при 
построении П из № прямой а предшествуют точки Мхи Аи 
только они. 

Все точки остова, лежащие на прямой а, кроме точек Мьи А, 
получаются при свободном расширении П*” в пересечении прямой а © 
некоторыми другими прямыми. Нетрудно убедиться, что эти точки по- 
лучаются при построении П из 3} в пересечении именно тех прямых, 
что и при свободном расширении П”. Далее, все прямые, проходящие 
через эти точки (кроме тех, в пересечении которых эти точки получились), 
получаются при построении П из 3} в точности так же, как и при 
свободном расширении П* и т. д. 

Таким образом, все эти элементы строятся © присоеданением точки 
Мк свободно. Выбросив их все, мы получим частичную плоскость, 
содержамуюся в П°’и тоже удовлетворяющую условиям: 41° (так как 
элементы `)}} не следуют за точкой М) и, значит, не выбрасываются), 
2° (так как вместе с каждым элементом выбрасываются и все те, кото- 
рым этот элемент предшествует) и 3’. Полученное противоречие доказы- 
вает, что точка Мх не может получиться при свободном ‘расширении П*; 
она принадлежит, следовательно, к П”° и имеет ступень нуль, а тогда и 
все элементы системы образующих 3) имеют ступень нуль, т. е. 
входят в П*. 

Если какой-нибудь элемент Х остова получается при свободном 
расширении частичной плоскости П*, то рассужраем так же; как и выше 
для точки М,. При этом последовательность элементов возрастающих 
ступеней, предшествующих Х при построении П из 3%, должна быть 
бесконечной, так как все элементы системы образующих 3 имеют, по 
доказанному, ступень нуль. Этим путем, как и выше, будет доказано, 
что из П° можно выбросить элемент Х и элэменты, за ним следующие, 
не нарушая условий 41°. 2° и 3°, что, однако, противоречит определению 
остова. 

Следствие. Если остов П* плоскости П с конечным числом об разую- 
щих есть замкнутая конфигурация, то при любом свободном разложе- 
нии плоскости П остов П° входит в объединение свободных множителей. 

ТЕОРЕМА ТУ. Плоскость, имеющая конечное число, а именно п, 
образующих, есть свободное произведение не более чем 2п неразложимых 
множителей, каждый из которых также будет плоскостью с конечным 
числом образующих, причем сумма чисел образующих всех множителей 
этого разлоэкения не превосходит 2п. 

Пусть П — плоскость с конечным числом й образующих. Покажем, что 
‚в П можно выбрать новую систему образующих, число элементов кото- 
рой не превосходит 27, и такой способ построения плоскости П из нее, 
что, после того как некоторые элементы этой новой системы образующих 
будут выделены свободными множителями ранга 1, остов оставшейся 
части плоскости будет замкнутой конфигурацией, откуда, ввиду следствия 
из леммы 18, получаются все утверждения теоремы. 
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Максимальное число множителей 2п уменьшить нельзя: вполне сво- 
бодная плоскость с п образующими есть свободное произведение 25 
свободных плоскостей ранга 1. 

Пусть 3} — конечная состоящая из п элементов система образующих 
плоскости П, П° — остов при некотором построении и М — элемент системы 
образующих. Если {Р,} — множество’ допустимых частичных подполоско- 
стей плоскости П, не содержащих М, то их теоретико-множественное 
объединение также будет допустимой частичной подплоскостью, не содер- 
жащей М. Объединение всех допустимых частичных подплоскостей, не 
содержащих элемента М, обозначим через Пи. 

Припишем каждому элементу М системы образующих вес, равный 1, 
если в остове этому элементу — точке (прямой) инцидентна прямая (точка), 
принадлежащая к Пы, и вес 2— в противном (случае (в частности, вес 
элемента, выделенного свободным множителем, совпадает с рангом его 
как свободной плоскости); остальным элементам плоскости припишем 
вес 0. Будем обозначать через Р(М) вес элемента М. Сумму весов всех 
элементов плоскости назовем весом плоскости при данном 
построении. 

Мы сделаем ряд замен системы образующих, причем каждый раз вес 
плоскости не будет увелячиваться, а тогда число элементов каждой 
новой системы образующих будет не более 2п. Если в остове П® пло- 
скости имеются отдельные прямые и точки, выделим их свободными 
множителями ранга 2 и будем изучать оставшуюся основную "часть 
плоскости с соответственно меньшим числом образующих. 

Пусть мы уже сделали некоторое количество замен и получили в 
результате новую систему образующих 3}, новый способ построения 
плоскости из нее и, соответственно, новый остов П%). Если среди элемен- 
тов ©) есть точка (прямая), которой в ПО инцидентно не более двух 
прямых (точек), продолжаем замены. 

Рассмотрим отдельно каждый из возможных случаев. 

1. Пусть М — точка, через которую в остове проходит лашь одна 
прямая / *. 

11. Р(М)=1. В этом случае прямая: принадлежит к Пм** и точка М 
при рассматриваемом построении плоскости кладется на прямую 4: 
Снимем точку М свободным множителем ранга 1. В оставшейся теперь 
основной части плоскости ©п0с0б построения прежний. Возьмем ее 
остов. При этом веса элементов не меняются. Действительно, пусть, 
например, прямой а, принадлежащей к системе образующих, инцидентна 
точка /М частичной подплоскости П,; при переходе к новому остову эта. 
точка не будет выброшена, так как она предшествует прямой а, кото- 
рая не выбрасывается. Значит, веса элементов не увеличиваются, но 
они, очевидно, и не уменьшаются. Заметим; что вес основной части 
плоскости уменьшился, 


* Рассуждение ведется только для точек, для прямых — двойственно. 
** Говоря о Ни, мы всегда имеем в виду определение этой частичной подпло- 


скости по отношению к рассматриваемой в данный момент системе образующих. 
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12. Р(М)=2. Прямая { в этом случае не принадлежит к Пм; она. 
строится в Пс использованием точки М: проводится через точку М и 
некоторое (пустое или нет) множество точек 4,, А,,..., принадлежа- 
щих к Пм. 

Возможны 3 случая: р 

124. Число точек А; больше единицы. 

Изменим немного способ построения плоскости: будем считать, что 
прямая / проводится только через точки А,;, а точка М кладется на 
нее потом. Остов плоскости, очевидно, не меняется, но точка М полу- 
чает вес 1 (веса остальных элементов прежние), поэтому этот случай 
‘сведен к 41. Вес плоскости уменьшился. 

122. Число точек А; равно единице. 

Прямая / проводится при построении плоскости через точку М 
и некоторую точку А, принадлежащую к Пми. Заменим точку М, как 
элемент системы образующих, двумя: прямой { и точкой М. Способ 
построения: прямая { проводится лишь через точку А (принадлежащую 
к Ш), аточка М кладется на нее потом; остальные элементы присоеди- 
няются попрежнему. Остов, очевидно, не меняется. Вес точки М 
теперь равен 1, т. е. этот случай также сведен к 11. При этом прямая 
Г получает вес 1, но вес плоскости не изменился. 

123. Число точек А; равно нулю. 

Прямая / проводится только через точку М; она принадлежит 
в этом случае к системе образующих и сама имеет вес 1. Изменим 
способ построения плоскости: будем считать, что сначала присоединяется 
прямая 2, а на нее кладется потом точка М. Остов прежний. Прямая 
1 принадлежит теперь к Пм, и элементы М и { поменялись весами; 
теперь Р(М)=1,Р()=2. Таким образом, этот случай также сведен 
к 11. Вес плоскости не изменился. 

2. Пусть М — точка, через которую востове проходят две прямых /, и (.. 

21. Р(М)=1. Одна из прямых Д, [,, скажем, прямая /, принад- 
лежиг к Пм, другая -— прямая (, не принадлежит к Пм, т. ©. строится 
в П с использованием точки М: проводится через М и некоторое (пустое 
или нет) множество точек А,, А,,..., принадлежащих к Пм. 


\ 


Возможны 3 случая: 

211. Число точек А; больше единицы. 

Будем считать, что прямая /, проводится только через точки 
А,, А,,...; а точка М получается в пересечении прямых Ди [,. При 
этом точка М получает вес 0, и вес плоскости уменьшился. 

212. Число точек А; равно единице. 

Прямая /, проводится через точку М и некоторую точку А, при- 
надлежащую к Пи. Заменим точку М, как элемент системы образующих, 
прямой [,. Новый способ построения: прямая /, проводится только через 
точку А, точка М получается в пересечении прямых Ди 4,, остальные 
элементы присоединяются попрежнему. Теперь Р{М)=0, Р(1,)=1, 
и вес плоскости не изменился. 

213. Число точек А; равно нулю. 

Прямая (, Проводится только через точку М; она принадлежит 
в этом случае к системе образующих и имеет вес 1. Изменим способ 
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построения: будем считать, что сначала присоединяется прямая 4,, 
а точка М получается в пересечении прямых Д и [,; остальные элементы 
строятся попрежнему. Теперь Р(М)=0, Р (1,)=2, и вес плоскости не 
изменился. 

22. Р(М)=2. Через точку М проходят в остове две прямых й ий, 
ни одна из которых не принадлежит к Пм. При построении плоскости 
одна из этих прямых, скажем, прямая Д, проводится через точку М и 
некоторое (пустое или нет) множество точек А,, 4,, ..., принадлежащих 
к Пы, другая — прямая /,, — через точку М и некоторое (пустое или нет) 
множество точек В,, В,, ... (быть может, и не принадлежащих кПм). 

Возможны случаи: 

221. Число точек А; больше единицы. 

Будем считать, что прямая / проводится через точки А,; А,, ..., 
а точка М кладется на нее потом. Точка М получает вес 1, так что 
этот случай сведен к 24; при этом вес плоскости уменьшился. 

222. Число точек А; равно единице. 

Прямая / проводится через точку М и точку А, пранадлежа- 
щую к Пы. 

2221. Число точек В, больше единицы. 

Заменим точку М прямой /., проводимой через точку А, и будем счи- 
тать, что прямая {, проводится через точки В,, В,,..., а точка М 
получается в пересечении прямых / и [2.. Теперь Р(М)=0, Р (1) =1, 
Р (1,) =0 и вес плоскости уменьшился. 

2222. Число точек В, равно единице. 

Прямая /, проводится через точку М и некоторую точку В. Заме- 
ним точку М, как элемент системы образующих, двумя элементами — 
прямыми (, и (,, проводимыми через точки А и В соответственно. 
Точка В принадлежит к П1,; Р(1)=1, Р(1,)=1; точка М получается 
в пересечении прямых ( и [,;; Р(М)=0, и вес плоскости не из- 
менился. 

223. Хотя бы одно из множеств {А;}, {В,} пусто. 

Сответствующая прямая, например, / проводатся тогда только 
через точку М и имеет вес 1. Изменим способ построения: будем счи- 
тать, что сначала присоединяется эта прямая, а точка М кладется на 
нее потом; остальные элементы присоединяются попрежнему. Теперь 
Р(1)=2, Р(М)=1; и этот случай сведен к 24. Вес плоскости не 
изменился. 

Такие замены возможны, пока остов основной части плоскости не 
станет замкнутой конфигурацией. Нам достаточно доказать, что замен 
может быть лишь конечное число. 

Допустим, что множество замен бесконечно. Тогда, производя 
вамены одну за другой, мы получим счетное множество. замен, упоря- 
доченное по типу натурального ряда. В дальнейшем рассматриваются 
замены только из этого множества. 

При каждой замене типа 1 вес основной части плоскости умень- 
шается; в случаях 214, 221 и 2221 уменьшается вес самой плоскости, 
поэтому замен этих типов может быть лишь конечное число, и после 
достаточно большого числа шагов такие замены прекратятся. 
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Пусть М®, М%,..., М9, гк<2п, будут все элементы системы 
образующих 3}, полученной после К замен, и П<@ — соответствущий 
остов. Предположим К столь большим, чтобы замены типов 1, 211, 224 
и 2224 в дальнейшем не появлялись. 


Пусть %“— подмножество 9}, состоящее из элементов; которые 
в дальнейших заменах не участвуют (не заменяются и ничего не 
заменяют). 

Очевидно, 


уе с ео с укас ... 


Но каждое из множеств 5$ состоит не более чем из 2п элементов; 
поэтому, начиная с некоторого номера р, цепочка стабилизируется: 


* «> —= УР =—- У Ф+2) = .о 
Пусть. для этого р 


М), М®,..., МФ, гр <2п, 


будут все элементы системы образующих 3) \Р} и П‹®Ф) — соответствующий 
остов. Пусть М), М®,..., МФ, О<;<г,— все элементы из 5. 
Обозначим через Пу максимальную допустимую (при построении из 3} >) 
частичную подплоскость плоскости П, не содержащую элементов М), ..., 
М (это будет теоретико-множеетвенное объединение всех допустимых 


частичных плоскостей, не содержащих элементов М,..., МФ). 
р 


Докажем, что каждый элемент остова ПФ), которым в дальнейшем 
заменяется некоторый другой элемент, присоединяется при построе- 
нии плоскости из (2) (т.е. от 92) до ПФ); а затем до П) свободно. 

В самом деле, элемент, который на (4+ 1)-ом шаге, 9>р, заме- 
няет некоторый другой элемент, либо принадлежит к 3} (9) (в заменах 
типов 243 и 223), лабо присоединяется при построении плоскости из 
< свободно. (В заменах типов 242, 2222 и 223). Во втором случае 
можно утверждать, что этот элемент присоединяется свободно и при 
построении плоскости из 9%). Действительно, хотя при заменах способ 
построения меняется, но каждый раз изменение состоит лишь в том, 
что между заменяемым и заменяющим элементами отношение предшест- 
вования меняется на обратное. Значит, каждый раз только два или три 
элемента строятся по-новому; причем один из них (тот, который заме- 
няют) выбрасывается тут же при переходе к остову, а один или два 
других (те, которыми заменяют) становятся элементами системы обра- 
зующих и когда перестают ими быть, тоже выбрасываются. Поэтому все 
элементы П@), не принадлежащие к 9}, строятся при построении 
плоскости из 9“) так же, как и при построении из )}?). В частности, 
тот элемент, который не принадлежит к 93) и заменяет на (4 -- 1)-ом 
шаге некоторый другой элемент, присоединяется при построении пло- 
скости из <) свободно. 
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В том случае, когда элемент, который на (9--1)-ом шаге, “> р, 
заменяет некоторый другой элемент, принадлежит к 94), но не при- 
надлежит к 39), то он уже раньше, на (г-1)-ом шаге, рег 
заменяет некоторый элемент, не принадлежа к 97); значит, по дока-. 
занному, присоединяется при построении плоскости из 3)}}Ф) свободно. 

Докажем теперь, что каждый элемент остова ПФ), не принадлежа- 
щий к Пи, присоединяется при построении плоскости из 94) 
свободно. 

Введем ступени элементов частичной плоскости П<), считаясь с по- 
рядком присоединения их при построении плоскости из 3); элементу 
системы образующих, который при этом построении считается инцидент- 
ным элементу п-ой ступени, припишем ступень п- 1. 

‚ Заметим, во-первых, следующее: если элемент М системы образую- 
щих заменяется новым, вес его становится равным нулю. Поэтому, так 
как при заменах ‘рассматриваемых типов вес плоскссти не меняется, 
вес элемента, которым заменяют, необходимо увеличивается. Отсюда, 
в частности, следует, что каждый элемент может заменять не более 
двух раз. 

Каждый элемент нулевой ступени, не принадлежащий к Пр}, имеет 
вес 2, поэтому заменять он ничего не может и, значит, будет, нако- 
нец, замбнен. Допустим, что каждый элемент остова ПФ), не принад- 
лежащий к П› и имеющий ступень меньше », либо будет выброшен при 
переходе к остову, либо станет, наконец, элементом системы образую- 
щих и в дальнейшем сам будет заменен, и докажем, что это же верно 
и для элементов 7-ой ступени. Отсюда и будет следовать, что каждый 
элемент остова ПФ), не принадлежащий к П,-- 9) >, присоединяется 
при построении плоскости из 9) свободно. Действительно, элемент; 
который на некотором шаге станбвится элементом системы образующих, 
‘по доказанному, присоединяется при построении плоскости из 9}? сво- 
бодно; элемент, который выбрасывается после 94--1 замен просто при 
переходе к новому остову (т. е. если он не принадлежит к 936), 
строится свободно при построении плоскости из 3“ и, следовательно 
{см. выше), и при построении из 3)? *, 

Докажем сначала первое утверждение: каждый элемент п-ой сту- 
пени, не принадлежащий к П,-- 9) {Р) и не выбрасываемый. при пере- 
ходе к остову, станет, наконец, элементом системы образующих. 

Пусть /— произвольная прямая п-ой ступени, не принадлежащая 
к П;-+ 9) ®). Среди инцидентных { точек ступени меньше п есть непу- 
стое множество Й точек, не принадлежащих к П›. Ни одна из этих то- 
чек не будет выброшена просто при переходе к новому остову. Действи- 
тельно, при построении плоскости из 3) все эти точки предшествуют 
прямой /. Отношение предшествования прямой и точки не может изме- 
ниться, пока один из этих элементов не заменится другим. Значит, 
каждая из точек множества И; пока она не заменяется (и притом 


* Из формулированного утверждения будет следовать, очевидно, и то, что 
ы * 
каждый элемент множества 7 принадлежит к 1 
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именно прямой 1), предшествует прямой { и поэтому не может быть 
выброшена просто при переходе к остову. По индуктивному предпо- 
ложению, каждая из точек множества И станет, наконец, элементом 
системы образующих и в дальнейшем сама будет заменена. Пусть 
№ — какая-нибудь из них; прямая [—орна из двух прямых, проходя- 
щих через точку’ /Л перед заменой, и притом точка Л предшествует 
прямой { при построении П из 94°), если № заменяется на (5--1)-ом 
шаге. Значит, прямая { заменяет точку М, т. е. становится, наконец, 
элементом системы образующих. 

Теперь остается доказать, что каждый элемент п-ой ступени, не 
приналлежащий к П, и не выбрасываемый при переходе к остову, — 
как тот, который становится на некотором шаге элементом системы 
образующих, так и тот, который принадлежит к 3) \Р), сам будет в даль- 
нейшем заменен. 

Пусть сначала { будет прямая п-ой ступени, не принадлежащая 
к П.+ ЖФ и не выбрасываемая при переходе к остову. По доказан- 
ному, она заменит, наконец, некоторую точку №. Если бы эта прямая 
в дальнейшем не была заменена, она еще не более одного раза могла бы 
заменять (см. замечание выше) и в дальнейших заменах не участво- 
вала бы. Но тогда она пранадлежала бы при достаточно большом $ 
к {Р+°) и, значит, к 4), чего не может быть, так как эта прямая 
заменяет точку №. 

Пусть теперь прямая { п-ой ступени, п_>> 0, принадлежит к УФ. 
Тогда прямой { инцидентна одна и только одна точка А ступени 
меньше п (это будет точка ступени п — 1) 

Случай 1. Точка А не принадлежит к И: В этом случае доказа- 
тельство аналогично приведенному выше (прямая { заменит точку А). 

Случай 2. Точка А принадлежит к П’. Достаточно доказать, 
что прямая {[ ничего в дальнейшем не заменяет; ибо отсюда, так как 
1 не принадлежит к П', следует, что она сама будет заменена. 

Прямая { могла бы заменять лишь инцидентную ей точку меньшей 
ступени. Действительно, если прямая { на (5-4)-ом шаге заменяет 
инцидентную ей точку № ступени большей, чем ступень [, необходимо, 
чтобы точка /М предшествовала прямой { при построении плоскости из 
3), т. е. чтобы до замены отношение предшествования прямой и 
точки /ЙМ изменилось на обратное; однако при таком изменении один 
из олементов (в данном случае прямая /) выбрасывается. Елинствен- 
ная инцидентная прямой / точка А меньшей чем { ступени принадле- 
жит к П». Допустим, что прямая / заменит точку А. Тогда А не мо- 
жет принадлежать к 3) и, значит, становится элементом системы 
образующих на некотором шаге, заменяя собой некоторую прямую, по 
доказанному, имеющую меньшую ступень, чем точка А. Но ввиду до- 
пустимости частичной подплоскости Пу, эта прямая тоже принадлежит 
к П} и к ней применимо то же рассуждение. Получаем бесконечную по- 
следовательность элементов строго убывающих ступеней, что невозможно. 

Таким образом, индукция полностью проведена; мы доказали, что 
каждый элемент остова ПФ), не принадлежащий к П;-- 3), присо- 
единяется при построении плоскости из 3)(Р) свободно. 
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Из доказанного следует, что наша плоскость строится из 9) сле- 
‘дующим образом: к частичной плоскости Пу присоединяются не при- 
надлежащие к ней элементы нулевой ступени системы образующих 
` УФ) и берется свободное расширение; на прямые полученной плоскости 
кладутся не принадлежащие ей точки 3} первой ступени (и двой- 
ственно) и берется свободное расширение и т. д. Но так как ПФ) — 
остов и система образующих 9) конечна, частичная плоскость 
ПФ) — ПФ) ПП; будет конечной, а так как при каждой замене вы- 
брасывается хотя бы один элемент этой частичной плоскости, множе- 
ство замен не может быть бесконечным. 

Следствие. Неразложимая плоскость с конечным числом об ра- 
зующих ‘есть либо свободная плоскость ранга 1, либо в этой пло- 
скости однозначно выделяется минимальная связная замкнутая кон- 
фигурация, порождающая эту плоскость при свободном расширении. 


$5 


Определение. Локально свободной плоскостью назы- 
вается плоскость, каждая подплоскость которой, порожденная конеч- 
ным числом образующих, свободна. 

`° К локально свободным принадлежат, ввиду теоремы 1, все свобод- 
ные плоскости. Существуют, однако, плоскости, локально свободные, но 
не свободные, как показывает следующий 

Пример. Для каждого # &=41,2,...) вложим вполне свободную 
плоскость П; ранга 8 в изоморфную ей плоскость П;., (например, так, 
как в лемме 15 плоскость, порожденная точками М,, М№,, Х, У, вло- 
жена в плоскость, порожденную точками М№,, №,, №,, №,); получим 
возрастающую последовательность плоскостей: 


о Ее О аа лью. 


объединение которых обозначим через П. Легко видеть, что П локально 
свободна. 

Докажем, что П не есть свободная плоскость. |В самом деле, если 
плоскость свободна, она, во всяком случае, разложима в свободное 
произведение. 

Допустим, 

П=рР*0. 
По теореме П, 
| п. =(П,ПР)*(П, ПО) *Е. 


Но А(П)=8; значит, по лемме 13,. плоскости П, ПР, ППОиРюо- 
нечного ранга и, по лемме 2, 


В(П.ПР)+ (п. ПО) В(В=8 


Согласно лемме 412, плоскость Р есть объединение возрастающей 
‘последовательности плоскостей П,ПР (а плоскость © — объединение. 
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плоскостей П, ПО); поэтому, начиная с некоторого #, пересечение 
П, ПР непусто. По теореме Т, плоскости П, ПР и П;ПО свободны; 
поэтому В (П, ПР) > 0 и, следовательно, 


В(П.П 0)<7 


Аналогично, начиная с некоторого № В(П, [|\0) > 0; поэтому 
В (Ш ПР)<7. 

Итак, каждая из плоскостей Р, О есть объединение возрастающей 
последовательности свободных плоскостей ранга не более семи. Все 
такие плоскости легко могут быть описаны. Существует лишь конечное 
число таких плоскостей, причем все они конечны. Из этих плоскостей 
нельзя, следовательно, построить строго возрастающую последователь- 
ность, т. е. плоскость Р будет совпадать с некоторой П; [| Р, плоскость 
О—с некоторой П, [|] 0; но тогда плоскость П имеет конечное число 
образующих и, следовательно, совпадает с одной из плоскостей П;; 
вопреки прерположению. 

Леммы`$/4 допускают некоторое обобщение. Доказательство форму- 
лируемых ниже лемм 16°, 17°, 18° 20 аналогичво показательству 
соответствующих предложений предыдущего параграфа. 

ЛЕММА 16°. Пусть {П.} будет множество таких частичных под- 
плоскостей плоскости П, обладающей системой образующих 3}, что: 

1° каждая П. содержит 9 и некоторую фиксированную частичную 
подплоскость 5$ плоскости П; 

2° все П. допустимы (при выбранном построении П из 3); 

3° плоскость П есть свободное расширение любой из Па. 

Тогда пересечение П° всех П. такое удовлетворяет условиям  1°, 
А и Зо. 

Следствие. Если в плоскости П выбрана ‘некоторая система 
образующих ЭД, выбран способ построения плоскости П из 3} и от- 
‚ мечена некоторая частичная подплоскость $, то существует в П ми- 
нимальная допустимая частачная подплоскость П®, содержащая 3% и ХФ 
_и порождающая плоскость П при свободном расширении. Назовем ее 
остовом с отмеченной частичной подплоскостью 5%. 

ЛЕММА 17°. Остов с отмеченной частичной подплоскостью У 
плоскости П, обладающей системой образующих 9, есть замкнутая 
над объединением 3} и 3 конфигурация. 

ЛЕММА 18°. Пусть П-— плоскость с конечным числом образующих 
и П°— остов с отмеченной частичной подплоскостью $, причем П®— 
замкнутая над 3 конфигурация. Если П содержится в некоторой 
плоскости П*, являющейся свободным расширением частичной пло- 
скости 5$°, содержащей 5, то П° целиком содержится в %". 

ЛЕММА 20. Если плоскость П обладает конечной системой об разую- 
чих 3}, состоящей из п элементов, и $ — некоторая частичная под- 
плоскость П, то в П можно выб рать такую новую систему образую- 
щих, состоящую не более чем @з 2т элементов, и. такой способ построе- 
ния плоскости из нее, что остов с отмеченной частичной подплоскостью 
Ж будет замкнутой над 5 конфигурацией. 
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Пользуясь формулированными леммами, дадим, например, новое 
доказательство того, что построенная выше локально свободная пло- 
©кость П не свободна, 

В самом деле, пусть П— свободная плоскость; тогда она будет 
непременно счетного ранга и; значит, П вполне свободна. Пусть 
Х,, Х,.... — свободные образующие плоскости П. Обозначим через 5* 
частичную подплоскость П, являющуюся их объединением. Возьмем 
число К столь большим, чтобы плоскость Пх содержала более восьми 
элементов частичной плоскости 5°, и обозначим через $} частичную 
плоскость П, [| %°. Плоскость П, обладает системой образующих, 
состоящей из четырех элементов. По лемме 20, вП, можно взять такую 
новую систему образующих, состоящую не более чем из восьми элемен- 
тов, чтобы остов с отмеченной частичной подплоскостью 5 был замкну- 
той над 5% конфигурацией. Но так как П, содержится в плоскости П, 
являющейся свободным расширением частичной плоскости $”, по 
лемме 18°, этот остов целиком содержится в 5 и, следовательно, 
в $. Так как 5 состоит более чем из восьми элементов, новая система 
образующих плоскости П; составляет собственное подмножество $} и, 
следовательно, порождает лишь собственную подплоскость плоскости Пл 
(напоминаем, что П-— вполне свободная плоскость с образующими 
Х,, Х,,...), что невозможно. 

Поступило 
13.У1. 1945 
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ВЗОММАВУ 


11 №15 рарег \уе сопзёгись Пе 6Веогу 0{ {ее ргофесауе р]апез ап4 {ее 
десотроз110пз оЁ ргодесмуе р]апез \уВ1сЬ {о По\уз &Ве соггезропа 118 зесМопвз 
оЁ {Ве \Ъеогу оЁ сгопрз. ЗасВ 1ауезЫсаМопз \еге и ае4 Бу НаЙ во 
4еНтеЯ а рго]есНее р]апе, а ратиай рате, а 4евепегайе рапе, а сопрпе4 
сопйеитаноп, а |тее ежепзоп о! рагыМа\ р1апэз, а зиБрёапе ап@ а }тее 
р/апе ш 13 рарег (*). УМе вВа поф, Воуеуег, заррозе 1№е сопНпе@ соп- 
Поитайопз 1ю Ъе песеззаг у НпЦе. 

Ре! 1п1её1оп. ТЬе {гее ргодась оЁа ве о{ р]апез {А»} 18 
{Ве {тее ехиелз10п 5 ой 4Ъе рагМа1 р]апе \В1оН 18 &№е зеб-еогейса] зат 


о{ а] Ще Д.: 5 =П А... 


16 уоч4 Ъе тозь пабага] $0 тшеап Бу а {зе р]апе 15е {тее ехфепз108 
01 а рагма] р]апе сопз1зЫпй оЁ зоше Шпез ап@ роз УИТой6 апу 
11614епсез — 1Ъе {гее ргодись о{! \Шезе Ипез ап@ роз. басЬ а р1апе м1 
Бе саПе4 сошр1ефе] у {гее. А забр]апе оЁ а сотр1е\еу {тее р]апе 
шау Бе поф сошр1ейе]у #тее. 

НП рапе 13 {Ме {тее ехбепз10п о а Нице рагЫа] р]апе сопз1зМис оЁ Р 
ро1пёз апа Г, Ипез \ИВ Г ше14епсев, +Веп \Ъе патфег 2 (Р-+- Г) — 1 13 
саПе \Ве гап Е ой Те р]апе. 

ТВе гапК о{ а ро (а Шпе) сопз1Чеге@ аз а р1апе 1з 2. Адамов о 
а те ро1пё 40 а рага1 р]апе 13 еда1уа]еп$ $0 ада1оп о! &\мо роз 
11014е06 \ИВ а Попе Ъе]ополие 60 М3 рагЫа] р]апе, \Ваф 1з, Бо рагыа1 
Р1апез аге {гее едлууает. Зиррозе Ва же Бауе а р]апе П о! гапк В. 
Геф из а а рошё ше1Чеп \ИВ а Нае о! П ю П апа сопз14ег \\е {гее 
ех{епз1оп П’о{ Ве рагЦа] р]апе зо ощбашед. Тье р]аве П’ Ваз &Ъе гапк 
В- 1. Э1тсе Ве гапк оЁ а {гее`ргофась 18 ефаа] №0 Бе зат 0#Ё &№е гапКз 
о{ {Те Гасфогз уе зва са П’ &№е фгее рго4ис\ о! \е рапе П 
ап4 {Ве {ее р1апе ой гаюЕ 1; №13 13 а рапе фог мов Р=А, [=0, [=4 
(ог Р=0, [=1, Г=1), \Ъа6 13 а рошь (ог а пе) ше14епф \ИВ зоше- 
Импя. Зись а р1апе Ваз 1зе{ по зепзе, ак тшау Ъе сопз1Чеге@ аз а {тее 
Гас'ог. АП поп-девепегайе р]апез \В1сЪ аге {тее ех{епз1опа оЁ рагыа1 
Р]апез оБбате@ Ъу а@4ш5 10 Па ров (а Цпе) с14епф \ИВ а пе 
(а. ро1п) оЁ П аге шибааПу 15отогрЫс (Гетштпа 3). ТЬе {тее ргодис& ой 
а р1апе Бу а веё 3) о{ {гее р]апез о{ гашк 1 13 сотр]ейе]у аефегиюед 
‚ Ру \е саг та] плшарег ой! 9% (Геша 4). 

Ц 135 поу с]еаг 4Ваб а сошр|ейе]у {тее р]апе 13 по апа]орае о! 
а {тее втоир, Бесаизе \е` рошиз ап@ 4№е пез аге по а‘отз» ой 
\сЬ еуегу р]апе сап Бе Ба пр, Ьиф аге «@1а\ошйо шоеол1ае» — {гее 
рго41сёз оЁ рагз 01 {гее р]апез оЁ гапк 41. ТВег{оге Бу а {гее р]апе 
\е шеап Ве {тее ргодас& оЁ а зеф о! 1тее р1апез оЁ гапк 4. Ш поп- 
дезепегайе сазез Ш дейпИ1оп со1то14ез УВ Ъа6 де 4ю Наш; ме 
сопз1Чег, шогеоуег, еуегу дезепегайе р1апе аз а {тее р1апе. 

Ву а р1апе поп-4есотрозаЪ]е 1110 а {жее ргодись ме зБаЙ ипдегзапа 
бе р]апе, тот \УЫсЬ по {ас4ог, еуеп опе оЁ гапк 1, сав Бе сЪъ1рред 
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©Й. ТЬе Певагоцезап р]апе 13. поп-есотрова е; засЬ 18 а1зо {Ве р]апе 
УЫсВ 15 фе {тее ехцепз10п оЁ а ИЙпИе соппесйед сопйпей сопйригаНоп. 

т $2 \е ркоуе &Ъе $Веогеш апа1о200з {0 М1е1ьеп — Зентеег’з {Веогеа (*) 
110 Ве {Ъеогу о{ отопрв: 

ТНЕОВЕМ Т. А зифрапе о} а }тее рапе 15 }тее. 

А рагы со]аг сазе оЁ 4Бе \Бестеш — \Веп 1№е зоБр]апе роззеззез а 
Поце пашег о{ зепегафогз — аз ргоуеа фу На. Тьеп ТЬеогешз 11 ап4 
ПИ (0{ фуре о КогозВ’з Веогешз) Ёоом: 


ТНЕОВЕМ П. биррозе 5=П А». Тйеп есегу зибрапе ТС 5 15 Ше 
]тее ртодисё о} йе р4апез Аг = А. Г] Т Фу а рее рапе Е: 


Т=[4А. + Е. 

Непсе го По\уз 

ТНЕОВЕМ ПТ. Апу о }тее аесотроз опт; ор ‘ап атфИтату р1апе 
р0$5ез$ йе ежепз от зиср (ваё йет ]асфотз, %мей ате по ртее р апез, 
сота4е, и№Ие йе ее ]асйотз аге о} е зате тапк. 

№ойсе {Паб 4615 {Веотет \ош поф Бе ие И ощу поп-десепегайе 
Р]апез \меге ай Ме аз {гее Гасфогз. 

Сопзедиет1у, #1 а р/апе айти$ а 4есот робот фи поп-4есотроза Ме 
Тастотз, еп зисй а аесотрояйтот 15 итадие. 

ш $ Зме 21уе ап ехашр]е о! а р/апе жМсй саппоё фе 4есотрозеа ищо 
а ]тее ргодисё о} поп-4есотроза Ще }асёогз. 

Те из оп ше БтлеПу {Ве сопзётас\1оп оЁ Ве ехашр]е: Геф О; Те 4ве 
р1апе орашей аз Ще [тее ехёепз10п оЁ а НиЦе соппесце сопПпед 
сопНеигаЧоп К; (1=1, 2,.,.). Оепое Ъу П, \№е #тее ргодась оЁ а &\е 


О:, п, =НО.. Теё ПП, (&=1, 2,...) депофе 4№е #тее’ргодлс& оЁ &Те р1апе 
: 


П, ап4 а {тее р1апе о! гапК 6. Т,еф из пифей ({ог еуегу Ё) Ше р!апе Пк 
11 Ве 1з0тогрр1с р]апе П».1. УУе оба ап азсепдтя сБаш о{ р1апев, 
Фе зе -БЪесге са] заш оЁ \ЫсЬ 13 а р]апе у16Ь &Ъе гедлитей ргорегуу. 

шт $4 ще рапез тИВ а рпие патфег о} вепегафотз эге туезвацей. 
А р1апе 13 сопь14егей форефвег \ИВ а аейюце \уау т \ЫсВ Ве р!апе 
18 сопзбгисвед Бу Из репегафогв. А зоьр]апе 15 саЙед ад т1зз1Ъ1е м 
16 сопбайтз, форейВег УИВ ар агЬйтагу еететь, а! &Ъе е\етепёз Улов 
ргеседе 4Ъе с1уеп е]етепь 11 &Ве сопеёгис Нот. И а зубеш оЁ ата е 
рагыа] воЪр]апез 18 ©1уеп, еуегуопе о \№еВ сопбашз Ве зузбеш о 
репегафогв ап@, Гешр ехфеп4е4, репегайез \Ъе мое р]апе, те 1тиег- 
зесмоп оЁ а зась раг1а] зарр]авез роззеззез &Бе заше ргорегИез 
(Геша 416). ТЬегеоге шт еуегу р]апе +1еге 18 а шиийта1 адтизз15]е 
рага] забр]апе у}Ъ1еВ, Ъешс {тее]у ехепаеЯ, всепегацез &1е р]апе 
Изе{ — Ме {гашемогКк оЁ е р1апе. И \Ъе 1таше\могк оЁ а р1апе 
УИЬ а Пойе пишЬег о депегафогз 13 а сопйпе@ сопйзогамот, фВеп 
Ве {гатеуотК 13 сопбаттей 10 еуегу рагШа] р]апе уЫсь, Ъет8 ехцепдед, 
сепегафез &Ве р1апе 1&ве1# (Т.ешотаа 18), 11 рагси]аг, 11 \фе зат оЁ &Ве 
{асфотв о{ еуегу ЧесотрозИлоп. 


9 Известия АН, серия математическая, № 6. 
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т {Ве сазе оГ а рапе \ИМ п зепегафбогв 1 13 роззЫе ша Нпйе 
пишЪег о{ з6ерз, $0 гер]асе &%Ве с1уеп зузфеш оЁ сепегафогв Ъу а пем 
зузбет о{ поф шоге &ап 2п сепегафогз 11 зас а. \ау 45а, уБеп зоте 
о{ &Ве пе\. сепегафогз аге сопз14еге аз {гее {асфогз о! гапк 1, &Ъе #таше- 
у\огк 0{ 4Ве гешайция рагф о! \№е р!апе Бесотез а сопйпей соп- 
Ноигайоп. 

Непсе ГоПо\уз \Теогеш ТУ о{ %уре о{ СгазЬКо’з {Теогеш (*) (зее а1з0 
№итапп (°5)): : 

ТНЕОВЕМ ТУ. А рапе тИй п вепетафог$ 1$ йе |тее ргодисй о} по 
тоте ап 2п поп-4есотроза Ме }асфотз, есегуопе о} тмей 1$ а рапе 
ФИй а Ппйе питфег о} вепегатотз; те 0 зит о} 1е дайегз 40ез 
пой ехсееа 2п. 

М№ысе {Та {\е уаше 2п 13 еззепыа]: а ро1пё 13 &№е {тее. ргодись 9 
$\о {асфогз 0{ гапк 1. А поп-десотпроза е р]апе’ УИ а НпЦце пашьег 
0{ зепегафогв еМфег 13 а {тее р]апе оЁ гапк 1 ог а пйшиа] соппесфед 
сопЙпеё сопйзогаМоп сап фе ап1даеу Чефегитед 1п 13 р1апе чЫев, 
реше Шееу ехфепдей, сепегафез Фе мвое „.р]апе. Тьиз а сотр!ейе 
Чезсг1риоп 0о{ р1апез УИВ а ИпЦце пашЪег 0{ сепегафогз 13 слуеп. 

шбб5а 10са1]у {гее р]апе 13 деНтей аз а р]апе еуегу заър!апе 
оЁ \ыев Вауше а Нибе пашьег оЁ репегафогз 13 #тее. Ап ехашре 15 
21уеп \УЫеЬ зво\уз \Таф 10осаПу 1тее р]апез шау, зотейшез, Бе поф #тее. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР` 
ВОЕТЕТ!\ РЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕ$ РЕ 1108$$ 
Серия математическая 9 (1945), 597—530 Зее татетайдие 


М. П. ЩЕГЛОВ 
О СХОДИМОСТИ И ОГРАНИЧЕННОСТИ РЯДА ДИРИХЛЕ 
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье устанавливается критерий сходимости (к нулю) и ограни- 
ченности ряда Дирихле при некоторых условиях. 


Мы будем рассматривать ряд 


Урале! (1) 
п=1 


в действительной области, где # > 0, при условиях: 
(а) О, =, <. ео Ах Аи+:—> 00, 


п-—со 
4 


(в) 22 =0(1), ло. 


Относительно ряда (1) получены следующие‘ результаты: 
ТЕОРЕМА 1. Дано: 


а — > а,е-№, ряд сходится при ё > 0 при условиях (а) и (Ъ); 
й= 
2° }(1„)=00 (1), &„—>0 по последовательности {1} такой, что 
а, . 
2°а ее 00 (1), 1, 1, >...> > вич: —> 0; 
—А 
37 ан 00 (А). 
5 
При этих условиях имеет место соотношение 
(А) (6 =00(1), #—0. 
Символ оО обозначает одну из двух возможных комбинаций знаков 
о и О с учетом вариантов: 
(а) всюду О, 
(У) (Ъ) 2°=0, 2°а=0,; 3°<о0, А=о, 
(с). 22 =0, 2°а=о, 30, А=о. 
В основу доказательства теоремы положена «комплексная» 


ЛЕММА. Пусть функция #(1), где #>0, обладает следующими 
свойствами: 

1° в’ (2), 8" (1), где # >.0, существуют, . 

2° #(:„)=00 (1), .—>0 по последовательности {1} такой, что 


7* 
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ат" 00 (1), 
та 

3° #2"(г) < 00(1), #0. 

При этих данных 

(А) 18’ (1) =00 (1), и—0. 

Варианты (\\). 

Эта лемма по существу представляет собою объединение ранее дока- 
завных нами лемм (*) (?). 

ее теоремы. Прежде всего докажем, что 

пр (1 <о0(1), 2—0; (1) 

где о0 в (1) имеет тот же смысл, как в 3°, т. е. о-->0, 0-->0. 

Доказательство для о. Возьмем числа 6 и е,„ такие, что 


р 28>0, 8=6018; (2) 
7+1 
а, ООВ (3) 
И-со 
Имеем у 
ем < е-, при Ё > 0, (4) 
где 


ЗА (п=1, 2, 3, ...) 


Х,-— линейная функция, проходящая через точки (п, \„), (п- 1, ^в.). 
Оценим }” (0: 


(= у маем < у вал (Ана — А) ем 


п=1 п=1 
© п 


+ шах е; - з \ № не-8чй ди = 
п>М 
п=1 п 


со о +1 тах эн» 


М 
— У шах У | че вн, ь 
п=1 


п=1 2 
где № — некоторое фиксированное число. Отсюда получаем 
а В (6) 
Для О доказательство аналогичное.’ 
Применяя лемму, получаем 
т} (1) = 00 (1), 1-0. (7) 
Рассмотрим функцию: 


со 
9 = УХ в Она — №) — ман ет, (8) 
п=1 
ГДе е„ = 00 (1), и выбираем с таким расчетом, чтобы выражение, стоящее. 
в квадратных скобках, было положительным 1 
Из (8), пользуясь соотношением 


со 


Я в. (Ани — №) -№ 1 = 00 (1), о) 


п=1 
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получаем 
19()=1’ (0-00 (1), #—0. О) 
Отсюда, пользуясь (7) и соотношением 


а И 
а .Ф (1) < о - ы п .1Ф р (11) 


(т т 1 


где (.: <Ё<, найдем 


1} (0 =00 (1), #—0. (12) 
Теперь применяем формулу Лагранжа: 
= аб-ы р бы <<<) (13) 
или 
= +". (14) 


Нетрудно видеть, что теорема вытекает из соотношения (44). 
ТЕОРЕМА 1’. Дано: 


12 = У ант, 
П=1 
ряд сходится при > 0 при условии (а), и при условии 
о Не 
Хипс “1 
2° ](1,)=00 (1), &,->0 по поеледовательности {{„} такой, что 
20а ОИ, 0 
+1 , то ' 


3% а, < 00(%. 
При этих условиях 
(А) 1()=00(4. 

Варианты (\”). | 

Эта теорема непосредственно вытекает из теоремы 1. 

Замечание. Оказывается, что разрядить «плотности» последова- 
тельностей 2°а в теореме 1, всоби.е говоря, невозможно. Нами разоб- 
ран случай ^„=и, п=4,2,3,... [(); теоремы. А, В, С]. 

Относительно невозмсжнссти (гли возможности) разряжения после- 
довательности 2°а в теореме 1’ вопрос остается открытым; 
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ап4 Ъе 1о\ег ИиИз оЁ ОйчеНеь?з зег1ез аз зе а8 о{ 4Ве ро\ег земев 
ап о Ве зат о? зв сое Нелепцз. 
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